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Введение. Рассмотрим автономное дифференциальное уравнение 
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Уравнение (1)  эквивалентно системе 

               ,1, 222 yuqyuupuuuuyy                                               (2) 
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Уравнение (1) при 0)1()1(  qp  и 022 21  AA  исследовано в [1; 2]. При 1A  

02  A , 0)1( q  исследование исходного уравнения проведено в [3]. В [4] для уравнения (1) 

получены некоторые необходимые условия отсутствия подвижных критических особых 

точек и условия существования двухпараметрических семейств решений, подвижные особые 

точки которых однозначны.  

В данной работе проведен Пенлеве-анализ уравнения (1) при 0)1( q  и 

                                                       022 21  AA .                                                             (3) 

 

Основной результат 

Упрощенное для (1) уравнение, инвариантное при замене переменных ),;,( zyzy  , 

имеет вид 

  
2

3

21

2

y

y
A

y

yy
A

y

y
y






  .                                                          (4) 

Согласно [1; 5], для отсутствия подвижных критических точек у уравнения (4), при 

выполнении условия (3), необходимо требовать, чтобы  ,12,2 21   AA 1,0 . 

Для дальнейшего исследования понадобится условие 

       01111  ppq ,                                                     (5) 

необходимое для однозначности решений уравнения (1) [1; 6].  

Рассмотрим сначала случаи, когда условие 0)( uq  нарушено, т.е. 

0262 876543  AAAAAA .                                   (6) 

1. Пусть 062 43  AA . В уравнение (1) введем замену 
x

y
1

 . Тогда из (1) для x  

получим уравнение 
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В уравнение (7) введем  параметр  , считая tz  . Тогда (7) примет вид: 
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          (8) 

Находя  решение уравнения (8) в виде ряда  





0k
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k txx  , получим, что при 

0,0,1 421  AAA  и 6,6,2,2 4321  AAAA  функция  tx1  имеет подвижные 

критические особые точки. Поэтому для однозначности функции  tx , необходимо требовать 

0,0,1 421  AAA  или 6,6,2,2 4321  AAAA .  

Рассмотрим случай 0,0,1 421  AAA . Используя  соотношение (5) и 0)1( q , 

получим   ,322 5635

2

37  AAAAAA   34 5635
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38  AAAAAA . Уравнение (1) 

можно представить в виде 
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где 
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Обозначим  
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Из (9) получим  
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Используя (10) и (11), построим уравнение для u : 
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Решение уравнения (12) имеет подвижные критические особые точки [5]. Тогда в силу 

(10) функция  zy  имеет подвижные критические особые точки. Таким образом, справедлива 

Лемма 1. Для отсутствия подвижных критических особых точек у уравнения (1) при 

условии (3) необходимо требовать 0,3,0,1 4321  AAAA  или ,2,2 21  AA ,63 A  

64 A . 

Пример. Пусть в уравнении (1) будет ,0,
3

3,0,1 4321  AAAA
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A , R . Легко проверить, что уравнение с 

такими коэффициентами проходит тест Пенлеве (о тесте Пенлеве см. [7]), однако не имеет 
свойства Пенлеве, как это следует из леммы 1. 

2. Пусть 0,0,02,062 876543  AAAAAA . Согласно лемме 1, рассмотрим 

случаи: 

6,6,2,2 4321  AAAA ;                                                     (13) 

 3,0,0,1 3421  AAAA .                                                      (14) 

При выполнении (13), используя соотношение (5) и 0)1( q , имеем ,52 567 AAA   

568 3AAA  . Тогда уравнение (1) можно представить в виде 
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Выполнив в уравнении (15) замену, 
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получим  
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Учитывая (16) и (17),  получим  
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В уравнение (18) введем  параметр  , считая tz  . Находя  решение полученного 

уравнения в виде ряда  





0k

k

k tww  , получим, что при 56 2AA   функция  tw1  имеет 

подвижные критические особые точки. Так как выполняется (16), то )(zy  при 56 2AA   

имеет подвижные критические особые точки. Поэтому для однозначности функции  zy  при 

6,6,2,2 4321  AAAA  необходимо требовать 56 2AA  .  

При выполнении (14), используя соотношение (5) и 0)1( q , имеем  ,22 657 AAA   

658 2 AAA  . Тогда уравнение (1) можно представить в виде 
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Выполнив в уравнении (19) замену 
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Используя (20) и (21), будем иметь уравнение 
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Решение уравнения (22) имеет подвижные критические особые точки [5]. Тогда в силу 

(20) функция  zy  обладает этим же свойством. Таким образом, справедлива 

Лемма 2. При выполнении условий леммы 1 для отсутствия подвижных критических 

особых точек у уравнения (1)  необходимо требовать 56 2AA  . 

3. Пусть 0,0,0262 876543  AAAAAA . Согласно лемме 2, рассмотрим 

случаи: 

564321 2,6,6,2,2 AAAAAA  ;                                       (23) 

 563421 2,3,0,0,1 AAAAAA  .                                        (24) 

При выполнении (23), используя соотношение (5) и 0)1( q , имеем ., 5857 AAAA   

Легко убедиться, что если 05 A , то решение уравнения (1), не имеет полярных 

особенностей. Также можно проверить, что уравнение (1) в данном случае не имеет 

полиномиальных решений. Для наличия целых трансцендентных решений необходимо 

08 A  [8, c. 180], значит ,2,2 21  AA ,0,6,6 6543  AAAA .0,0 87  AA  
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При выполнении (24), используя соотношение (5) и 0)1( q , получим 0,0 87  AA . 

Таким образом, справедлива  

Лемма 3. Для отсутствия подвижных критических особых точек у уравнения (1) при  

условии (3) необходимо требовать 0,2,0,3,0,1 87564321  AAAAAAAA  или 

,2,2 21  AA ,6,6 43  AA 08765  AAAA . 

Заметим, что при выполнении леммы 3 условие (6) нарушено. Таким образом, верна 

Теорема 1. Общее решение уравнение (1) при 0)1( q  и условиях (3)  и (6)  имеет 

подвижные критические особые точки. 

Рассмотрим уравнение (1), для которого условие (3) выполнено и 0)( uq . Согласно 

лемме 3 рассмотрим случаи: 

 0,6,6,2,2 87654321  AAAAAAAA ;                                  (25) 

 0,2,0,3,0,1 87564321  AAAAAAAA .                                  (26) 

При выполнении (25) уравнение (1) запишем в виде: 
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Первый интеграл уравнения (27) имеет вид 
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где 1Ñ произвольная постоянная. В (28) введем замену 
v

y
1

 , тогда получим 

)1(1  vCv .                                                                 (29) 

Линейное уравнение (29) не имеет подвижных особых точек [9, c. 46], а значит и 

критических. Следовательно, уравнение 

  323422222 6622 yyyyyyyyyyyyyyy                       (30) 

не имеет подвижных критических особых точек. 

При выполнении (26) уравнение (1) можно записать в виде: 
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Проинтегрировав уравнение (31), получим  
3

151 )( yCyyACy  ,                                                     (32) 

где 1Ñ произвольная постоянная. Уравнение (32) имеет подвижные критические особые 

точки [10, с. 445]. Таким образом, справедлива 

Теорема 2. Уравнение (1) при 0)1( q  и 022 21  AA  не имеет подвижных 

критических особых точек только при выполнении условий (25). 

 

Заключение. В работах [1–3] проведено исследование уравнения (1) на предмет 

отсутствия подвижных критических особых точек при условии 022 21  AA . В данной 

работе это ограничение снято и показано, что при 0)1( q  и выполнении условий (3) и (7) 

уравнение (1) имеет подвижные критические особые точки, а при выполнении условий (3) и 

(25) уравнение (1) обладает свойством Пенлеве. 

 

Abstract. The necessary and sufficient conditions of the Painleve property for one class of the third 

order ordinary differential equations are considered in the paper. 
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