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1. Введение. В последнее время исследование сетей с групповыми перемещениями 

заявок  привлекает к себе все большее внимание, однако рассмотрение таких сетей связано с 

определенными трудностями вследствие чрезмерно связного графа переходов между состоя-

ниями марковского процесса. Рассматриваемая сеть является некоторой модификацией сети, 

описанной в [1]. Модель представляет собой открытую сеть массового обслуживания с груп-

повым поступлением положительных и отрицательных заявок и групповым ограниченным 

обслуживанием. 

Модель сети.  

2.1 Описание модели. Рассмотрим открытую сеть массового обслуживания с множе-

ством узлов 1...J N , на которые поступают независимые потоки групп положительных и 

отрицательных заявок с интенсивностями i и i
  для узла i J соответственно. Кроме того, 

когда система пуста, на нее поступает дополнительны пуассоновский поток групп с интен-

сивностью *i , i J . Обслуживание групп в узлах экспоненциальное с параметром i , i J . 

На обслуживание выбирается группа заявок, причем размеры требуемых на обслуживание 

групп будем считать ограниченными величиной iM , i J . Процессы поступления и обслу-

живания независимы.  

Размеры поступающих положительных, отрицательных, дополнительных групп и 

групп, требуемых для обслуживания , , *,i i i iY Y Y Z , взаимно независимые и неотрицательные 

целочисленные случайные величины с произвольными функциями распределения 

, , *,i i i iA A A B  (с конечными средними *, ,
i ii

A AA
m m m , функциями вероятностных масс 

, , *i i ia a a  и ib  и производящими функциями , , *i i iA A A  и iB  соответственно. Обслуженная в 

узле i J  группа, достигшая требуемого размера k, переходит в узел j с вероятностью 

( , )( , )i k j mp  как группа положительных, а с вероятностью ( , )( , )i k j mp  как группа отрицательных 

заявок размера m. С вероятностью ( , )0i kp  группа покидает сеть. Неполные группы, не до-

стигшие требуемого размера, также обслуживаются, но после обслуживания покидают сеть. 

Процессы поступления и обслуживания независимы. Состояние сети описывается цепью 

Маркова 1{ ( ) ( ( ),..., ( ))}NX t X t X t , где ( )iX t  – число заявок в узле i J  в момент t.  

Пусть , ( , ) ( )i j ic k m b k p ( , )( , )i k j m , , ( , ) ( )i j ic k m b k  p 

( , )( , )i k j m , ,0( , ) ( )i ic k m b k p ( , ),0i k , если 

i ,j J . Для простоты предполагаем, что , ( , ) 0i ic k m   для всех iJ, k, m 1 и что цепь непри-

водима.  

Обозначим через q функцию интенсивностей перехода для прямого и через q
R
 для об-

ращенного во времени процессов. Для рассмотренной сети они следующие: 

,( , ) ( , )i j i i j k Mq n n ke me c k m I    ,   ( 1n  ), 
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 ,0 { } { }( , ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )
i ii i i k M i i i n k M i i nq n n ke c k I a k B n I k I A n I k  

        , ( 1n k  ), 

 
{0}( , ) ( ) * *( ) ( )j j j j j jq n n me a m a m I n    , ( 1k  ), (2.1) 

где ( ) 1 (1) ... ( 1)iB n b b n     , IA – индикаторная функция множества A. 

Для обращенного процесса: 

,( , ) ( , )k k

i j i j i i j k Mq n n ke me ñ c c k m I

   ,   ( 1n  ), 

 ,0 { } { }( , ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )
i i

k

i i i i k M i i i n k M i i nq n n ke c c k I a k B n I k I A n I k  

        , ( 1n k  ), 

{0}( , ) ( ( ) * *( ) ( ))m

j j j j j j jq n n me c a m a m I n    , ( 1k  ),       (2.2) 

Для исследования сети были введены в рассмотрение общие интенсивности поступле-

ния ординарных групп положительных и отрицательных заявок размера m в узел j – ( )j m  и 

( )j m   соответственно.  

А также функции ( )i iz =
1

( ) m

i i

m

m z




  и ( )i iz
 =

1

( ) m

i i

m

m z






 . При этом (1)i =
1

( )i

m

m




  и 

(1)i

 =
1

( )i

m

m






  являются интенсивностями потока основных групп положительных и отри-

цательных  заявок на узел i соответственно. 

2.2 Основной результат. Применение при исследовании сети метода обращения вре-

мени позволило получить следующие результаты: 

Лемма 2.1. При выполнении условия эргодичности  
/ (1)j  <  j

 m
jB
 + (1)j

  m
jA   ,   j J,       (2.3) 

для существования геометрического распределения необходимо и достаточно, чтобы при 

всех  j J для некоторого c j  (0,1) выполнялись неравенства: 

1 ( ) 1 ( )
(1) (1) *

1 1

j j j

j j j j j

j j

B c A c
c

c c
 




  

    
   

,     j J         (2.4) 

и 

( )j iz   j * A j *(z)(1-c j z j )= z j [ (1)j +(1 – c j ) j *],  j J        (2.5) 

Лемма 2.2.  Для того, чтобы при всех j J  уравнения (2.4) имели корни c j   (0,1), 

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись неравенства 

(1)j + j * <  j  m
jB + (1)j

  m
jA    , j J.       (2.6) 

Теорема 2.1. Для того, чтобы { ( ) (1 ) n

j j

j J

n c c


  , Nn Z } являлось стационарным 

распределением  X(t), необходимо и достаточно выполнения условия эргодичности , нера-

венств (2.6) и 

[ / (1)j + j * (1 )jc ] 1k

jc  
0

( ) s

j j

s

k s c




 , k=2,3,…;  j J ,             (2.7) 

где  jc  = jc ( j *) – корни уравнений (2.4), принадлежащие (0,1). При фиксированных  j * 

эти корни существуют, единственны и удовлетворяют неравенствам (2.6).  

При выполнении условий теоремы параметры дополнительного потока могут быть 

найдены из соотношений 

 j * *( )ja k  = [ / (1)j + j * (1 )jc ] 1k

jc   – 
0

( ) s

j j

s

k s c




   k=2,3,…;  j J, (2.8) 

Причем в условиях теоремы 2.1 сеть квазиобратима по отношению к соответствующему 

набору интенсивностей ([2]). 
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3. Характеризация стационарного распределения. Таким образом, установлен сле-

дующий алгоритм поиска стационарного распределения: 

1. Ищем корни 
jc  =

jc (
j ,

j
 )  уравнений  

1 ( ) 1 ( )
*

1 1

j j j

j j j j j

j j

B c A c
c

c c
   




  

   
   

,     j J         (3.1) 

для 
j + j

* <  j
 m

jB
+

j
  m

jA    , j J, при выполнении противоположного неравенства 

полагаем 
jc (

j ,
j
 )=1.  

2. Решаем систему нелинейных уравнений трафика относительно {
j ,

j
 }, j J. 

j =  j
+ 

,

1 1

( , ) ( , )k

i i i i i j

i J k m

c c k m  
 



  

   , j J.       (3.2) 

j
 =  j

 + 
,

1 1

( , ) ( , )k

i i i i i j

i J k m

c c k m  
 

 

  

   , j J.      (3.2*) 

3. Подставляя найденные 
j  и 

j
  в 

jc (
j ,

j
 ), находим  

jc , j J.  Предполагая вы-

полненным 
j + j

* <  j
 m

jB
+

j
  m

jA    , j J , находим (1)j  и (1)j

 . 

4. Проверяем выполнение (2.6). Если хотя бы одно из них нарушено, то не существует 

стационарного распределения в геометрической форме произведения.  

5. Подсчитываем 
, ( , ) ( )i j ic k m b k p

( , )( , )i k j m
 и 

, ( , ) ( )i j ic k m b k  p 

( , )( , )i k j m
, а затем ( )j m  и 

( )j m   по формулам:  

( )j m = j a j (m)+ ,

1

( , )k

i i i j

j J k

c c k m


 

  ;  

( )j m  = j

 a j

 (m)+ ,

1

( , )k

i i i j

j J k

c c k m




 

  ,j J; 

Ищем ( )i iz =
1

( ) m

i i

m

m z




 и ( )i iz
 =

1

( ) m

i i

m

m z






  и производные этих функций в единице.  

6. Проверяем выполнение условия эргодичности (2.3). Если они нарушены, то не су-

ществует стационарного распределения в геометрической форме произведения.  
7. Проверяем выполнение неравенств (2.7). Если они нарушены, то не существует 

стационарного распределения в геометрической форме произведения.  

8. Подсчитываем параметры дополнительного потока по формуле (2.8). Решая систе-

му неравенств (2.3), (2.6), (2.7) относительно  j *, находим область значений интенсивно-

стей дополнительных потоков на узлы сети, когда они пусты.  
9. Записываем искомое решение для стационарного распределения 

{ ( ) (1 ) jn

j j

j J

n c c


  , Nn Z } 

Для решения системы нелинейных уравнений трафика применяется итерационная процеду-
ра, описанная в [1], которая, как было показано, сходится к решению системы. 

5. Заключение. Исследована работа открытой сети массового обслуживания с груп-
повым поступлением положительных и отрицательных заявок и ассамблейно-трансферным 

групповым обслуживанием. Установлены необходимые и достаточные условия геометриче-
ской мультипликативности стационарного распределения. Показана эквивалентность резуль-
татов для рассмотренной модели и модели, описанной в [1]. Также приводится итерационная 

процедура для решения системы нелинейных уравнений трафика, сходящаяся к ее решению. 

 

Abstract. The paper presents the investigation of the work of open queuing networks with batch 
arrival of positive and negative queries and limited batch service. The criterion of the existence of 
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stationary distribution in the form of the product of geometrical distributions for the given network 

is established. 
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