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Последовательности симметрий и совмещение произвольных элементов
n-арных групп

Ю. И. К у л а ж е н к о

Впервые элементы аффинной геометрии на тернарной группе построил 
Д. Вакарелов в [1]. В [2] С.А.Русаков с помощью введенных на n-арной группе (п >  2) 
понятий параллелограмма, симметричности точек и вектора определил n-арную rs- 
груипу и доказал ее существование. В [3] этот вопрос нашел свое дальнейшее развитие: 
построено аффинное пространство W {G ) методом фундаментальных последователь
ностей векторов полуабелевой п-арной rs-группы G  и доказано изоморфное вложение 
всякой абелевой п-арной г а-группы G  в абелеву n-арную группу, построенную на W {G ).

В работах [4-6] решены задачи связанные с самосовмещением произвольных эле
ментов n-арных групп, а именно, разработаны различные методы построения последо
вательностей симметрий произвольной точки р е  X  относительно других точек из X , 
в результате которых точка р отображается в себя. Естественно возник вопрос о воз
можности построения последовательности симметрий произвольной точки р € X  от
носительно других точек из X  такой, что результатом этой последовательности будет 
произвольная, но фиксированная точка I £ X , в общем случае отличная от р.

В представленной работе предлагаются различные методы решения поставлен
ной задачи. В частности, построены последовательности симметрий произвольной точ
ки р G X  относительно элементов последовательности вершин параллелограмма и спе
циально построенных шестиугольников п-арной группы G , в результате которых р G X  
отображается в произвольную, но фиксированную точку I € X .

В работе рассматривается n-арная группа G =  (X ,  ( ), [_21). Элементы этой груп
пы мы называем точками. Точку

, 2п—4
Sa(b) — (аЬ[ 21 Ь а)

называют точкой симметричной точке b € X  относительно точки а G X .  Последова
тельность к элементов из X  — /г-угольником G.

О п ределени е. Будем говорить, что произвольная точка р € X  совмещается с 
произвольной точкой I € X ,  если точка I является результатом последовательности 
симметрий точки р относительно других точек из X .

Другие обозначения, определения и результаты, используемые в работе, можно 
найти в [3-7].

Т еорем а  1. Пусть G  — полуабелева п-арная группа, a ,b ,c ,d ,p ,l £ X .  Произ
вольная точка р совмещается с произвольной точкой I в результате последовательно
сти симметрий точки р относительно элементов последовательности трех вершин 
параллелограмма, если любая четвертая вершина параллелограмма является середи
ной отрезка [р1\.

Доказательство. Пусть, для определенности, вершина d параллелограмма 
(а, Ь, с, d) — середина отрезка \pl\.

Докажем, что справедливо равенство

Sc(S b(S a(p ) ) )  =  I. (1)
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Поскольку d — середина отрезка \pl], то

I = Sd(p).

Тогда равенство (1) имеет вид

Sc(Sb(Sa(p))) = Sd(p). (2)

Рассмотрим левую часть равенства (2) с учетом определения симметричности точек, 
равенства 3.28 из [7], предложения 1 из [8] и определения 2 из [2].

Имеем

Sc(S b(S a(p ) ) )  -  Sc(S b(a,pl- 21 V a ) )  =

— Sc(b(ap^~2̂ np 4a )^ 2l ( a p ^ 2np 4a ) . . .  ( а р ^ 2пр 4a) b) =
4---  —--- ^ '

2n-4

=  Sc( b a ^ 2Y W ~ 2]2na 4b) =

=  (c(fett'_2l2ra 4pa)-~^2na 46 ) ^  (W ~ ^ 2na 4paJ~^2na 4b) . . .  c) =V. sNC
2n—4

=  ( c b ^ V a p ^ ^ a b ^ Y c )  =  { ( c b ^ 2L ) p ^ 2Y { a b ^ V c ) )  =

=  (ф [~2]2пр 4d) =  5d(p).

Равенство (2) установлено, а значит справедливо (1). Тем самым теорема дока
зана.

Т еор ем а  2 . Пусть G  —  полуабелева п-арная группа. a ,b ,c ,d ,p ,l — произволь
ные точки из X .  Точка р совмещается с точкой I в результате последовательности 
симметрий точки р относительно элементов последовательности пяти вершин ше
стиугольника

(а, Ь, с, d, ( d c ^ 2nc 46), a),

если любая шестая вершина шестиугольника является серединой отрезка \pl]. 
Доказательство. Предположим, что вершина с шестиугольника

(а, Ь, с, d, ( d c ^ 2nc 4fe), a)

—- середина отрезка \pl).
Установим справедливость равенства

S b ( S « ( S , ( S ^ „ - . b)(S d( p m  =  <■ (3)

Поскольку, по предположению, точка с — середина отрезка \pl], то справедливо равен
ство

I =  з д .

В этом случае мы должны доказать, что

5ь(5а( Я ( 5 №1_я!„-«4)(5 ^ р ) ) ) ) )  =  5с(р). (4)
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Рассмотрим левую часть равенства (4) с учетом полуабелевости группы G, опре
деления 4 из [3J, равенства 3.28 из [7] и предложения 1 из [8]. Имеем

5b(S0(5 „ (S ( .с1_.,г т % (Д (р ) ) ) ) )  =  =

=  ■ ■ =
4   "s/" V

2 n —4

=  Sb(5e(5 e((teb 4  V ^ d [" 2] V p d l ^ V d c I - 2J V f e ) ) )  =

=  S ^ a(Sa(6 c ^ ]2V V - 2]2nc 46)) =

=  5'б(5'0(а(Ьс1_212тс 4pc^2]2nc ( b c ^ 2nc 4pc “̂ 2'2nc 4b ) . . .  a )) =
—  ------—v---------  — '

2 n —4

=  V q>I-54  V c b l - ^ V o ) )  =

=  Sh(a V c b 1" 21 V a ) b 4 (a6l-4 V ^ - * l  V a ) . . .  a) =
4        —----— -----V-------------- ----— ------------------- '

2n —4

=  Ss(0ol- !l:V f c l - Jl V W ' 21 V b a ^ V a )  =  S b t ^ V p c H  V b )  =

=  (6(6с[- г|2”с~V - 2|V ) l - 4  (6с1"212Д V -Ч V f t ) . . .  6) =

2тг—4

=  (6^_21 b cp{~2̂2np 4ci^~2l b b) — (cp ^ 2̂2np 4c) — Sc(p).

Мы установим справедливость равенства (4), а значит и справедливость равен
ства (3).

Аналогично доказывается справедливость теоремы в случаях, когда серединой 
отрезка [pi] является любая другая вершина шестиугольника

(а, Ь, с, d, ( d c ^ 2nc 4b), а).

Теорема доказана.
Т еор ем а  3. Если G  — полуабелева п-арная группа, а ,Ь ,с  — произвольные точ

ки из X , то произвольная точка р € X  совмещается с произвольной точкой I € X  
в результат,е последовательности симметрий точки р относительно элементов по
следовательности пяти вершин шестиугольника

(S b(a ), Sc(a ). Sc(b), Sa(b), З Д ,  Sb(c ) )  (5)

в случае, когда любая шестая вершина этого шестиугольника является серединой от
резка [pi].

Доказательство. Предположим что, вершина Sa(b) шестиугольника (5) — сере
дина отрезка [pi].

Докажем справедливость равенства

Ssc(b)(Ssc(a)(SSb(a)(Ssb(c)(Ssa(c ){p )) ) ) ) =  I- (6)

Из того, что Sa(b) — середина отрезка \pl] следует, что точка р симметрична точке I
относительно точки Sa{b), а значит справедливо равенство

s s.m&>) =  <• (?)
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Рассмотрим левую часть равенства (б) с учетом свойства полуабелевости группы 
G. определения 4 из [4] симметричности точек, равенства 3.28 из [7], предложения 1 
из [8].

Поскольку

5 а д (р )  -  ( S a ( c ) p ^ Y S a(c ) )  =  ( (ас^“ 21 с а)р^_21 р (аА~2̂ с а) ) =
/ Г_9]2п—4 f_oi2n—4 г_о]2гг—4 .

=  (ас1 1 с ар[ 1 р ас[ 1 с а),

то

Ssb(c)(Ssaic){p)) = Ssb(c)(ac[~2]2nc 4apl- 2]2np 4ac[- 2]2nc Aa) =

=  (Sb(c)(ac^~2'l2nc 4ap^~2̂ 2rip  4acL~2̂ 2nc 4а)(~2! (ас^“ 2̂ 2пс 4ap^~2̂ 2np  4a c ^ 2nc 4a ) . . .  Sb(c)) =

2n—4

( ( b c ^ V b J a ^ V c a ^ l V p a ^ V o a ^ V ^ - 2 « V b ) .

^ 5 4 ( a ) ( ^ 2]2V 46 a b 2 ]V c a b 2 ]V p a [- 2l2na 4cab2]2na V - 2]2nc 46) =

^ ( 5 6(a)(bct-2l V 6 a f - 2l2na-4ca[-2]2T 4pa[-2]2a ^ a b 2] V 6 c b 2] V b ) [ - 2]

(6c!-2!2nc '16ab2!2V 4cab2)2na 4pat-2l2V  4cat-2]2a"4bc[-2l2,c '*6)... Sb(a)) =
'■— — —      — v---------------------------------------

2n—4

( ( t a M V d J ^ V c b l - ^ V ^ - ^ V a p ^ V o c l - ^ V o i l - ^ V c J I - ^ V

(6а^“ 2'2па 46)) =  ( a p ^ 2np 4a),

а значит

Ssc(a)(Ssb(a)(Ssb(c)(SSa(c )(p ))) ) =  Ssc(a){ap[~2] P <0 =

=  (S c(a )(a p [~2]2np ла )[~2] (ap[~2]2np 4a) .. . Sc{a )) =
4" v V

2n—4

— ((ca^“ 2'2na 4c )a ^ ^ 2”a 4jtW~2'2”a 4(cal-2l2ra 4c)).

Откуда

<Ssc(6) (Ssc(a) (Ssb(a) (S 5b{c) (Ssa(c) ( p ) ) ) ) )  =

— Ssc(b) (ca^ 2'2"a 4ca^^2”a 4p a ^ 2l2na 4c a ^ 2”a 4c) =

=  (S c( b ) ( c a ^ 2na 4са1~У2па 4p a ^ 2na 4са1~2̂ па 4c ) ^

( c a ^ 2Y W ^ V V c ) . . .S c(b )) =
•-— ...— .—  ---------  —4,--------—   — '

2n—4

=  ( (C6b2] V c ) c b 2i2T 4acb2l2V 4apl-2!2T V f - 2]2”c 4aC[-2]2nc- 4(c6t-2l2T 4c)) =

=  ( a b ^ V a p ^ Y W - ^ V a )  =  ( ( a b ^ V a ) ^ % \ a b ^ Y a ) )  =  

=  (Sa(b)p [~2]2np 4Sa(b) )  =  SSa{b)(p ).
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202 Ю. И. Кулаженко

Мы показали, что левая часть равенства (б) равна Ssa(b)(p)- Откуда и с учетом 
равенства (7) следует справедливость равенства (6).

Аналогично доказывается справедливость теоремы в случаях, когда серединой 
отрезка \pl] является любая другая вершина шестиугольника (5).

Теорема доказана.
Т еор ем а  4. Если G  — полуабелева п-арпая группа, а, Ь, с — произвольные точ

ки из X , то произвольная точка р G X  совмещается с произвольной точкой I £ X  
в результате последовательности симметрий точки р относительно элементов по
следовательности пяти вершин шестиугольника

(а, с, b, Sb(S c(a )), ( a c ^ '2nc 4Sb(S c(a )) ) ,  Sa(S c(b ))) (8)

в случае, когда любаяt шестая вершина этого шестиугольника является серединой от
резка \р1].

Доказательство. Пусть серединой отрезка [pi], для определенности, будет вер
шина Sa(S c(b )) шестиугольника (8).

Докажем, что точка I € X  является, в этом случае результатом последователь
ности симметрий точки р € X  относительно последовательности точек

а, с, b, Sb(S c(a )), (ас[~2]2пс 4Sb(S c(a )) )

— остальных вершин шестиугольника (8).
Т.е. установим справедливость равенства

5 (aCi-2t2V 4 (S c(a))) ^ Sb(Sc(Q)) (5'б(5с(5а(р ) ) ) ) )  =  I  (9)

Рассмотрим левую часть равенства (9) с учетом полуабелевости группы G, определения 
симметричности точек 4 из [3], равенства 3.28 из [7], предложения 1 из [8]

Поскольку

Sb(S c(S a(p ) ) )  =  Sb(Sc(ap[~2]2nf lo )) =

=  Sb(c(ap{~2\2np 4a)l~2lj (ap^~2l2rp 4a ) . . .  c) =  5b(ca^2‘2na 4p a ^ 2̂2na V )  =
— - v -.......

2n—4

=  (6(cal"2’2’a Ap a ~ %2\  ‘c ) ^  ( c a ^ 2na 4p a ^ 2'2na 4c ) . . .  b) —
4.1—. -— v*” —----  1 1

2П—4

=  (Ь с Д 2 i V p H ' p y - n y ,

а

Sb(S c(a ) )  =  Sb{ca^^2na 4c) —

— (b ( c a ^ 2na 4c)t“ 2! ( c a ^ 2na 4c ) .. .  b) =  (bc^~2'2nc 4a c ^ 2nc 4b),
' ——'

2n—4
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то

Ssb{Sc(a))(Sb(Sc(Sa(p )) =

=  ( ( 6 c l - 2l V a c l - 2l2T 46 ) ( 6 c b 2 l V a p l - 2l 2" p 4a c l ' Jl2" c 46 ) l “ 2l 

V o J - 51 V b ) . .  . ( f c J - ^ c V - 2! V b ) )  =
4   ------- — - v    '

2n —4

=  ( 6 c l - ^ V e c I - al V » [ - 4  V c a b 4 V p a l - 4  V o b l - ^ T b c I - 8! V a c l - ^ V b )  =  

=  ( t e ^  V p c ™  V b ) .

Тогда

'S'(e c l-a]anc 4S » (S c (e ))) ( ‘^ 6  (Sc (a)) ( *56 (  5 C (  ̂  ( p  )  )  )  )  )  =  

=  V ^ v 4 ( s c (o ) ) ) ( b c [- 2l2^ b 2i V ^  

=  ( ( a c f ^  V 5 6( o a ^  V c ) ) ( f c b 4  V p c l - Ч  V 6 ) l " 4  ( f c l - Ч  V p c H 4  V b ) . . .
  v /

2n—4

( a c ™  V s b( c o ™  V c ) ) )  =  

=  ( ( a c ‘ _ 2 l2nc  4 ( 6 ( c a ^ ^ 2na  4c V ~ 2l ( c a ^ 2"a  4c ) . . .  b ) ) 6 ^ 2’ b q p ^ 2np 4cb^  b
ч _---^ —   ✓

2n—4

( a c ^ 2nc ‘\ b ( c a ^ 2na 4c ) ^ ( c a ^ 2V * c ) . .  - 6 ) ) )  -  
4— — — — '

2n—4

=  ( a c t - 2]2nc 4b c b 2 ]2V 4a c b 2 )2nc- 46 6 b 2 I2T 4c p [ - 2l2np 4c b ^ 2]2T 4a Ct-2 ]2V 4b c b 2 ]2nc- 4a c [ - 2!2nc 4b ) =  

=  ( a Cb 2]2nc 4bc t-2 l2V V - 2] 2V 4a c f - 2l2ric  4a c t - 2l2nc 4b ) =

=  ( ( a ( c ^ - 2 ] 2T 4c ) [ - 2 ]  (o b I - 4  V c ) . .  . a ) p [ - 2!2np 4( a c f - 2]2nc V [ - 2) 2nc  4a ) )  =
N  v -✓

2n—4

=  ( (a {Sc(b ) ) [~2] Sc(b ) .. . a )p[~y2np 4(a (Sc(b ) ) [~2] Sc( b ) .. . a )) =

2n—4 2n—4

=  (sa(SM)ph2l'JVsa(scm  =  (10)

Поскольку, по предположению, точка Sa(Sc(b)) является серединой отрезка \pl], то точка 
р симметрична точке I относительно Sa(Sc(b)), а значит справедливо равенство

Ssa(sc{b))(p) =  I- (11)

С учетом равенств (11) и (10) делаем вывод о справедливости равенства (9).
Аналогично доказывается справедливость теоремы в случае, когда серединой 

отрезка \pl] будет любая другая вершина шестиугольника (8).
Теорема доказана.

A b s tra c t. The sequence of symmetries and stitching of arbitrary elements of n-ary group 
are considered in the paper. The definition of stitching of arbitrary elements of n-ary group 
G  is given.
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