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1 Модель однолинейного узла 

Рассмотрим однолинейную систему обслуживания  с групповыми  поступлением и 

обслуживанием. В систему  поступает пуассоновский поток сообщений с интенсивностью  . 

В момент поступления сообщения мгновенно формируется  группа заявок случайного разме-

ра 
nX ( n -номер n го по счету поступившего сообщения). Она присоединяется к очереди, 

если система не пуста, иначе из заявок этой группы формируется группа заявок, которая сра-
зу начинает обслуживаться. Механизм ее формирования точно такой, как описанный ниже 
механизм формирования группы на обслуживание после окончания обслуживания очередной 

группы. Предполагается, что  , 1,2,...nX n   – последовательность независимых, неотрица-

тельных, одинаково распределенных, целочисленных случайных величин с конечным мате-

матическим ожиданием Am  и вероятностями значений  ( ) , 1,2,....na k P X k k    

Пусть 
1

( ) ( ) k

k

A z a k z




  – производящая функция nX . В момент окончания обслуживания 

очередной группы на обслуживание выбирается  группа заявок  случайного размера nY , ко-

торая  обслуживается целиком, при этом обслуживание – экспоненциальное с интенсивно-

стью   ( n  номер n й по счету обслуженной группы).  Если в момент окончания обслу-

живания группы размер требуемой для обслуживания группы строго больше числа остав-
шихся заявок в системе, то на обслуживание выбирается некомплектная группа из оставших-

ся заявок. Предполагается, что { , 1,2,......}nY n   – последовательность независимых неотри-

цательных одинаково распределенных целочисленных случайных величин с конечным мате-

матическим ожиданием Bm  и вероятностями значений  ( ) , 1,2,....nb k P Y k k    Пусть 

также 
1

( ) ( ) k

k

B z b k z




  – производящая функция nY . Процессы поступления и обслуживания, 

размеры поступающих и обслуживаемых групп предполагаются независимыми.  

Пусть ( )n t  – число заявок в системе в момент t . Семейство случайных величин ( )n t   

есть цепь Маркова с непрерывным временем в пространстве состояний {0,1,...}.   Интен-

сивности ее перехода есть 

                        

( , ) ( ), 1, 0,

( , ) ( ), 1,

( ,0) ( ) (1 (1) (2) ... ( 1)), 1.

q n n k a k k n

q n n k b k n k

q n B n b b b n n





 

   

   

       

   (1.1) 

В [1-3] установлено, что условием эргодичности ( )n t  является  

                            A Bm m    ,      (1.2) 

которое будет предполагаться всюду далее выполненным. Уравнения равновесия для стаци-

онарных вероятностей процесса ( )X t  можно записать в виде 

                             
1

(0) ( ) ( ),
k

P P k B k




      (1.3) 
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1 1

(1 ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

k k

P n P n k b k P n k a k 


 

      ,   1,n    где 





   (1.4) 

Решение (1.3), (1.4) будем искать в виде смещенного геометрического распределения 

{ ( ), 0,1, }P n n  , где 

                 1

0 0 0(0) , ( ) (1 )(1 ) , 1,2, , , (0,1).nP P P n P c c n P c        (1.5) 

Подставляя (1.5) в (1.3), получим 
0 0(1 )(1 ( )),P P B c     откуда 

                                             0

0

1 (1 )
( ) .

1

P
B c

P

 



     (1.6) 

Отметим, что ( )B z  строго возрастает на [0,1] и нестрого выпукла вниз. Рассмотрим 

уравнение 

                                         ( )B c  .                                                (1.7) 

В силу выше сказанного (0,1) , если и только если (0,1)c . В силу строгого воз-

растания и нестрогой выпуклости ( )B c , очевидно, c  . Таким образом, имеет место 

Лемма 1. Если (0,1) , то уравнение (1.7) имеет единственный корень c . Этот ко-

рень находится в промежутке [ ,1) . 

 По лемме 1, если решение уравнений равновесия (1.3), (1.4) в форме (1.5) существует, 

то необходимо выполняется 
0

1

1
P





. Согласно (1.5) ( ) ( ) kP n k P n c  .  Умножая (1.4) на 

( )nz  и складывая по всем 1,2,n  , имеем  

                                  0 0( )( ( ) ) ( ( ) ) ( ) ( ) ( ).P z P P z P B c A z P z           (1.8) 

Подставляя в (1.8) выражения для производящей функции 0 0(1 )
( )

1

P P c z
P z

c z

   


 
, получим  

                                                                      (1.9) 

 

Откуда следует, что nX распределена по геометрическому закону                  

                                                1( ) (1 ) na n a a    , где  0

0

1P c
a

P

 
 .                                      (1.10) 

Теорема 1. Пусть выполнено (1.2). Для того, чтобы стационарное распределение 

( )X t  имело форму смещенного геометрического распределения (1.5), необходимо и доста-

точно, чтобы 0

1

1
P





 и существовала абсолютно монотонная функция ( )A z , удовлетво-

ряющая (1) 1A   и равенству (1.9). Тогда ( )A z  будет задавать производящую функцию раз-

меров поступающих групп. 

Известно [5], что для квазиобратимости цепи Маркова ( )X t  необходимо и достаточно 

выполнения условий 

                               
1

( ) ( ) ( ), 1,
k

P n P n k b k n




                             (1.11) 

                              
1

0

( ) ( ) ( ), 1,
n

k

P n P k a n k n




                              (1.12) 

                             
1

(0) ( ) ( ).
k

P P k B k




                                       (1.13) 

Пусть цепь Маркова ( )X t  квазиобратима, а стационарные вероятности 

( ), 1,2, ,P n n   имеют форму (1.5). Подставляя (1.5) в (1.11), получим ( )B c  . Из уравне-

0 0

(1 )
( )

(1 )

c z
A z

P P c z




  

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



Ю. В. Малинковский, Е. В. Коробейникова 

 

212 

ний (1.11)-(1.13) находим, что 
0 1P   , откуда следует, что 1  , а параметр геометриче-

ского распределения 
1

c
a









. 

Теорема 2. Пусть выполнено условие эргодичности 
A Bm m  . Для того, чтобы 

цепь Маркова ( )X t  была квазиобратимой, а ее стационарное распределение имело форму 

смещенного геометрического распределения (1.5), необходимо и достаточно, чтобы выпол-

нялись соотношения 
01, 1P    , а размеры поступающих групп имели геометрическое 

распределение с параметром 
1

c
a









, где c  – корень уравнения ( )B c  . 

  2 Модель сети с групповыми перемещениями 
Рассмотрим открытую сеть массового обслуживания, склеенную из узлов того же ти-

па, как система, рассмотренная в разделе 1.  Обслуженная в i -м узле группа заявок мгновен-

но покидает сеть, посылая сообщение в j -й узел с вероятностью 
ijp , а с вероятностью 

0ip  не 

посылая никаких сообщений (
0

, 1, , 1, 0
N

ij ii

j

i j N p p


   ). Предположим, что расши-

ренная матрица маршрутов неприводима. Тогда система линейных уравнений трафика  

                                       
,

1

1, ,
N

j j i ij

i

p j N  


                                       (2.1)  

имеет единственное строго положительное решение.   

 Пусть ( )n t  – число заявок в i -м узле в момент t . Состояние сети будем описывать не-

приводимой цепью Маркова { ( )n t } c непрерывным временем с пространством состояний 
NZ , где 1 2( ) ( ( ), ( ),.... ( )).Nn t n t n t n t  Предположим, что выполнено условие эргодичности  

                                   , 1, .
I Ii A i Bm m i N                                                (2.2) 

Так как рассматриваемая сеть получается с помощью стандартной операции склеивания уз-
лов, описанных в разделе 1, то по теореме Келли, если узлы в сети будут квазиобратимыми, 
то стационарное распределение будет иметь форму  

                                     1 1 2 2( ) ( ) ( )... ( )N Np n p n p n p n ,                                     (2.3) 

где { ( )}ij j jp p n  – стационарное распределение изолированного узла, на который направля-

ется стандартный пуассоновский поток сообщений интенсивности i , где ( 1 2, ,..., N   ) – 

строго положительное решение линейных уравнений трафика (2.1). 
 

Abstract. The paper considers queuing network with batch moving. It is established that the sta-
tionary distribution has the product form. 
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