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Разрешимые приводимые локальные формации р-разложимого дефекта 3

В. В. Аниськов

Рассматриваются только конечные группы. Используемые определения и обо­
значения стандартны, при необходимости их можно найти в [1-2]. Напомним только те 
из них, которые для данной работы являются основными.

Группа называется р-разложимой, если она одновременно обладает нормальной 
силовской р-подгруппой и нормальной холловой р'-подгруппой. Класс групп, замкну­
тый относительно взятия гомоморфных образов и конечных подпрямых произведений, 
называется формацией. Локальным экраном / называется такое отображение класса 0  
всех групп в класс формаций, что выполняются следующие условия:

1) /(1) =  ©;
2) f (A )  =  f (B ) ,  если А  и В  — произвольные неединичные р-группы для некото­

рого простого числа р;
3) / (G ) =  Пре7г(с)/(р) для любой неединичной группы G.
Формация называется локальной, если она обладает хотя бы одним локальным 

экраном. Минимальной локальной не р-разложимой формацией называется такая фор­
мация, которая сама не содержится в классе всех р-разложимых групп, но все ее соб­
ственные локальные подформации в этот класс входят. Совокупность всех локальных 
подформаций локальной формации $ рассматривается как решетка, при этом под объ­
единением f) i  V;i^2 локальных подформаций Sji и f )2 понимается наименьшая локальная 
подформация из содержащая обе эти подформации. Для любого непустого класса 
групп и любой локальной формации # длина решетки локальных формаций, заклю­
ченных между $  и П называется дефектом локальной формации Формация 
называется приводимой, если она может быть представлена в виде объединения своих 
собственных локальных подформаций.

В теореме 2 работы [3] получено описание разрешимых приводимых локальных 
формаций с А-дефектом 2, если Sj — произвольная локальная формация, обладающая 
таким локальным экраном, все непустые значения которого — локальные формации. 
Поскольку к таким формациям относится и формация всех р-разложимых групп, то 
указанная теорема описывает в том числе и разрешимые приводимые локальные фор­
мации р-разложимого дефекта 2. В данной работе описываются разрешимые приводи­
мые локальные формации, у которых р-разложимый дефект равен 3. Для класса всех 
р-разложимых групп используется обозначение 93р.

Сформулируем вначале несколько вспомогательных утверждений, доказанных 
автором в [4].

Л ем м а 1. В формации $ =  /ц V/ i^2 V/ЯЯ, где /ц и f t 2 ~  различные минимальные 
локальные не р-разложимые формации, а Ш  — некоторая локальная р-разложимая 
формация, не существует других минимальных локальных не р-разложимых форма­
ций, отличных от S)i и Sj2.

Л ем м а  2. В разрешимой формации д  — S) У i где Sj — неприводимая локаль­
ная формация р-разложимого дефекта 2, а Ш  — некоторая локальная р-разложимая 
формация, существует единственная минимальная локальная не р-разложимая фор­
мация.
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Лем м а 3. В разрешимой формации 5 =  A i V/ Ш , где A i — некоторая непри­
водимая локальная формация р-разложимого дефекта 2, ад.Л — некоторая локальная 
р-разложимая формация, не существует других неприводимых локальных формаций 
р-разложимого дефекта 2, кроме формации А ь

Результатом данной работы является следующее утверждение.
Теорема. Пусть р — некоторое простое число, 5 — разрешимая приводимая 

локальная формация. Тогда и только тогда $  имеет р-разложимый дефект 3, когда 
У =  fjV/SDT, где Ш  — некоторая локальная р-разложимая формация, а формация А 
удовлетворяет одному из условий:

1) S) =  A iV iA 2ViA3,- где А ъ  Аг и Аз различные минимальные локальные не 
р-разложимые формации;

2) A =  A i V ;A 2> где — некоторая неприводимая локальная формация с р- 
разложимым дефектом 2, а 5)2 — минимальная локальная не р-разложимая формация, 
не входящая б А ъ

3) 5) — некоторая неприводимая локальная формация с р-разложимым дефек­
том 3;

A =  S01V1S02, где Аъ 3)2 ~  различные неприводимые локальные формации с р- 
разложимым дефектом 2 такие, что As П ̂ >2 ~~ локальная формация с р-разложимым 
дефектом 1.

Доказательство. Необходимость. Пусть 5 — приводимая разрешимая локаль­
ная формация р-разложимого дефекта 3. По определению р-разложимого дефекта, 
в 5 существует некоторая максимальная локальная подформация 5 i, у которой р- 
разложимый дефект равен 2. Согласно теореме 2 из [3], возможны 2 случая:

1) sjj =  S)\ V/ Аг V; ЯЛ, где A i и Аг ~  различные минимальные локальные не 
р-разложимые формации, а ЯЛ — некоторая локальная р-разложимая формация;

2) Зт =  А V/ ЯЛ, где А — некоторая неприводимая локальная формация р- 
разложимого дефекта 2, а ЯЛ — некоторая локальная р-разложимая формация.

Пусть формация 5i удовлетворяет первому условию. Предположим, что в 5 су­
ществует еще одна минимальная локальная не р-разложимая формация Аз> которая 
отлична от формаций A i и Аг- Согласно лемме 1, формация Аз не содержится в 5ъ 
Тогда 5 =  A i V; А 2 V; Аз V; ЯЛ, и формация 5 удовлетворяет условию 1) теоремы.

Пусть теперь в 5 не содержится других минимальных локальных не р- 
разложимых формаций, кроме Ai и Аг- Выберем группу G  из 5 \ 5ъ Тогда 5 =  
I fo rm G  Vi 5ъ поскольку 5 ~~ приводимая формация. Если I f o rm G  — формация р- 
разложимых групп, то, согласно теореме 2 из [3], формация 5 имеет р-разложимый 
дефект 2. Поэтому Ai Я I fo rm G  или Аг Я I formG.  Пусть, например, Ai Я IformG.  
Рассмотрим вначале случай, когда Аг Я IformG.  Тогда получим 5 =  I f o r m G V;Аг V/ШР 
Согласно леммам 20.3 и 20.4 из [2], р-разложимый дефект формации I fo rm G  может 
быть либо 2, либо 3. Если этот дефект равен 3, то в I f o rm G  существует максималь­
ная локальная подформация S'*, у которой р-разложимый дефект равен 2. Ввиду рас­
сматриваемого случая, 5* =  А  V; ЯЛ], где А — неприводимая локальная формация с 
р-разложимым дефектом 2, a ЯЛ1 — некоторая локальная р-разложимая формация. По­
нятно, что 5 =  I f o rm G  V/ Аг V/ (S’ U 93р). Рассмотрим решеточный изоморфизм

I fo rm G  Vi Аг Vj (5 П ЯЗр)/гАг Vi (5 П ЯЗр ~  I f o rm G / f l f o rm G  П ЯЗР).

Согласно лемме 20.2 из [2], |I fo rm G  : (I fo rm G  П 9^)| =  3. С другой стороны,
: (A2Vi(5n9tp))| =  3 , |(АгVi (5П*Ир)) : (£Г)Я*р)| =  1. Получаем противоречие. Следова­

тельно, наше предположение о том, что р-разложимый дефект формации Ifo rm G  равен
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3, неверно, и поэтому остается заключить, что ее р-разложимый дефект равен 2. Если 
Ifo rm G  неприводима, то У удовлетворяет условию 2) теоремы. Если же Ifo rm G  приво­
дима, то в нашем случае Ifo rm G  =  где Sj — неприводимая локальная формация
с р-разложимым дефектом 2, а 97Ц — некоторая локальная р-разложимая формация. 
Следовательно, поскольку С $ П93р, то $ =  Sj V, ШЦ V, Sj2 V, Ш  =  Sj V; Sj2 V/ (УП93р), 
и J удовлетворяет условию 2) теоремы.

Рассмотрим теперь случай, когда Sj2 Q !■ form G . Тогда J — Ifo rm G  V, Wt. Сно­
ва воспользовавшись леммами 20.3 и 20.4 из [2], легко убеждаемся, что р-разложимый 
дефект формации Ifo rm G  равен 3. Если Ifo rm G  — неприводимая формация, то J удо­
влетворяет условию 3) теоремы. Пусть I fo rm G  приводима. Тогда в ней существует 
такая максимальная локальная подформация Зф что ее р-разложимый дефект равен 2. 
Предположим, что $2 — Sj Уi Ш 2, где Sj — некоторая неприводимая локальная форма­
ция р-разложимого дефекта 2, а 9Л — некоторая р-разложимая локальная формация. 
Тогда, согласно лемме 2, Ifo rm G  =  Sj 2 V, Sj V; Wl2. Следовательно, £ =  Sj V; # 2  V/ (5 П Tip) 
удовлетворяет условию 2) теоремы.

Допустим теперь, что #2 =  V/ Sj2 V/ Ш 2) где Sji, Sj2, 9Я2 — упомянутые выше 
локальные формации. Выберем группу G\ G lfo rm G \ $ 2. Тогда $ =  lform G \yi (^ПШр). 
Совершим теперь такие же рассуждения, как и для формации Iform G . Тогда либо 5 
будет удовлетворять одному из условий теоремы, либо lform G\  окажется такой же, как 
и формация I fo rm G . Выберем аналогично группу G 2 и т.д. В результате мы получим 
цепь приводимых локальных формаций с р-разложимым дефектом 3:

lformG\ D lfo rm G 2 D ...

Этой цепи будет соответствовать цепь

ЯЛ2 Э 9Л3 D Ш 4 . . . .

Поскольку формация $  разрешима, то последняя цепь конечна. Согласно решеточному 
изоморфизму

(яп V/ sjx)/iS)x ~  ал /,(ал  v , л я д ,

будет конечной цепь
#2 з  з  ... D &  =  Sjl V, Sj2-

Поэтому, ввиду модулярности решетки локальных формаций, найдется такое натураль­
ное число т ,  что SjiyiSj2 — максимальная локальная подформация формации lfo rm G m. 
Кроме того, нетрудно показать, что эта подформация является единственной. Прихо­
дим к противоречию с нашим предположением. Значит, £  удовлетворяет условию 3) 
теоремы.

Пусть теперь в формации # не существует максимальной локальной подформа­
ции р-разложимого дефекта 2 вида 1). Тогда в ней найдется максимальная локальная 
подформация р-разложимого дефекта 2 вида 2), т. е. Зт =  Sji V, ЯЛ,, где Sji — неприводи­
мая локальная формация р-разложимого дефекта 2, а ЯЛ, — р-разложимая локальная 
формация. Предположим, что в $  существует некоторая минимальная локальная не 
р-разложимая формация Sj2, которая не входит в формацию Sj\. Тогда, поскольку фор­
мация 5 приводима, то J =  Sji V, Sj2 V; Ш\, и 5 удовлетворяет условию 2) теоремы.

Пусть теперь в формации $  содержится единственная минимальная локальная не 
р-разложимая формация. Предположим, что в $  содержится некоторая неприводимая 
локальная формация Sj2, у которой р-разложимый дефект равен 2. Тогда, согласно
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лемме 3, $ — i^i У 1^)2 V/ 97li. При этом, поскольку единственная минимальная локальная 
не р-разложимая формация содержится как в i , так и в i^2, то очевидно, что 
$)з Я Лг П S)2- Поскольку обе эти формации обладают единственной максимальной 
локальной подформацией, то легко убедиться, что i Г\ $)2 локальная формация р- 
разложимого дефекта 1. Следовательно, 5 удовлетворяет условию 4) теоремы.

Пусть теперь в формации $  не существует других неприводимых локальных фор­
маций с р-разложимым дефектом 2, кроме fji- Тогда, применив такие же, как и выше, 
рассуждения, мы либо получим, что $  удовлетворяет условию 3) теоремы, либо полу­
чим цепь формаций

Ifo rm G  1 D Ifo rm G 2 D . . . ,

которая в итоге оборвется неприводимой локальной формацией. Доказательство необ­
ходимости завершено.

Достаточность. Используя леммы 20.3 и 20.4 из [2], легко установить, что в 
каждом из четырех условий теоремы £ является приводимой локальной формацией с 
р-разложимым дефектом 3.

Теорема доказана.

Abstract. In the paper reducible local formations of finite soluble groups with p- 
decomposable defect 3 are studied.
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