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О РАЦИОНАЛЬНЫХ ТОЧКАХ НА ОДНОЙ  

ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ КРИВОЙ 

 

В работе рассматривается применение методов изучения эллип-

тических кривых для решения диофантовых уравнений на примере 

кривой 𝐸: 𝑦2 = 𝑥(𝑥2 − 3𝑥 + 3). Обозначим множество всех рацио-

нальных точек этой кривой через 𝐸(ℚ). Введём также вспомогатель-

ную кривую �̅�: 𝑦2 = 𝑥(𝑥2 + 6𝑥 − 3), и множество её рациональных 

точек �̅�(ℚ). Исследование проводится в два этапа. Для начала, иссле-

дуется группа 𝐸(ℚ) с помощью гомоморфизмов 𝑓: 𝐸(ℚ) → ℚ∗ ℚ∗2⁄ , 

𝑓̅: �̅�(ℚ) → ℚ∗ ℚ∗2⁄  и отображений ψ: 𝐸(ℚ) → �̅�(ℚ) и ψ̅: �̅�(ℚ) →
𝐸(ℚ). Оказывается, что im𝑓 = {ℚ∗2, 3ℚ∗2}, im𝑓 = {ℚ∗2, −3ℚ∗2}, и 

 

 

𝑃 ∈ 𝐸(ℚ), 𝑓(𝑃) = ℚ∗2 ⟺ 𝑃 ∈ ψ̅(�̅�(ℚ)), 
�̅� ∈ �̅�(ℚ), 𝑓̅(�̅�) = ℚ∗2 ⟺ �̅� ∈ ψ(𝐸(ℚ)). 

 
 

Исходя из этих свойств, доказывается, что 𝐸(ℚ) 2𝐸(ℚ) = {0, (0; 0)}⁄ , 

то есть |𝐸(ℚ) 2𝐸(ℚ)⁄ | = 2. С другой стороны, по теореме Морделла,  

𝐸(ℚ) = ℤ𝑟 × 𝐸𝑡𝑜𝑟𝑠(ℚ), откуда 
 

 

|𝐸(ℚ) 2𝐸(ℚ)⁄ | = |(ℤ 2ℤ)⁄ 𝑟
× (𝐸𝑡𝑜𝑟𝑠(ℚ) 2𝐸𝑡𝑜𝑟𝑠(ℚ))⁄ | = 2𝑟+1, 

 
 

то есть ранг равен 0. Воспользовавшись теоремой Лутц-Нагелля, 

найдём все рациональные точки этой кривой: (0; 0), (1; ±1), (3; ±3). 
 Аналогичные методы можно применять для поиска рациональ-

ных точек и на других эллиптических кривых [1]. 
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РОЛЬ МАТЕМАТИКИ В СОЗДАНИИ ВИДЕОИГР 
 

При создании видеоигры с элементами случайности возникает 

необходимость расчёта вероятностей для случайных событий. Как 

пример: игрок с некоторым шансом в каждом сундуке может найти 

какой-либо предмет, значит необходимо оптимизировать вероятность 

его выпадения в соответствии с ценностью и редкостью этого пред-

мета. В таких расчётах, где вероятность события при каждом повто-

рении постоянна, удобно использовать формулу Бернулли 

𝑃𝑛
𝑘 = 𝐶𝑛

𝑘 ∙ 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑛−𝑘 , 𝐶𝑛
𝑘 =

𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!
 , 𝑞 = 1 − 𝑝, 

где 𝑝 – вероятность наступления события в каждой итерации, 𝑃𝑛
𝑘 – ве-

роятность наступления 𝑘 удачных событий за 𝑛 итераций. 

 Также в видеоиграх часто возникает необходимость плавного 

увеличения каких-либо числовых показателей (пример: рост очков 

опыта, нужных для получения следующего уровня, или увеличение 

цен в игровых магазинах на экипировку более высокого уровня). Для 

быстрого расчёта таких величин удобнее всего использовать формулу 

геометрической прогрессии, либо правило последовательности Фибо-

наччи (сумма числа в последовательности равна сумме двух преды-

дущих). Однако, так как используя закономерность последовательно-

сти Фибоначчи числа растут слишком быстро, лучше всего её исполь-

зовать с модификатором: числом, на которое домножается каждый 

следующий найденный элемент последовательности (это число боль-

ше 0 и меньше 1).  

 Для удобного распределения элементов игрового интерфейса 

можно наложить на экран спираль Фибоначчи, заканчивающуюся в 

левом нижнем углу квадрата 21 × 21. Дело в том, что игрок в основ-

ном смотрит в области квадратов 21 × 21 и 13 × 13, расположенные 

под спиралью. Значит элементы интерфейса лучше всего разместить 
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