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Критерии полуабелевости и векторы n-арных групп

Ю. И. К улаж енко

Введение. Рассматривается n-арная группа G =  (х ,( ), 1_21). Упорядоченную 
пару (а, b) точек a,b G X  называют направленным отрезком n-арной группы G и обо­
значают через ab.

Говорят, что направленные отрезки ab и cd равны и пишут ab =  cd, если четы-

Пусть V — множество всех направленных отрезков n-арной группы G. Соглас­
но предложению 1 из [1] бинарное отношение =  на множестве V является отношением 
эквивалентности и разбивает множество V на непересекающиеся классы. Класс порож­
денный направленным отрезком ab, имеет вид

Целью данной работы является установление новых критериев полуабелевости 
n-арной группы G, выраженных через свойства векторов G.

Изложим теперь полученные результаты.
П редложение 1. п-Арная группа G будет полуабелевой тогда и только тогда, 

когда для любых точек a ,b ,c ,d  £ X  выполняется равенство

Д оказательство. 1. Пусть для любых точек а,Ь, с, d £ X  равенство (1) выполня­
ется. Покажем, что G — полуабелева n-арная группа.

Рассмотрим произвольную последовательность хх £ Х п. Учитывая равенство (1)

На основании равенства (2), с учётом определения полуабелевой n-арной группы 
заключаем, что G — полуабелева n-арная группа.

2. Если G — полуабелева n-арная группа, то справедливость равенства (1) сле­
дует из предложения 4 из [2].

Предложение доказано.
Теорем а 1. п-Арная группа G будет полуабелевой тогда и только тогда, когда 

для любых точек а,Ь, с, d Е X  справедливо равенство

рёхугольник (a ,c ,d ,b ) — параллелограмм, т.е. (act 212"с 4d) =  b.

К(аЬ) — {uv | uv £ V, uv — ab}.

Под вектором ab n-арной группы G, понимают класс К(аЬ), т.е. ab =  К(аЬ).

(1)

[_ 2]2п—4 [_2]2п - 4  , .
и то, что Х\Х\ ' Х\ и Хп хп хп — нейтральные 2(п — 1) последовательности, имеем

(ж") =  (xi®5 1х п) =  ( х хх \  2]2х х4( х ^ ) )  =
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Доказательство. 1. Пусть G — полуабелева п-арная группа. Установим справед­
ливость равенства (3).

Рассмотрим левую часть равенства (3) с учетом определений 4 и 8 из (1), теоремы 
8 из [3]. Имеем

2ab — а.Ь +  ab — a(ba~^2na  46) =  aSb(a). (4)

Аналогично поступим с правой частью равенства (1), учитывая то, что G — 
полуабелева парная группа и равенство 3.28 из [4]. Имеем

Ы +  Sa(c)Sb(d) =  З Д . . .  Sa(c) Sb(d)) =
4— — v------- •'

2n— 4
       у

=  c (d ( a c ^ 2nc 4a)W  ( a c ^ V a ) .. . ( b d ^ T b ) )  =
  v -

2n- 4
 >

=  c ( d a ^ 2V c a ^ 2na 4( b d ^ 2T b ) )  =  
 >

=  c ( ( d a ^ 2V \ c a ^ 2V \ )  =
   >

=  c((cal-2l2V lb )al-*2V W - 2!217 b) =

=  c(ca[-2l2"a 4(6a l-2]2na 46)) =  с (с а ™ *а ‘4 ( a ) )  -
 > —>  >  >

— cc +  aSb(a) =  0 +  aSb(a) — aSb(a). (5)

Из равенств (4) и (5) следует справедливость равенства (3).
2. Пусть равенство (3) выполняется. Покажем, что G — полуабелева п-арная 

группа.
С учётом определения 8 из [1], теоремы 8 из [3], равенства 3.28 из [4], определения 

4 из [1] перепишем равенство (3) в виде

afr +  db =  c(d(Sa( c ) ) ^  Sa(c ). . .  Sb(d))
2n—4

ИЛИ  ,  ^

a(W -2l2ra 4b) =  c(d(ad~2i'2ac 4a ) ^  (ac^_2'2rc 4a ) . . . (bdr~2' d b)).
' 2n— 4 ^

Откуда    +

a ( b a ^ 2na 4b) =  c(dflb4 V c o ^ l  V b r f ^ V b ) .  (6)

Из равенства (б), на основании определения 2 из [1], следует, что четырёхугольник

(а, с, (ria02l2?a V «0 2 46<i02l d b), (ba^~2]2na 4b))

— параллелограмм (7. Тогда, на основании определения параллелограмма, справедливо 
равенство

(ac^2! V ( d a b 2l2V 4Ca ^ 2l2V 4M ^ ]27 46)) =  (ba!-2l2na 4Ь). (7)
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2п—4

Умножим обе части равенства (7) справа на выражение 2' b d. Получим

( a c ^ 2nc 4d a ^ \ \ a ^ \ 4b d ^  i V b b ^ T d )  =  ( t o ^ V ^ V d ) .

Откуда, с учетом нейтральности последовательностей х ^ 2̂ 2пх 4х и xx^~2]j2nx 4 для любого 
х Е X , имеем

( a c ^ 2nc 4d a ^ 2V %) =  ( b a ^ V ld)

или
( d a ^  V c a ^ l  V b )  =  (cab2! V b a l " 2l V d ) .  (8)

На основании равенства (8)и предложения 1 заключаем, что G —- полуабелева 
n-арная группа. Теорема доказана.

Теорема 2. п-Арная группа G будет полуабелевой тогда и только тогда, когда 
для любых точек а, Ь, с, d Е X  справедливо равенство

ah +  Sb(a)Sd(c) =  ас +  Sc(a)Sd(b). (9)

Доказательство. 1. Пусть G — полуабелева n-арная группа. Установим справед­
ливость равенства (9).

Рассмотрим левую часть равенства (9) с учётом теоремы 8 из [3], определения 4 
из [1], равенства 3.28 из [4] и полуабелевости n-арной группы G. Имеем

ab +  Sb(a)Sd(c) =  a(b(Sb(a))^ 21 Sb(a ) . . .  Sd(c)) =
2n—4

= a (b (b a ^ 2na 4b)[~2̂ ( b a ^ 2na 4b) . .  , ( d c ^ 2nc 4d)) -
4---------V/--- ---- X

2n—4

i { b b ^ V a b W 2V d c ^ 2nc 4d) =  a ( ( a b ^ V d ) c ^ 2nc 4d) =

, 2n—4 „ 2n— 4 ' -’2n“ 4
212пс 4(а6̂  2' b d)) — a{{dc[ ^2nc 4a)b  ̂ b d)

=  a((acl-2l2nc ' V d )  =  a(acH4 V d b l -Ч V d ) .  (10)

Аналогично рассмотрим правую часть равенства (9). Имеем

ас +  Sc(a)Sd(b) =  a(c(Sc(a))[ 21 5c( a ) . . .  Sd(b)j =
2n—4

   _____ »

= a(c(ctr“ 2'2na 4c )^ 2l (ca^~2l2”a 4c ) .. .(сйД2' 6 d)) =
—“'v'—~
2n—4

=  a(cc^ y2nc 4acl 2̂ nc 4db̂  ^ b d) — a(acl 2̂ 2nc 4db̂  ^ b d). (11)

На основании (10) и (11) заключаем, что равенство (9) справедливо.
2. Пусть равенство (9) выполняется. Докажем, что G'-полуабелева n-арная груп­

па.
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На основании теоремы 8 из [3] равенство (9) перепишем в виде

a(6(5'b(a))t-2l s b( a ) . . .  Sd(c)) =  a(c(Sc(a ) ) '^  Sc(a) . . .  Sd(b)).
2ra—4 2n—4

Откуда, с учётом определения 2 из [1] заключаем, что четырёхугольник 

(а, а, (c(S'c(a))1-21 5 с( а ) . . .  Sd(b)), (b(Sb(a))[~2] Sb(a) . . .  Sd(c)))
2га—4 2га—4

— параллелограмм G, т.е. справедливо равенство

(ant-2! V ( c ( 5 c(a))f-21 Sc(a) . . .  Sd(b))) =  (b(Sb(a))l~21 Sb( a ) . . .  Sd(c)).
2ra—4 2ra—4

ИЛИ

(c(Sc(a ))b 2l S c(a ) . . .  Sd(b)) =  (6(5b(a))[- 21 S b(a) . . .  S d(c)). (12)
2n — 4  2 n — 4

Преобразуем обе части равенства (12) с учётом определения 4 из [1] и равенства 3.28 
из [4]. Имеем

( с ( с а ^ 2па 1c)t-2l ( c a ^ V c ) .. . ( d b ^ V d ) )  =
v v >

2n—4

=  (b (b a '^2V 4i>)H (баМ  V i .) .. .(dc™  V d ) )
2ra—4

ИЛИ

ИЛИ

( « К V o c l - ^ V d b t ^ l V d )  =  ( b b ^ V a b ^ 2Y d c ^ 2nc 4d),

( а с ^ 2пс*с1Ъ ^2V d )  =  (abt-2]2T 4dC[-2]2nc 4d). (13)

Умножим обе части равенства (13) слева на выражение ссн21 a , а справа на —
2га—4

сн 2' d с. Имеем

(саИ) V a c ^ l  V d b H l  V d d M l 'd  4с) =  V a ^  V d c M  V d d t - ^  d ^с). (14)2" - 4.;.Я-212ПТ4.

,i 2n—3
С учетом нейтральности 2(п — ^-последовательности а;1 ” для любого х е  X ,  ра­
венство (14) принимает вид

, ,2га—4 „,2га—4
(db[“ 21 b с) =  {cb[~2] Ъ d). (15)

С учётом произвольности точек c,b,d  G X , на основании равенства (15) и предложения 
4 из [2] заключаем, что G — полуабелева n-арная группа.

Теорема доказана.
П редлож ение 2. п-Арная группа G будет полуабелевой тогда и только тогда, 

когда для любых точек a ,b ,c ,d  € X  справедливо равенство

( i V V d )  =  ((ос™  V d ) * ™  V i ,). (16)
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Доказательство. 1. Пусть для любых точек a,b ,c ,d  € X  равенство (16) выпол­
няется, Покажем, что G — полуабелева ?г-арная группа.

Рассмотрим произвольную последовательность ж” € Х п. Учитывая то, что
[_ 2 ]2 п - 4  Г_2 ]2 п —4 „ „чХ\Х\ Х\ и хп ' хп хп — нейтральные последовательности и само равенство (16), име­

ем

(ж?) =  (ж1 4~212Ж14(ач)) =  {хгх \ ;2]2Хп Х пХ ^^х^{х^)) =

= (®ixir2]2Sn4(®„®[“2,25i4(®J)) = ({xnx[~2]2Xi4(x"))x]~2]2XnXi) =
=  ((a:ria;^2!2x 14a:i)x2_1(^n2.i''2l2Sn4X’i)) =  (xnx%~lXi).

На основании определения заключаем, что G — полуабелева n-арная группа.
2. Пусть G — полуабелева n-арная группа. Установим справедливость равенства 

(16). Рассмотрим правую часть равенства (16). Имеем

( ( a c ^ 2nc 4d ) a ^ \ % )  =  ((dcl-2l2nc 4a)at-2l2na 46) =

=  ( d c ^ 2nc \ a a ^ 2na 4b)) =  ( d c ^ V b )  =  (бсНЧ^ГV).

Предложение доказано.
Теорема 3. п-Арная группа G будет полуабелевой тогда и только тогда, когда 

для любых точек a ,b ,c ,d  6 X  справедливо равенство

Sd{Sc(a))Sd(Sc(b)) =  ab. (17)

Доказательство. 1. Пусть G — полуабелева n-арная группа. Установим справед­
ливость равенства (17).

Согласно определению 2 из (1) равенство (17) будет выполнятся, если четырёх­
угольник

(Sd(Sc(a )) ,a ,b ,S d(Sc(b)))

— параллелограмм G, т.е. если справедливо равенство

(Sd(Sc( a ) ) a ^ 2na% ) =  Sd(Sc(b)). (18)

Рассмотрим левую часть равенства (18) с учётом определения 4 из [1], равенства 
3.28 из [4], предложения 1 из [3] и полуабелевости группы G . Имеем

(Sd{Sc(a))a^~2]‘2na 4b) =  (Sd( c a ^ 2na 4c)cJ~2'2na 4b) =  

=  ((d(cal~2̂ na  4c)[~21 ( c a ^ 2na 4c ) . . .  d ) a ^ 2na 46) —V---------v---------X
2n—4

=  ( ( d c ^ V a c ^  V d ) a b 2] V %  =  (dc™  V (d c H 4  V a ) a l - 2 1 V b )

( d c ^ 2nc 4rfĉ -2'2nc 46) =  ( d c ^ 2nc 4(bc^~^2”c 4rf)) =  (д(сЬ[~2̂ b c) -̂2  ̂ (c^-2  ̂ 6 c ) . . .  d) =
'  2n—4~ У

=  (d(5c(6))l-2l s c(b). . .  d) =  Sd(Sc(b)).
2n—4
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162 Ю. И. Кулаженко

Справедливость равенства (18) установлена, а значит, четырёхугольник (Sd(Sc(a)),a ,b , 
Sd(Se(b))) ~  параллелограмм G, и справедливо равенство (17).

2. Пусть равенство (17) выполняется. Покажем, что G — полуабелева п-арная 
группа.

Из (17) следует справедливость равенства (18). Это равенство перепишем, с учё­
том определения 4 из [?], в виде

(Sd( c a ^ 2na 4c ) a ^ 2na% ) =  S M ^ Y c )

или

((d(ca'-2l V c )  t-Ч ( c a ^ 2na 4c) . . .  d ) a ^ 2V*b) =  ( d ( c & ^ V c ) H  ( c b ^ Y c )  . . .d),
4---------V----- ----'  4-------  N.--------'

2n — 4  2n—4

или, с учётом равенства 3.28 из [?] и предложения 1 из [?],

(dĉ'V a c M ’ V 'W - ^ V b )  =  V f c H * V d ) .

Откуда
((ас'-2'2Т с 1 ) а ^ 2"а%) =  ( Ь с ^ 2пс %  (19)

На основании предложения 2 заключаем, что G — полуабелева n-арная группа. 
Теорема доказана.

A bstract. Criteria of semi-abelity of n-ary groups are considered.
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