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Конечная ненильпотентная группа называется B-группой, если в ее фактор-группе по подгруппе Фраттини все 
собственные подгруппы нильпотентны. В настоящей работе устанавливается метанильпотентность конечной группы, у 
которой коммутант каждой B-подгруппы субнормален. 
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A finite non-nilpotent group G is called B-group if every proper subgroup of the quotient group G / Ф(G) is nilpotent. In this 
paper, it is established that the metanilpotency of a finite group for which the derived subgroup of each B-subgroup is subnormal. 
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 Введение 
Группой Шмидта называется ненильпо-

тентная конечная группа, все собственные под-
группы которой нильпотентны [1]. Так как груп-
пы Шмидта присутствуют в качестве подгруппы 
в любой ненильпотентной конечной группе, то 
они являются универсальными объектами в тео-
рии конечных групп, а их свойства и расположе-
ние существенно влияют на строение всей груп-
пы. Строение конечных групп по свойствам со-
держащихся в них подгрупп Шмидта исследова-
лось, например, в работах Я.Г. Берковича, В.А. Ве-
дерникова, В.Д. Мазурова, В.С. Монахова, С.Ф. Ка-
морникова, В.Н. Княгиной, Э.М. Пальчика, 
А.Н. Скибы, и других авторов. 

Впервые конечные группы, у которых все 
подгруппы Шмидта субнормальны, изучались в 
работе В.Н. Семенчука [2], который установил, 
что такие группы метанильпотентны. В работе 
В.С. Монахова и В.Н. Княгиной [3] найдены ин-
варианты конечных групп, у которых субнор-
мальны некоторые типы подгрупп Шмидта  
(p-замкнутые, p-нильпотентные, сверхразреши-
мые, несверхразрешимые). В этой работе в каче-
стве следствия отмечается нильпотентность 
коммутанта конечной группы, у которой все 
подгруппы Шмидта субнормальны. Позже в ра-
боте В.А. Ведерникова [4] доказано, что фактор-
группа по коммутанту циклическая. 

Если подгруппа Шмидта S конечной группы 
G субнормальна, то ее коммутант S   – также 
субнормальная подгруппа группы G. В любой  
p-замкнутой {p, q}-группе, силовская q-под-
группа которой нециклическая, коммутанты всех 
подгрупп Шмидта субнормальны, и есть несуб-
нормальные подгруппы Шмидта. 

По теореме В.П. Буриченко [5] для каждой 
конечной группы G найдется группа K и ее абе-
лева нормальная подгруппа N такая, что фактор-
группа K / N изоморфна G, и все подгруппы про-
стых порядков и порядка 4 из K содержатся в N. 
В коммутанте любой подгруппы Шмидта все 
неединичные элементы имеют простые порядки 
и порядок 4, поэтому в группе K из теоремы 
В.П. Буриченко коммутанты всех подгрупп 
Шмидта содержатся в группе N, поэтому суб-
нормальны в G. Следовательно, любая конечная 
группа может быть фактор-группой конечной 
группы с субнормальными коммутантами под-
групп Шмидта. 

Я.Г. Беркович предложил [6, с. 461] назы-
вать B-группой конечную группу, у которой фак-
тор-группа по подгруппе Фраттини – группа 
Шмидта. Начальные свойства B-групп установ-
лены в работе В.Н. Княгиной. В строении  
B-группы и группы Шмидта есть как сходства, 
так и различия. Так, B-группа, как и группа 
Шмидта, бипримарна, одна из ее силовских под-
групп нормальна, а другая – циклическая, см. 
лемму 2.2 [7]. Однако, если в группе Шмидта 
подгруппа Фраттини нормальной силовской под-
группы содержится в центре группы, то в  
B-группе это свойство нарушается. Примером 
служит диэдральная группа порядка 18, она яв-
ляется B-группой и не является группой Шмидта.  

В настоящей работе устанавливается мета-
нильпотентность конечной группы, у которой 
коммутант каждой B-подгруппы субнормален. 
 

1 Вспомогательные результаты 
Рассматриваются только конечные группы. 

В отношении терминологии и обозначений бу-
дем придерживаться [8], [9]. 
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Напомним, что группа G называется мета-
нильпотентной, если существует нормальная 
подгруппа K группы G такая, что K и фактор-
группа G / K – нильпотентные группы. 

Полупрямое произведение двух подгрупп A 
и B с нормальной подгруппой A записывается 
[A]B. Центр, коммутант, подгруппы Фраттини и 
Фиттинга группы G обозначаются соответствен-
но через ( ),Z G  ,G  ( )G  и ( ).F G  Запись 

Y X  ( )Y X  означает, что Y –подгруппа (соб-

ственная) группы X. 
Следуя [10] будем использовать обозначе-

ния ,p qS   для группы Шмидта с нормальной си-

ловской p-подгруппой и ненормальной силов-
ской q-подгруппой. B-группу, у которой 

/ ( )B B  является ,p qS  -группой, будем назы-

вать ,p qB  -группой.  

Приведем используемые при доказательстве 
теоремы свойства B-групп. 

Лемма 1.1 [7, лемма 2.2]. Пусть B –  

,p qB  -группа, p и Q – ее силовские p- и q-под-

группы. Тогда справедливы следующие утвер-
ждения: 

(1) B = [P]Q; 
(2) ( ) ( ),P B P    P B  и / ( )P P  – 

главный фактор группы B порядка ,mp  где m – 

показатель числа p по модулю q; 
(3) Q y    – циклическая подгруппа и 

( ).qy Z B  Кроме того,  

( ) ( ) qB P y      
и  

( ) ( );Z B B   

(4) если H – нормальная в B подгруппа и 
,H B  то H нильпотентна; 

(5) если M – максимальная в B подгруппа, 
то либо M нормальна в B и ,qM P y    либо 

[ ( )] xM P Q   для некоторого .x B  

Лемма 1.2 [7, лемма 2.5]. Пусть U – нор-
мальная в группе V подгруппа и V / U является 

,p qB  -группой. Если H – наименьшая в V подгруп-

па такая, что HU = V, то H будет ,p qB  -группой. 

Также понадобятся следующие результаты. 
Лемма 1.3 [11, лемма 8] Пусть F  – насы-

щенная формация, и G – разрешимая группа. 
Предположим, что G не принадлежит ,F  но 

/G N F  для всех неединичных нормальных под-
групп N группы G. Тогда G – примитивная группа. 

Лемма 1.4 [12, лемма 1.1]. Пусть M – мак-
симальная подгруппа группы G и .K M  Если 
подгруппа K субнормальна в G, то .GK M  В 

частности, если K – максимальная подгруппа в 
M и M ненормальна в G, то .GK M  

 

2 Основной результат 
Теорема 2.1. Если в конечной группе ком-

мутант каждой B-подгруппы является субнор-
мальной подгруппой, то группа метанильпотентна. 

Доказательство. Применим индукцию по 
порядку группы G. 

Если в группе нет B-подгрупп, то она ниль-
потентна. Пусть R – собственная подгруппа 
группы G, L – B-подгруппа из R, K – коммутант 
группы L. По условию теоремы коммутант K 
субнормален в G, а по лемме 2.41 [9] K субнор-
мален в R. Значит условия теоремы наследуются 
всеми подгруппами группы G. 

Так группа G содержит B-подгруппу L и по 
условию 1 L  субнормальна в G, то группа G 
непроста. Пусть N – нормальная подгруппа 
группы G. Рассмотрим фактор-группу G / N. Ес-
ли она не содержит B-подгрупп, то она нильпо-
тентна. Пусть в G / N есть B-подгруппа U / N. По 
лемме 1.2 минимальное добавление 1U  к N будет 

B-подгруппой, то есть 1 .U U N  По условию 

теоремы коммутант подгруппы 1U  субнормален 

в G. Следовательно, коммутант фактор-группы 
U / N   

1

1 1 1 1

( / ) / ( ) /

[ , ] / / /

U N U N N U N N N

U N U N N N U N N N U N N

    
      

 

субнормален в G / N. Здесь учитывалось, что 

1[ , ]U N  – подгруппа группы N, а также, что  

1 1[ , ],U U N U N    
[9, лемма 4.8]. Значит условия теоремы распро-
страняются на фактор-группы. По индукции 
G / N метанильпотентна. 

Класс метанильпотентных групп – насы-
щенная формация. По лемме 1.3 G – примитив-
ная группа, т. е. G = [N]M, Ф(G) = 1, F(G) = N – 
единственная минимальная нормальная под-
группа, M – максимальная в G подгруппа и 

1.GM   

Если подгруппа M ненильпотентна, то в ней 
содержится подгруппа Шмидта S. По условию 
теоремы коммутант группы S субнормален в G. 
Но по лемме 1.4 S   содержится в 1,GM   про-

тиворечие. Если M нильпотентна, тогда 
/G N M  нильпотентна. Так как G разрешима, 

то N – элементарная абелева p-подгруппа. Сле-
довательно, G метанильпотентна.                          
 Пример. Пусть p и q – различные простые 
числа и G – p-замкнутая {p, q}-группа с неабеле-
вой силовской q-подгруппой. Такой группой яв-
ляется, например, группа 2 85

[ ]E Q  (SmallGroup 

(200,44), [13]), здесь 25
E  – элементарная абелева 

группа порядка 25, а 8Q  – группа кватернионов 

порядка 8. Поскольку каждая B-подгруппа груп-
пы G p-замкнута, то коммутант каждой B-под-
группы субнормален в G. 
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Этот пример показывает, что в теореме ме-
танильпотентность группы нельзя ослабить до 
нильпотентности ее коммутанта.  
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