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На протяжении всей статьи все группы конечны и G всегда обозначает конечную группу. Более того,  – некоторое 

разбиение множества всех простых чисел ,  т. е. = { | },i i I    где = ii I
  и =i j    для всех .i j  

-свойством группы называют всякое ее свойство, не зависящее от выбора разбиения  множества .  Данная работа 
посвящена дальнейшему изучению -свойств группы. Обобщены многие известные результаты. 
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Throughout the article, all groups are finite and G always denotes a finite group. Moreover,  is some partition of the set of all 

primes ,  i. e. = { | },i i I    where = ii I
  and =i j    for all .i j  A -property of a group is any of its 

properties that do not depend on the choice of the partition  of the set .  This work is devoted to further the study of the 
-properties of a group. A lot of known results are generalized. 
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Введение 
 В данной статье все группы конечны и G 
всегда означает конечную группу; ( )G  обозна-

чает решетку всех подгрупп группы G; ( )G  – 

это набор всех простых чисел, делящих порядок 
| G | группы G. 

Пусть F  – класс групп. Подгруппа A груп-
пы G называется wF -нормальной (соответствен-

но, F -нормальной) в G, если /G
GA A F  (соот-

ветственно, если либо ,A G  либо G
GA A  и 

каждый главный фактор /H K  группы G между 

GA  и GA  является F -центральным в G [1], т. е.  

( / ) ( / ( / )) .GH K G C H K  F  

В дальнейшем,  – некоторое разбиение 
множества всех простых чисел ,  т. е. 

{ },i i I   ∣  где i
i I

   и i j     для 

всех ,i j  и мы полагаем, следуя [2], [3],  

( ) { ( ) }.i iG G      ∣  
Кроме того,     и \ .     Группа G назы-

вается:  -группой, если ( ) ;H     -при-

марной, если G является  i -группой для  неко-

торого .i   Символ ( )O G  обозначает 

подгруппу группы G, порожденную всеми ее  
 -подгруппами. 

Группа G называется [4]: -разрешимой, ес-
ли каждый главный фактор /H K  группы G яв-
ляется -примарным, т. е. /H K  является  

i -группой для некоторого ( / );i i H K   -ниль-

потентной, если 1 tG G G    для некоторых 

-примарных групп 1, , ;tG G  мета--нильпо-

тентной, если G является расширением -ниль-
потентной группы при помощи -нильпотентной 
группы. 

Мы используем символы S  и N  для обо-

значения классов всех -разрешимых групп и 
всех -нильпотентных групп соответственно; 

2
N  – класс всех мета--нильпотентных групп. 

Напомним также, что подгруппа A группы 
G называется -субнормальной в G [4], если в G 
имеется цепь подгрупп 

0 1 nA A A A G      

такая, что либо 1 ,i iA A   либо 1/ ( )
ii i AA A   –  

-примарная группа для всех 1, , .i n    
Понятно, что G разрешима (соответственно 

нильпотентна) тогда и только тогда, когда G 
-разрешима (соответственно -нильпотентна), 
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где 1 {{2},{3}, };      подгруппа A субнор-

мальна в G тогда и только тогда, когда она  
1 -субнормальна в G. 

Множество всех -субнормальных под-
групп ( )G  и, в частности, множество всех 

субнормальных подгрупп ( )sn G  образуют под-

решетки в решетке ( )G  (см. [4] и [5] соответст-

венно). Это важное свойство -субнормальных 
подгрупп предопределило возможность исполь-
зования таких подгрупп при анализе многих от-
крытых вопросов (см., например, недавние ста-
тьи [2]–[4], [6]–[19]). 

Широкие серии других подрешеток решет-
ки ( )G  были найдены в недавних статьях [3], 

[12] (см. также [10]–[22]). В частности, было до-
казано (см. теорему 1.4 в [3]), что если F  – на-
следственная формация Фиттинга, то набор 

( ),wn GF  состоящий из всех wF -нормальных 

подгрупп, образует подрешетку в ( ),G  и если 

F  – наследственная насыщенная формация, то 

множество ( ),n GF  состоящее из всех F -нор-

мальных подгрупп, также образует подрешетку в 
( ).G   

В данной статье мы анализируем дальней-
шие применения решеток ( ),G  ( )wn GF  и 

( ),n GF  используя для этого следующие обоб-

щения -субнормальности. 
Определение 0.1. Мы говорим, что под-

группа H группы G является: 
(i) wF -вложенной (соответственно 

F -вложенной) в G, если H A B   для не-
которой wF -нормальной (соответственно, для 

некоторой F -нормальной) подгруппы A и -суб-
нормальной подгруппы B группы G. 
 (ii) слабо wF -вложенной (соответствен-
но слабо F -вложенной) в G, если для неко-

торой -субнормальной подгруппы T и некоторой 
wF -вложенной (соответственно, F -вло-

женной) подгруппы S в G имеет место G HT  и 
.H T S H    

Множество ( ),w GF  состоящее из всех 

wF -вложенных подгрупп группы G, образует 

meet-подрешётку [23, стр. 7] решетки ( ),G  т. е. 

( )wA B G F  для любых двух подгрупп 

, ( );snA B L G F  ещё одна meet-подрешетка в 

( )G  – множество ( ),GF  состоящее из всех 

F -вложенных подгрупп в G. 
Отметим, что любая wF -нормальная под-

группа A A G   группы G wF -вложена, а 

каждая -субнормальная подгруппа B G B   
является wF -вложенной в группу. Аналогично, 

каждая F -нормальная подгруппа F -вло-
жена в группу. Отметим, наконец, что каждая 

wF -вложенная подгруппа является слабо 
wF -вложенной и всякая F -вложенная 

подгруппа является слабо F -вложенной.  
Теперь рассмотрим следующий пример, в 

котором U  – это класс всех сверхразрешимых 
групп. 

Пример 0.2. Пусть p, q – простые числа, где 
q делит p – 1 и { , } {2,3} .p q    Пусть 

,pH Q C   где Q – простой q pC -модуль, точ-

ный для .pC  Пусть P – p H -модуль, точный для 

H. Пусть ( ).pA P Q A    Группа PQ сверхраз-

решима, поскольку q делит p – 1, поэтому неко-
торая подгруппа Z группы P порядка p нормаль-
на в PQ. 

(1) Пусть 4 ,G A A   где 4A  – знакопере-

менная группа степени 4. Пусть 2 ,V ZQ C   где 

2C  – подгруппа группы 4A  порядка 2. Тогда 

2 4.V AC ZQA   

Пусть теперь {{ },{ },{2,3},{ , ,2,3} }.p q p q    

Тогда 2AC  -субнормальна в G и 4ZQA  wU -нор-

мальна в G, но не U -нормальна, поскольку 

4( )GZQB PQA  и 4 4( ) .GZQA A  Следовательно, 

V – wU -вложенная, но не U -вложенная в 
G подгруппа. 

Наконец, покажем, что V не является ни  
-субнормальной, ни wF -нормальной в G. Пред-

положим, что V -субнормальна в G. Тогда 
V A ZQ   является -субнормальной и, следо-

вательно, субнормальной в PQ. Но тогда 
,PQZQ ZQ PQ   противоречие. Следовательно, 

V не является -субнормальной в G. Аналогично, 
V не является wU -нормальной в G, поскольку 

4 4/ /G
GV V AA A A   не является свехразреши-

мой группой. 
(2) Пусть p qB C C   – неабелева группа 

порядка pq и G A B   и пусть .qH ZC  

Тогда ,qH AC LB   где qAC  – U -нор-

мальная в G подгруппа и LB субнормальна в G. 
Следовательно, H U -вложена в G, где 

1.    Ясно, что 1GH   и ,GH QB  поэтому H 

не U -нормальна в G, так как главный фактор 
/1Q  в G не циклический. Отметим также, что 

подгруппа H не субнормальна в G [24, гл. A, лем-
ма 14.1 (a)], поскольку qC H B   не является 

субнормальной в B.  
Приведенные выше наблюдения лежат в ос-

нове возможных приложений введенных нами 
понятий. И такие приложения уже найдены в 
классическом случае 1 {{2},{3}, }      [25].  
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В данной работе мы очень кратко анализируем 
общий случай. 
 

1 Группы с обобщенно субнормальными 
подгруппами Шмидта 

Напомним, что группа Шмидта – это не-
нильпотентная группа, все собственные под-
группы которой нильпотентны. Хорошо известно 
что характер вложения подгрупп Шмидта в 
группу во многом определяет ее структуру. 

Нашими первыми результатами являются 
следующие три теоремы, развивающие многие 
известные результаты и, в частности, развиваю-
щие соответствующие результаты работы [25]. 

Теорема 1.1 [26, теорема A]. Предположим, 
что каждая подгруппа Шмидта группы G явля-
ется wF -вложенной в G. Тогда  

(i) G -разрешима в случае, когда ,F S  и 

(ii) G является мета--нильпотентной в слу-
чае, когда 2 .F N  

Теорема 1.2. Если G разрешима и каждая 
подгруппа Шмидта группы G 2

  N -вложена в 

G, то G является мета--нильпотентной. 
Следствие 1.3 (Семенчук [27]). Если каж-

дая подгруппа Шмидта группы G является суб-
нормальной в G, то G метанильпотентна. 

Теорема 1.4 (см. теорему B в [26]). Предпо-
ложим, что каждая подгруппа Шмидта группы 
G является F -вложенной в G, где F  – класс 
всех групп X с  -нильпотентной производной 
подгруппой .X   Если G разрешима, то производ-
ная подгруппа G  группы G также -нильпо-
тентна. 

Следствие 1.5 (Монахов, Княгина [28]). Ес-
ли каждая подгруппа Шмидта группы G являет-
ся субнормальной в G, то производная подгруппа 
G  группы G нильпотентна. 

Напомним, что подгруппа M в G называется 
модулярной, если M – модулярный элемент (в 
смысле Куроша [23, 2, стр. 43]) решетки ( )G  

всех подгрупп в G, т. е. 
(i) , ,X M Z X M Z        для всех 

,X G Z G   таких, что X Z  и 
(ii) , ,M Y Z M Y Z        для всех 
,Y G Z G   таких, что .M Z  

 Ввиду теоремы 5.2.5 из [23] каждая моду-
лярная подгруппа U -нормальна в группе. Отсю-
да и из теоремы 1.4 получаем следующее 

Следствие 1.6 (Близнец, Селькин [29]). Ес-
ли каждая подгруппа Шмидта группы G моду-
лярна в G, то производная подгруппа G  группы 
G нильпотентна. 
 

2 Группы со слабо w  S -вложенными 

подгруппами 
Цепь подгрупп 3 2 1 0M M M M G     

группы G называется максимальной, если 

каждый ее член является максимальной под-
группой в следующим за ним членом этой цепи. 

Теорема 2.1 [26, теорема C]. Если в каждой 
максимальной цепи 3 2 1 0M M M M G     

группы G хотя бы одна из подгрупп 3 ,M  2M  или 

1M  слабо w  S -вложена в G, то G -разре-

шима. 
Этот результат также покрывает многие из-

вестные результаты. В частности, имеют место 
следующие его следствия. 

Следствие 2.2 (Го, Скиба [6]). Если в каждой 
максимальной цепи 3 2 1 0M M M M G     

группы G хотя бы одна из подгрупп 3 ,M  2M  или 

1M  -субнормальна в G, то G -разрешима. 

Следствие 2.3 (Спенсер [31]). Если в каждой 
максимальной цепи 3 2 1 0M M M M G      

группы G одна из подгрупп 3 ,M  2M  или 1M  суб-

нормальна в G, то G разрешима. 
Следствие 2.4 (Шмидт [32]). Группа G яв-

ляется разрешимой, если каждая ее 3-макси-
мальная подгруппа модулярна в G. 
 

3 Усиление основных результатов теории 
S-перестановочных и -перестановочных под-
групп 

Подгруппа H группы G называется S-пере-
становочной в G [33], [34], если H перестановоч-
на с каждой силовской подгруппой P группы G, 
т. е. HP = PH. Подгруппа H группы G называется 
 -квазинормальной [35], [36] или  -перестано-
вочной в G, если H перестановочна с каждой си-
ловской p-подгруппой группы G для всех .p  

Основными результатами теории S-пере-
становочных и  -перестановочных подгрупп яв-
ляются следующие теоремы. 

Теорема 3.1 (Кегель [35]). Если  -подгруп-
па H группы G  -перестановочна в G, тогда H 
субнормальна в G. 

Теорема 3.2 (Дескинз [36]). Если подгруппа 
H группы G S-перестановочна в G, тогда секция 

/ GH H  нильпотентна. 

Из теорем 3.1 и 3.2 вытекает следующий 
факт. 

Теорема 3.3. Если подгруппа H группы G 
S-перестановочна в G, тогда секция /G

GH H  

нильпотентна. 
Теорема 3.4 (Кегель [35]). Множество всех 

 -перестановочных субнормальных подгрупп 
группы G является подрешеткой в ( ).G  

Теорема 3.5 (Айзекс [37]). Если  -подгруп-
па H группы G  -перестановочна в G, тогда 

GH  обладает нильпотентной холловой  -под-
группой. 

Первые три результата были обобщены в 
рамках теории -свойств группы в работе [4], 
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которая явилась основной мотивацией к дальней-
шему анализу результатов теории S-переста-
новочных и  -перестановочных подгрупп в 
рамках теории -свойств в работах [9], [38]. Су-
щественным недостатком всех полученных в 
этом направлении результатов является то об-
стоятельство, что в классическом случае 

1 {{2},{3}, }      все они не являются новы-

ми и поэтому они ничего не дают для дальней-
шего анализа и развития теории S-перестановоч-
ных и  -перестановочных подгрупп.  
 В данной работе мы обсуждаем идею, по-
зволяющую устранить этот недостаток исследо-
ваний [4], [9], [38]. 

Мы говорим, следуя [1], что подгруппа H 
группы G является: 

(i)  -полупроектором в G, если /HN N  – 
максимальная  -подгруппа в /G N  для любой 
нормальной подгруппы N группы G. 

(ii)  -проектором в G, если H является  
 -полупроектором в любой подгруппе группы 
G, содержащей H.  

В случае, когда { }i    для некоторого i, 

мы применяем термин i -полупроектор вместо 

{ }i -полупроектор. 

Определение 3.6. Мы говорим, что 

1{ , , }tX X   является  -накрывающей сис-

темой подгрупп для H в G, если все элементы 
множества   являются -примарными под-
группами в G и для каждого ( )i H    най-

дутся индекс j и i -полупроектор U в H такие, 

что .jU X  

Замечание 3.7. (1) Если 1 {{2},{3}, }      

и   – некоторое множество простых чисел, то 
всякая  -накрывающая система подгрупп 

1{ , , }tP P   для H в G состоит из примарных 

подгрупп группы G и для каждого ( )p H   

найдутся индекс j и силовская p-подгруппа U в H 
такие, что .jU X  

(2) Если силовская p-подгруппа P группы G 
перестановочна с подгруппой H группы G, то 
H P  – силовская p-подгруппа в H и поэтому 
всякое множество   силовских подгрупп груп-
пы G, перестановочных с H, является  -накры-
вающей системой подгрупп для H в G при усло-
вии, что ( )     и ( ) .H     

Теорема 3.8 [26, теорема D]. Пусть H –  
 -подгруппа группы G и пусть 1{ , , }tX X   – 

 -накрывающая система подгрупп для H в G. 
Тогда справедливы следующие утверждения. 
 (i) Если =x xHX X H  для всех X   и 

1:= ( ) ,G
tx E X X   то подгруппа H является  

-субнормальной в G и ( )GH O G . 

(ii) Кроме того, секция / EH H  является  

-нильпотентной.  
Ввиду замечания 3.7, мы получаем из тео-

ремы 3.8 следующие классические результаты.  
Следствие 3.9 (Кегель [35]). Если  -под-

группа H группы G  -перестановочна в G, то H 
субнормальна в G. 

Следствие 3.10 (Дескинз [36]). Если под-
группа H группы G S-перестановочна в G, то 
секция / GH H  нильпотентна. 

Следствие 3.11. Если подгруппа H группы G 
S-перестановочна в G, то секция /G

GH H  ниль-

потентна. 
Теперь, в качестве дальнейшей иллюстра-

ции, мы даем еще три следствия теоремы 3.8 в 
случае, когда 1 {{2},{3}, },      которые яв-

ляются развитием теорем 3.1 и 3.2 соответственно. 
 Следствие 3.12. Пусть H –  -подгруппа в 
G и 1( ) { , , }.tH p p    Пусть iP  – силовская  

ip -подгруппа в H для всех 1, , .i t   Если в G 

имеются такие примарные подгруппы 

1, , ,tX X  что i iP X  и H перестановочна с 
x
iX  для всех i и ,x G  то H субнормальна в G. 

Следствие 3.13. Пусть H – подгруппа в G и  

1( ) { , , }.tH p p    Пусть iP  – силовская ip -под-

группа в H для всех 1, , .i t   Если H перестано-

вочна с x
iP  для всех i и ,x G  то H субнормаль-

на в G. 
 Следствие 3.14. Пусть H – подгруппа в G и  

1( ) { , , }.tH p p    Пусть iP  – силовская ip -под-

группа в H для всех 1, , .i t   Если в G имеются 

такие примарные подгруппы 1, , ,tX X  что 

i iP X  и H перестановочна с x
iX  для всех i и 

,x G  то секция / ,EH H  где 1( ) ,G
tE X X   

нильпотентна. 
В самом общем случае из теоремы 3.8 выте-

кает следущий новый результат теории  
-свойств конечной группы, усиливающий соот-
ветствующие наблюдения работ [4], [38]. 

Следствие 3.15. Пусть H – подгруппа в G и 
пусть 1{ , , }tH H   – полное холлово -мно-

жество в H. Если x xHX X H  для всех X   и 
,x G  то подгруппа H является -субнормаль-

ной в G. 
Наша следующая теорема является развити-

ем основного результата работы [37]. 
Теорема 3.16 [26, теорема E]. Пусть H – 

 -подгруппа группы G и пусть 1= { , , }rY Y  – 

 -накрывающая система подгрупп для GH  в 
G. Если GH  является  -полной группой силов-
ского типа и =x xHY Y H  для всех Y   и 

,x G  то группа GH  обладает -нильпотент-
ной холловой  -подгруппой.  
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Следствие 3.17 (Айзекс [37]). Если  -под-
группа H группы G  -перестановочна в G, то 

GH  обладает нильпотентной холловой  -под-
группой. 

Следствие 3.18. Пусть H –  -подгруппа 
группы G и пусть 1= { , , }rP P  –  -накрыва-

ющая система подгрупп для GH  в G. Если 
=x xHP P H  для всех P  и ,x G  то группа 

GH  обладает нильпотентной холловой  -под-
группой. 

Теорема 3.8 служит мотивацией для сле-
дующего нашего определения. 

Определение 3.19. Мы говорим, что под-
группа H группы G является строго -субнор-
мальной в G, если /G

GH H  – -нильпотентная 

группа.  
Следующая теорема является развитием 

теоремы 3.4. 
Теорема 3.20 [26, теорема F]. (i) Если под-

группа H является  -полупроектором G, то 
множество всех сильно -субнормальных под-
групп группы G, перестановочных с H, образует 
подрешетку в решетке ( ).G  

(ii) Если H является  -проектором G, то 
множество всех -субнормальных подгрупп 
группы G, перестановочных с H, образует под-
решетку в ( ).G  

Следствие 3.21 (Кегель [35]). Множество 
всех  -перестановочных субнормальных под-
групп группы G является подрешеткой в ( ).G  

Следствие 3.22 (Скиба [4]). Пусть G –  
-полная группа силовского типа. Тогда набор 
всех -перестановочных подгрупп группы G об-
разует подрешетку в решетке всех -субнор-
мальных подгрупп группы G. 

Теорема 3.20 позволяет получить и много 
новых результатов. В частности, из этой теоремы 
вытекают следующие факты.  

Следствие 3.23. Если подгруппа H является 
холловой  -подгруппой G, то множество всех 
сильно субнормальных подгрупп группы G, пере-
становочных с H, образует подрешетку в ре-
шетке ( ).G  

Следствие 3.24. Если подгруппа H является 
холловой  -подгруппой G, то множество всех 
субнормальных подгрупп группы G, перестано-
вочных с H, образует подрешетку в ( ).G  

Следствие 3.25. Если подгруппа H является 
холловой  -подгруппой G, то множество всех 
сильно -субнормальных подгрупп группы G, пе-
рестановочных с H, образует подрешетку в ре-
шетке ( ).G  

Следствие 3.25. Если подгруппа H является 
холловой  -подгруппой G, то множество всех 
-субнормальных подгрупп группы G, переста-
новочных с H, образует подрешетку в ( ).G  
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