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Функторная характеризация конечных разрешимых групп

Н. С. К о с е н о к

В работе изучается строение групп в зависимости от свойств их т -нормальных 
подгрупп. Доказана следующая теорема. Пусть Н  — подгруппа группы G. Тогда 
Н  т-нормальна в G,  тогда и только тогда, когда существует т-подгруппа Т  в G 
такая, что Т Н  — G,  и Я  П Т  = H q -
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The article studies the structure of groups depending on the properties of their т -normal 
subgroups. The following theorem has been proved. Let H  be a subgroup of a group G.
We say tha t H  is r-norm al in G if and only if for some subnormal т -subgroup T  of G 
it is true tha t T H  — G and H  П Т  < H q . The new characterizations of finite group 
solubility in the terms of r-norm al subgroups are obtained.
Keywords: finite group, soluble group, r-normal subgroup.

1 Введение
Все рассматриваемые в данной работе группы конечны.
Многие из наиболее важных классов конечных групп могут быть охарактеризо

ваны на основе свойств их максимальных подгрупп. Напомним, например, что конеч
ная группа нильпотентна тогда и только тогда, когда все ее максимальные подгруппы 
нормальны. Согласно знаменитой теореме Хупперта, конечная группа сверхразрешима 
тогда и только тогда, когда индексы ее максимальных подгрупп — простые числа. Со
гласно [1], конечная группа G является разрешимой тогда и только тогда, когда для 
любой ее максимальной подгруппы М  имеет место |G : М\ =  |G : М \п (здесь |G : М \п
— нормальный индекс М  в G, который совпадает с порядком главного фактора Н /К ,  
где К  С М  и Н  ^  М). Отметим, что в действительности, как это показано в теории 
формации конечных групп, все наиболее известные классы конечных групп, замкнутые 
относительно фраттиниевых расширений своих групп, могут быть охарактеризованы по 
свойствам их максимальных подгрупп (см. монографии [2, 3]).

Свойства максимальных подгрупп лежат и в основе многих признаков принад
лежности конечной группы тому или иному классу. Напомним некоторые из наиболее 
известных результатов в этом направлении. Согласно неопубликованному результату 
Ф. Холла, конечная группа разрешима, если индекс любой ее максимальной подгруп
пы является либо простым числом либо квадратом простого числа (см. [4], с. 267). 
Это важное наблюдение Холла дало толчок серии глубоких исследований, связаных 
с изучением конечных групп, у которых индексы максимальных подгрупп обладают 
тем или иным свойством. В этой связи следует прежде всего отметить содержательную 
монографию М. В. Селькина [5], где найдена красивая связь между теорией классов 
Шунка и теорией максимальных подгрупп с заданными индексами, а также интерес
ные работы С. Ф. Каморникова [6], где было впервые дано описание конечных групп, 
у которых индексы всех максимальных подгрупп являются либо простыми числами, 
либо квадратами простых чисел и Е. Грибовской и В. С. Монахова [7], где было полу
чено описание разрешимых конечных групп с ограниченными примарными индексами
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максимальных подгрупп. В работе Томпсона [8] было доказано, что конечная группа 
G  является разрешимой и в случае, когда она обладает максимальной нильпотентной 
подгруппой нечетного порядка. В дальнейшем Янко [9] и Дескинс [10] установили, что 
конечная группа разрешима, если она обладает максимальной нильпотентной подгруп
пой у которой силовская 2-подгруппа имеет класс, не превосходящий 2.

Целью данной работы является дальнейшее изучение строения групп в зависи
мости от свойств их максимальных подгрупп.

2 Определение, примеры и основные свойства т-нормальных подгрупп

Подгруппа Н  группы G называется с-нормальной в G [11], если в G имеется такая 
нормальная подгруппа Т, что Н Т  — G и Т п Н  С На- Понятие с-нормальности являет
ся естественным обобщением нормальности. Более того, многие результаты, связанные 
с условием нормальности для подгруппы, были расширены до с-нормальности (см., 
например [11-15]). В дальнейшем (см., например, [16]) был рассмотрен ряд аналогов 
с-нормальных подгрупп и для таких аналогов были получены результаты, доказатель
ства которых весьма схожи. В данной работе мы рассматриваем понятие т-нормальной 
подгруппы, позволяющее устранить возникающий в данном направлении параллелизм.

Напомним, что подгрупповой функтор (в смысле Скибы [17]) сопоставляет каж
дой группе G такую систему ее подгрупп r(G), что выполняются следующие условия:

1) G  €  t (G)  для любой группы G;
2) для любого эпиморфизма <р : А  —> В  и для любых групп Н  <Е т(А) и Т  6 т{В) 

имеет место ip(H) € т(В) и ip~l (B) е  т(А).
Подгрупповой функтор т называется наследственным, если для любой группы 

G и для любых ее подгрупп Н  и Т  Е r{G) имеет место

Т П Н  е  т(Н).

Если Н  G r(G), то II  называется т-подгруппой группы G.
Многочисленные примеры подгрупповых функторов можно найти в [5, 17, 18]. 

Здесь мы отметим лишь несколько примеров (наследственных) подгрупповых функто
ров Скибы.

1 Пример. Пусть для любой группы G имеет место t(G ) = {G}. Такой функтор 
называют тривиальным [17]. Понятно, что такой функтор является наследственным.

2 Пример. Пусть для любой группы G система r(G) состоит из всех подгрупп 
группы G. Тогда т — наследственный подгрупповой функтор. Такой подгрупповой 
функтор называют единичным [17].

3 Пример. Пусть для любой группы G  система t { G)  с о с т о и т  из всех нормальных 
подгрупп группы G.  Тогда т — наследственный подгрупповой функтор.

4 Пример. Пусть для любой группы G система t(G )  состоит из всех субнормаль
ных подгрупп группы G. Тогда согласно [3] т — подгрупповой функтор и он является 
наследственным.

Дадим теперь основное понятие данной работы.
5 Определение. Пусть G — группа. Тогда подгруппу Н  группы G будем на

зывать т-нормальной, если существует такая r -подгруппа Т  в G , что Н Т  =  G? и Н  П 
п Т  < Не.

6 Пример. Пусть т — подгрупповой функтор из примера 3. Тогда подгруппа Н  
группы G является т-нормальной в G в том и только в том случае, когда в G найдется 
нормальная подгруппа Т, такая, что G =  Н Т  и Т  П Н  С На- Но подгруппы с таким
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свойством являются с-нормальными. Таким образом, с-нормальные подгруппы — это 
в точности т-нормальные подгруппы в случае, когда т — подгрупповой функтор из 
примера 3.

7 Пример. Пусть т — подгрупповой функтор из примера 2. Тогда подгруппа Н  
группы G является т-нормальной в G в том и только в том случае, когда в G найдется 
подгруппа Т, такая, что G =  Н Т  и Т  П Н  С IIq. Н о подгруппы с таким свойством 
названы в работе [16] с-дополняемыми. Таким образом, с-дополняемые подгруппы — 
это в точности т-нормальные подгруппы в случае, когда т — единичный подгрупповой 
функтор.

8 Пример. Пусть т — подгрупповой функтор из примера 4. Тогда подгруппа Н  
группы G является т-нормальной в G в том и только в том случае, когда в G найдется 
субнормальная подгруппа Т, такая, что G = Н Т  и Т  П Н  С На- Но подгруппы с 
таким свойством названы в работе [19] слабо с-нормальными. Таким образом, слабо 
с-нормальные подгруппы — это в точности т-нормальные подгруппы в случае, когда т
— подгрупповой функтор из примера 4.

Покажем теперь, что примеры 6 — 8 выделяют, в общем случае, различные си
стемы подгрупп в группе.

9 Пример. Пусть G =  А 5 I Z2 = [Аг х A 2]Z2, где А г х А 2 — база группы G, и 
Ai = А2 = А$ есть знакопеременная группа степени 5. Пусть

Д =  diaglA! х А 2] =  { /  € А г х Л2|/(1 ) =  /(2)}.

Тогда Д П А\ — 1 и А П А 2 — 1. Кроме того, нетрудно показать, что Л А 2 =  А^А2. 
Следовательно, G =  A i (A Z 2), и ^ П  A Z 2 =  1. Ввиду вышеуказанного мы видим, что

А\ П (A Z 2) С (A Z 2)g ,

и Ах субнормальна в G. Тогда, очевидно, мы также видим, что А г х А 2 есть единственная 
минимальная нормальная подгруппа группы G. Следовательно,

I[А\ х А2) П A Z 2 =  Д ^  ( A Z ^ q .

Это показывает, что подгруппа A Z 2 не Ti-нормальна в G , но A Z 2 тг-нормальна в G, где 
Т\ — подгрупповой функтор из примера 6, а т2 -  подгрупповой функтор из примера 8.

10. Пример. Снова обратимся к примеру 9. Мы уже знаем, что А\  х А 2 является 
единственной минимальной нормальной подгруппой в группе G. А ввиду [7] субнор
мальными в G являются лишь подгруппы 1 ,A i ,A 2, А\ х А 2, G . Рассмотрим подгруппу 
Д. Понятно, что субнормальным добавлением к Д в G является лишь сама группа G. 
При этом A q  — 1. Таким образом, подгруппа Д не является т-нормальной в G, где т — 
подгрупповой функтор из примера 4.

11. Пример. Пусть р и q — различные простые числа, Zp и Zq — группы порядков 
р и q соответственно. Пусть

G = Zp l (Z q lZ p) = [K}(Zq l Z p),

где К  — база сплетения G. Группа G бипримарна и поэтому G =  GvGq для произволь
ных силовской р-подгруппы Gp и силовской д-подгруппы Gq группы G. Понятно, что Gp 
и Gq т-нормальны, где т — подгрупповой функтор из примера 2. Допустим, что обе эти 
подгруппы Ti-нормальны, где тх — подгрупповой функтор из примера 4. Легко видеть,
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что (Gq)c =  1- Значит, если Gq Т\ — нормальна в G, то в G имеется такая субнормаль
ная подгруппа Т, что Gq П Т  =  1 и GqT  =  G . Ясно, что Т  — силовская р- подгруппа в 
G. Применяя теперь [2, с. 71], видим, что Gv < G. Следовательно,

Gp П (Zq I Zp) < Zq I Zp,

что невозможно. Итак, Gq не является Ti-нормальной в G.
В дальнейшем г  — некоторый фиксированный подгрупповой функтор.
12. Определение. Группа G называется r -простой, если G не содержит какой- 

либо т-нормальной подгруппы, кроме единичной группы 1 и самой группы G.
Пусть Н  — произвольная подгруппа группы G. И пусть Т  — такая т-подгруппа 

из G, что Н Т  =  G и Н П Т  = 1 . Тогда будем говорить, что Т — т-дополнение к Н  в G.
Следующая теорема описывает наиболее общие свойства т-нормальных под

групп.
13. Теорема. Пусть G — группа. Тогда выполняются следующие утверждения.
(1) Пусть Н  ~  подгруппа группы G. Тогда Н  г-нормальна в G, тогда и только 

тогда, когда существует т-подгруппа N  в G такая, что G = H N  и Н  П N  = Но-
(2) Если группа G проста, то любая собственная т-нормальная подгруппа об

ладает т-дополнением в G.
(3) Пусть подгрупповой функтор т таков, что 1 £ t (G) для любой группы G. 

Тогда, если некоторая группа является т-простой, то она проста.
(4) Если Н т-нормальна в G, где т — наследственный подгрупповой функтор и 

Н < М  < G, то Н  т-нормальна в М.
(5) Пусть К  <  G, и К  < Н . Тогда Н r -нормальна в G, если и только если Н /К  

г-нормальна в G /K .
(6) Пусть Н  — 7г-подгруппа группы G и N  — нормальная ж'-подгруппа. Если Н  

т-нормальна в G, mo H N /N  т-нормальна в G /N . Кроме того, если N  < N g (H) ,  то 
обратное утверждение тоже верно.

(7) Пусть Н  < G и L < Ф(Н). Если L т-нормальна в G, mo L < G  и L < Ф(£7). 
Доказательство. (1) Достаточность ясна. Проверим необходимость. Предполо

жим, что существует т-подгруппа К  в G такая, что G =  Н К  и Н П К  < На- Пусть N  —
— К  Но- При каноническом эпиморфизме <*р : G —> G /H g  имеет место ip(K) = HqK /H g■ 
Следовательно, ввиду определения подгруппового функтора, имеем

HGK / H G е  t {G /h g ).

Понятно также, что
НСК  = (.HGK /H Gy ~ \

Таким образом, N  — т-подгруппа группы G такая, что

H N  = H K H G = H H GK  =  Н К  =  G,

и
Н  П N  — Н  П K H G =  HG(H П К ) = HG.

Этим доказано (1).
(2) Предположим, что группа G проста и пусть Н  — произвольная собственная 

т-нормальная подгруппа группы G. Тогда по определению в группе G имеется такая 
т-подгруппа Г, что Н Т  =  G и Т  П Н  С HG- Если HG — 1, то Т  — т-дополнение к Н
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в G. Если же Но ф 1, то ввиду простоты группы G имеет место На — Н — G. Этим 
доказано (2).

(3) Пусть для любой группы G имеет место 1 € r(G ). Тогда для любой нормаль
ной подгруппы Лг любой группы G имеет место N  £ r(G). Действительно, N  =  <̂ -1 (1), 
где <р — канонический эпиморфизм группы G на G /N.  Пусть теперь группа G т-проста. 
Тогда ввиду сказанного выше, она является простой.

(4) Предположим, что т — наследственный подгрупповой функтор. Пусть т- 
подгруппа Т  группы G такова, что Н Т  — G и

Я П  Г  < На .

Тогда
М  = М П  ( Н Т )  = Н ( М  П Т).

Так как Т  £ t (G),  т о  ввиду условия, М  П Т  & т(М).  Кроме того,

Я  П (М  П Т) — ( Я Г\ Т)  П М  < На П М  < Н м .

Итак, мы видим, что Я  т-нормальна в М.
(5) Предположим, что Н / К  т-нормальна в G/К .  Тогда существует подгруппа 

N / K  £ t (G /K )  такая, что G /K  = (H / K ) ( N / K ) с

{Н/ К)  П ( N / К)  < (.Н / К \ а /к ) .

Теперь легко понять, что G = H N  и Н  Г\ N  < На- Обратное утверждение может быть 
доказано таким же образом.

(6) Если Я  т-нормальна в G, то существует подгруппа К  £ t (G) такая, что 
G = Н К  и Я  П К  < HG. Так как

|G|„' = | К\„, = \Ш \

мы имеем
1АГПЛГ|  ̂ =  |JV|.- =  |ЛГ|, 

и следовательно, N  < К.  Ясно, что (H N / N ) ( K / N ) — G/ N,  и

( HN/ N)  П ( K/ N)  = (Я  П K ) N / N  < HGN /N  < ( H N / N ) [g/n).

Следовательно, H N / N  — т-нормальная подгруппа G/ N.
Наоборот, допустим, что H N / N  — т-нормальная подгруппа G/ N,  и N  < Na(H).  

Пусть подгруппа K / N  £ t (G/N)  такая, что G / N  =  (H N / N ) ( K / N ) и

(.H N / N ) П ( K/ N)  =  (Я  П K ) N / N  < L / N  = ( H N / N \ G/n )-

Понятно, что G =  H N K  =  НК.  Так как N  < Na(H) ,  мы имеем N H  — N  х Я. 
Следовательно, L = H i x N c H i  = H n L < H n H i < L .  Так как L <G,  мы имеем, что 
Hi < G. Это ведет к

Н  П К  < Нг < На ,
и подгруппа Я , следовательно, т-нормальна в G.

(7) Так как подгруппа L т-нормальна в G, существует подгруппа К  £ t (G), 
такая, что G =  LK,  и L  П К  < LG- Значит,

Н  — Н  n G  = L( H П К )  =  Я  ПК,

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
.С

КО
РИНЫ



Функторная характеризация конечных разрешимых групп 43

так как L  <  Ф(Я). Поэтому

L С (Я  П К)  П L < L П К  < Ьа .

Таким образом, мы имеем L<G. Если L ^  Ф (<-?)> то существует максимальная подгруппа 
М  в группе G, такая, что L M  — G. Значит,

Я  =  Я  П G = L (Я  П М ) =  Я П М <  М.

Поэтому G = L M  < Н М  < М  < G, противоречие. Теорема доказана.
14. Следствие [11]. Пусть G — группа. Тогда справедливы следующие утвер

ждения.
(1) Пусть Я  — подгруппа группы G. Тогда Я  с-нормальна в G, если и только 

если существует нормальная подгруппа N  группы G, такая, что G =  H N , и Н  Г) N  — 
=  H G.

(2) Если Я  с-нормальна e G u H < M < G ,  то Я  с-нормальна в М.
(3) Пусть К  < G , и К  <  Я . Тогда Я  с-нормальна в G, если и только если Я / К  

с-нормальна в G / К.
(4) Пусть Я  — -к-подгруппа группы G, и N  — нормальная и'-подгруппа. Если 

Я  с-нормальна в G, то H N / N  с-нормальна в G/ N.  Кроме того, если N  < N q (H),  то 
обратное утверждение тоже верно.

(5) Пусть Н  < G и L < Ф(Я). Если L с-нормальна в G, то L <G и L <  Ф(G).
15. Следствие [16]. Пусть G — группа. Тогда справедливы следующие утвер

ждения.
(1) Пусть Я  — подгруппа группы G. Тогда Я  с-дополняема в G, если и только 

если существует подгруппа N  группы G такая, что G — H N , и Я  П N  — Hq.
(2) Если Я  с-дополняема e G u H < M < G ,  то Я  с-дополняема в М.
(3) Пусть К  < G , и К  < Н . Тогда Я  с-дополняема в G, если и только если 

Н /К  с-добавляема слабо с-нормальна в G/ K.
(4) Пусть Я  — 7Г-подгруппа группы G, и N  — нормальная л  Если Я  с- 

дополняема в G, то H N / N  с-дополняема в G/ N.  Кроме того, если N  <  N g (H) ,  то 
обратное утверждение тоже верно.

(5) Пусть Н  < G и L < Ф(Я). Если L с-дополняема в G , то L <G и L < Ф (G).
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