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О с^-неприводимых формациях .^-деф екта 2 

П. А. Ж и з н е в с ж и й , В . Г. С а ф о н о в

Получено описание неприводимых c j - к о м п о з и ц и о н н ы х  формаций i ^ -дефекта 2 , где 
Sj — непустая нильпотентная насыщенная формация.
К л ю чевы е слова: конечная группа, формация, ш-композиционный спутник, и>- 
композиционная формация, неприводимая формация, дефект формации.

In this paper we describe irreducible ^-composition formations with fj^-defect 2 , where 
Sj is non-empty nilpotent saturated formation.
Keyw ords: finite group, formation, w-composition satellite, w-composition formation, 
irreducible formation, defect of formation.

Все рассматриваемые группы конечны. Необходимые определения и обозначения мож
но найти в [1-3]. Напомним, что если Sj — непустой класс групп и g — некоторая и>- 
композиционная формация, то длину решетки w-композиционных формаций, находящихся 
между $  П Sj и 5 , называют ЛЭш-дефектом формации 5". Задача изучения и классификации 
w-композиционных формаций нильпотентного дефекта <  2 поставлена в работе А.Н. Скибы и 
Л.А. Шеметкова [3] (проблема 6). В работе авторов [4] получено описание c j- к о м п о з и ц и о н н ы х  

формаций с нильпотентным дефектом 1. В данной заметке получено описание неприводимых 
w-композиционных формаций fj^-дефекта 2, где Sj — непустая нильпотентная насыщенная 
формация.

Группа G называется критической, если G — группа минимального порядка из $  \ 9Я 
для некоторых формаций J  и ЯЯ. Критическая группа G £ $  называется f j-базисной, если 
у формации form (У имеется лишь единственная максимальная подформация, которая содер
жится в Sj. В дальнейшем, для краткости, вместо "w-композиционная формация" будем писать 
"сш-формация".
Теорема 1. Пусть Sj — непустая нильпотентная насыщенная формация. Тогда и только 
тогда сш-неприводимая формация $  имеет Sj^-дефект 2, когда $  =  c^formG, где G — такая 
монолитическая группа с цоколем Р , что выполняется одно из следующих условий:

1) тг(Сот(Р)) П со — 0 ,  Р  = Gm, группа G является Ш-базисной, где Ш =  (£ П Sj) Vw 
deform (G/Р ) , формация cwform (G/P) имеет  f jw-дефект 1;

2) G =  [P]H, где P  — абелева р-группа, p  G u\  n(Com(Sj)), P  % Ф((?) и H  — группа 
простого порядка q 6  7r(Com(Sj));

3) G = [P]H, где P  — абелева р-группа, p G w fl Tr(Com(Sj)), P  % Ф(С9, a H — группа, 
удовлетворяющая одному из следующих условий:

3.1) монолитическая группа с цоколем Q =  Н^ таким, что ir(Com(Q )) П ш — 0 и
H/Q

3.2) Н  =  [Q}N — монолитическая группа с цоколем Q, где Q =  Н^ — абелева q-группа, 
q €  to П Tx{Com(Sj)), q ф р и |7V| =  р;

3.3) циклическая примарная группа порядка q2, где q ф р и q G тт(Com(Sj));
3-4) неабелева группа порядка q3 простой нечетной экспоненты q, где q ф р и 

q €  ir(Com(Sj)).
Д о казател ьство . Необходимость. Пусть £  — сш-неприводимая формация ^-деф екта

2 , 971 — ее максимальная сш-нодформация fj^-дефекта 1 , / и т  — минимальные ш- 
композиционные спутники формаций 5  и Ш соответственно. Из сш-неприводимости формации 
# следует, что она является Ш1ш-критической формацией. По теореме 1 [3] формация ^ имеет
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канонический ш-композиционный спутник F  такой, что F(co') — $  и F(p) =  9Тр/(р) для всех 
р £ и. Тогда согласно теореме 1  [5], $  =  cwformG, где G — такая монолитическая группа с 
цоколем Р  = Gm , что либо 7Г =  я (Сот(Р)) Пси — 0  и /(и/) ~  9Я-критическая формация, либо 
7г ф 0 , Р  =  С о (Р ) — абелева р-группа, Р  Ф(С) и /(р) — 9Трт(р)-критическая формация, 
где р G 7Г.

По теореме 2 [6] формация Ш имеет вид Ш =  SDti Vw Л, где Tti С н Я — 
-критическая формация. Ввиду леммы 10 [4], т — m i V к, где т\ и к — минималь

ные w-композиционные спутники формаций QJti и Я соответственно. Согласно теореме 1 [7], 
Я — Си form К , где К  — такая монолитическая группа с цоколем R — К^ % Ф(К), что либо 
n(Com(R)) П и> — 0 , либо 7r(Com(R)) Пш ф 0  и выполняется одно из следующих условий:

а) К  — группа простого порядка г 6 ш \ 7г (Com(f}));
б) К  — [R]T, где R — Ck (R) — абелева r-группа, г £ шП ir(Com($))) и |Г| — £, г и t —' 

различные простые числа.
Предположим, что л  =  0. Тогда RW(G) =  1  и по лемме 5 [3], f(u>') =  formG. Значит, 

formG — 271-критическая формация. Поэтому G является ЭДТ-базисной группой. Поскольку 
cufo im (G /P )  С 9Я, то в силу леммы 18 [6] .5ош-дефект d формации c^form(G/Р )  не превосхо
дит 1 . Если d =  0, то G /P  € Sj. Но G $ Sj. Поэтому Р  =  G& и по теореме 1 [7] ^ ш-дефект 
формации 5" равен 1 . Противоречие. Следовательно, d — 1 и c^form (G /P ) $П&.  Поскольку 
S' ~  еш-неприводимая формация и 9Л — формация дефекта 1 , то^ Л З э^ Я Я П .?) — макси
мальная с^-подформация в 9Я, Поэтому 9Л =  ( 5 n f j)  Vw G^ferm (G/P). Таким образом, группа 
G удовлетворяет условию 1 ) теоремы.

Предположим теперь, что 7г ф 0, Р  =  С с{Р ) — абелева р-группа, Р  Ф(С) и /(р)
— ОТрГп(р)-критическая формация, где р 6 7г. Ясно, что CP(G) =  Р . Тогда по лемме 5 [3], 
/(р) =  form (G /P ).

Заметим, что 1г(Сот($))Г)и> =  1г(Сот(Ш))Г\ш. Действительно, включение п(Сот{Т1))Г\ 
и  С 7r(Com (J)) П w очевидно. Установим справедливость обратного включения. Предположим 
противное, и пусть I е  (тг(Сот($)) Пш) \ (тг(Сот(Ш)) Пш). Тогда c^formZ; =  %  % 9Л, где
— группа простого порядка I. Поскольку Ш — максимальная сш-подформация в $  и 91; % 9Я, 
то # =  9Я Vw что противоречит сш-ненриводимости формации 5". Значит, тг (Сот ($)) ПшС 
п(Сот(Ш )) Пш. Таким образом, р € п(Сот ($)) Пы =  п(Сот(Ш )) Пш.

Используя лемму 5 [3] и леммы 10, 11 [4] рассмотрим все возможные значения спутника 
т  на простом числе р:

1) если р € 7г(£70171(971)) \ 7г(Сот(Я)), то m(p) =  (1) V 0 =  (1);
2) пусть для К  выполняется условие ir(Com(R)) П си — 0 .  Если р £ тг(Сот(Я)) \ 

7г(Сот7г(9Я)) или р €  7Г(Сот(Я) П 7г(С о т(9Л)), то соответственно получаем т (р ) =  0 V 
form (К /С Р{К )) =  0 V (1) =  (1) или т (р )  =  (1) V form {К /С Р{К ))  =  (1) V (1) -  (1);

3) если К  удовлетворяет условию а) и р € 7г(Сот(Я)) \ 7г (С о т (9Л)), то Я  =  9ЯР, где 
р g  я (Com(Sj)) и, значит, ш(р) =  0 V (1) =  (1);

4) пусть К  удовлетворяет условию б) и р =  < € w П тг(Сот($))). Если р 6 п(Сот(Я)) \ 
7г(С от(9Я)) или р G 7г(С от(Я ) П 7г(С'отп(9Я)), то соответственно получаем т(р) — 0 V 

form (К /С Р(К )) — 0 V (1) =  (1) или m(p) =  (1) V form (К /С Р(К )) — (1) V (1) =  (1);
5) пусть для К  выполняется условие б ) и р  =  г £ ш П  7r(Com(Sj)). Если р € 

ж{Сот(Я)) \ 7г(С 'от(9Я)) или р е ж(Сот(Я) П 7г(С7о т ( 9Я)), то соответственно получаем 
тл.(р) =  0 V form (К /С Р(К )) =  0 V form (K /R ) — formT или т(р) — (1) V form (К /С Р(К ))  =  
(1) V form (K /R ) =  form Т.

Таким образом, возможны два случая: либо т(р) — (1), либо т(р) =  formT.
Рассмотрим случай, когда m(p) =  (1), т. е. выполняются условия 1)-4). Тогда /(р) =  

form(G/P) — ЭТр-критическая формация. Пусть Н  — группа минимального порядка из /(р) \ 
Тогда Н  — монолитическая группа с цоколем Q — Н тр и /(р) =  form(G/P) =  form Я . В 

силу насыщенности формации Я1р, имеем Q % Ф(Н).
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Допустим, что Я  £ Sj. Тогда |Q| =  q и Я  — g-группа, где q £  7г(С о т(^ )). Понятно, что 
q ф Р- Так как H /Q  €  91р, то Н — Q — группа простого порядка q. Поскольку Ор(Н) — 1, 
то по лемме 18.8 [1] существует точный неприводимый ЯрЯ-модуль V, где Fp — поле из р 
элементов. Положим F  — [V]H. Поскольку F/O p(V ) =  F /V  ~  Я  G /(р) =  formЯ  и спутник 
/ — внутренний, то по лемме 4 [3], F  £ #. Значит, c^formF С S'. Если cwform F  С 5, то 
c^formF С Ш. Тогда по лемме 2 [8] получаем Я  ~  F/V — F /C P(F) £ лг(р) =  (1), т. е. Я  =  1 £ 

Противоречие. Следовательно, 5  =  c^formF. Если р £  7г(С о т(^ )), то по теореме 1 [7] ,fjw- 
дефект формации # равен 1 . Противоречие. Значит, р £ ir(Com(Sj)) и группа F  удовлетворяет 
условию 2) теоремы.

Предположим теперь, что Я  Sj. Пусть ir{Com(Q)) П и =  0. Тогда Я Д Я ) =  1. По
скольку Я  € Ш, то Я  ~  H /R U(H) £  т(и') =  т\(и ) V к(ш') =  (9Jti П 91ш/) V fc(u/). Ес
ли для Я  выполняется условие а) или б), то А;(и/) С .f). Значит, m(u/) С i}. Поэтому 
Н £ Sj. Противоречие. Следовательно, А' — монолитическая группа с цоколем R  таким, что 
7г(Com(R)) П oj — 0. Тогда &(сУ) =  formA' и р £  тг (Com (i^)) Пш. Отсюда получаем, что 
Я  6 (9Лх П Vtb,/) V й эгтЯ  =  form((9Hi П У1Ш>) U form Я )  =  form((97ti П 91ш/) U {Я } ) .  Таким 
образом, Я  £ form ((9fti П 01w/) U { Я } )  \ f j. Поскольку ЭЯх П С fj и К*3 % Ф (Я), то у 
каждой группы D из (ШТ} П01и;/ )и {Я }  ее f j -корадикал D% не имеет фраттиниевых Я-главных 
факторов. Теперь согласно лемме 1.2.29 [2] Я  является гомоморфным образом группы Я . Но 
К / R € Sj. Значит, Я  ~  Я . Понятно, что Ор(Н) =  1. Тогда по лемме 18.8 [1] существует точный 
неприводимый ЯрЯ-модуль V, где Fp — поле из р элементов. Положим F  — [V]H. Поскольку 
F/O p(V) =  F /V  ~  Я  € /(р) — form Я  и спутник / — внутренний, то по лемме 4 [3], F  € S'. 
Значит, QjformF С 5”. Если c^form F С то c^formF С Ш. Тогда по лемме 2 [8] получаем 
Я  ~  F /V  — F /C P(F ) € m(p) =  (1) С <ЯР. Противоречие. Следовательно, $  =  c^formF. Таким 
образом, Я  удовлетворяет условию 3.1) теоремы.

Пусть теперь л (Com(Q)) Г) ш ф 0. Тогда Q — абелева ^-группа, где q £ и. Так как 
Q Ф(Я), то C g(H) =  Q. Поскольку Я  €  9 J T ,  то H /Q  ~  H / C q( H )  6  m(q).  Если для Я  
выполняется условие Tc(Com(R)) Пш =  0 или условие а), то т (д )  =  (1). Тогда получаем, что 
Н — Q — группа простого порядка q, где q £ и \  тг(Com(Sj)). Заметим, что q  € п(Сот(Ш )). 
Тогда q £ п(Сот(Я))\-к(Сот(Ш)). Если ж (С om(R.))f]u> =  0, то q £ 7Г(C om (K /R )). Но K /R  6 f). 
Значит, q £ /K(Com{Sj)). Противоречие. Значит, такой случай не возможен. Следовательно, 
Я =  Но тогда q = р и, значит, Я  £ 91р, что противоречит выбору группы Я . Поэтому не 
возможен и случай, когда для Я  выполняется условие а). Пусть теперь для Я  выполняется 
условие б ) и р  — t e u j f )  7r(Com(Sj)). Тогда g =  г £  ы П n(Com(Sj)) и m(g) =  formT. Поскольку 
Q % Ф (Я), то найдется такая максимальная подгруппа Я  группы Я , что Я  =  [Q]Аг. Но 
Я  ~  H/Q  G m(g) =  formT. Значит, Я  — элементарная абелева р-группа. Являясь абелевой 
неприводимой группой автоморфизмов, группа Я  циклична. Поэтому |Я| — р. Поскольку 
Ор(Н) =  1, то по лемме 18.8 [1] существует точный неприводимый ЯрЯ-модуль V, где Fp — 
поле из р элементов. Положим F  =  |V]H. Поскольку F/O p(V ) =  F /V  ~ Я  6 f(p )  =  form Я , 
то по лемме 4 [3], F  6  Значит, c^formF С Если c^form F  С У, то c^form F  С ШТ. Тогда 
по лемме 2 [8] получаем Я  ~  F /V  — F /C P(F) G m(p) =  (1). Противоречие. Следовательно, 
^ =  c^formF. Таким образом, Я  удовлетворяет условию 3.2) теоремы.

Рассмотрим теперь случай, когда т(р) ~  formT, т. е. выполняется условие 5). То
гда f(p ) — form (G /P ) — ЭТрйгтТ-критическая формация. Пусть Я  — группа минимального 
порядка из f(p ) \ OlpformT. Тогда Я  — монолитическая группа с цоколем Q — Я ЭТpform̂ ' и 
f(p ) =  form {G /P)  =  form Я .

Поскольку Я  £ 9Л, то c^forrn Я  С Ш — ffli \/шЯ.С С 9ТГ91. Значит, Я  € 91Г'Л.
Если Я  — ненильпотентная группа, то ввиду ее монолитичности получаем, что Q — г-группа. 
Но в рассматриваемом случае р — г. Значит, Q — р-группа. Кроме того, H /Q  £ 91pformT. 
Отсюда следует, что Я  £ 91pformT. Противоречие. Поэтому Я  — нильпотентная группа. То
гда |Q| =  q и Я  — g-группа, где q ф р. Аналогично вышесказанному нетрудно показать, 
что ^ =  c^formF, где F  — [У]Я, V — точный неприводимый ЯрЯ-модуль, Fp — поле из р
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элементов. Так как form T =  т(р)  С  /(р) =  formН,  то q =  t € 7 r ( C o m ( f ) ) ) .  Пусть М  — 
максимальная подгруппа группы iT. Если М  =  1, то f/ =  Q и по теореме 1  [7] .^-дефект 
формации ^ равен 1. Противоречие. Значит, М ф 1. Тогда согласно лемме 8.12 [1] formM
— максимальная подформация в form #. Значит, form M  С 9lpformТ. Но М — g-группа и 
q ф р. Значит, formМ  С formT. Таким образом, formfl" — form T-критическая формация. 
Кроме того, поскольку М  £ form T, то М — элементарная абелева g-группа. Теперь ввиду 
монолитичности группы Н  получаем, что \М\ = q. Если группа Н — абелева группа, то она 
циклична. Следовательно, Н  —  группа порядка q2, т. е. Н  удовлетворяет условию 3.3) теоре
мы. Пусть теперь Н  — неабелева группа. Тогда в form Н  содержится минимальная неабелева 
подформация Лх. Если Я* С form if ,  то Я* С formT С 21. Противоречие. Значит, Л1 =  form Н. 
Теперь согласно лемме 18.13 [1], учитывая, что Н €  9t, получаем, что Н  либо группа кватер
нионов порядка 8, либо неабелева группа порядка д3 простой нечетной экспоненты q. Если. 
Н  — группа кватернионов порядка 8 , то регулярное сплетение F± = ZpzZ4 , где Zp и Z\ — 
соответственно циклические группы порядков р и 4, принадлежит S  \ DJI и c^formTi Ф S- Но 
всякая собственная с^-подформация из S  входит в 971. Значит, c^formFi — S- Противоречие. 
Следовательно, рассматриваемый случай невозможен. Таким образом, Н  — неабелева группа 
порядка q3 простой нечетной экспоненты q, т. е. Н удовлетворяет условию 3.4) теоремы.

Д остаточность. Пусть S  =  c^formG, где G — монолитическая группа с цоколем Р  и 
/ — минимальный w-композиционный спутник формации S'-

Пусть группа G удовлетворяет условию 1). Поскольку группа G — DJt-базисная, то 
единственная максимальная подформация формации formG содержится в 97Т. Так как Р — 
Gm , то G ^ 971. Значит, /(о/) =  formG — 97£-критическая. Следовательно, по теореме 1 [5] 
формация S  — 9Лш-критическая. Понятно, что Ш =  (S  П $S) Vw cwform(G/P) С S- Так как 
G £  DJt, то 971 С S- Значит, формация 5  — сш-иеприводима. Поскольку по условию ^ ш-дефект 
формации cwform(G!/P) равен 1 , то из леммы 18 [6] получаем, что .^-деф ект формации Ш 
равен 1 . Следовательно, .^-деф ект формации S  равен 2 .

Пусть группа G удовлетворяет условию 2). Предположим, что q £ ш. Тогда по тео
реме 2 [9] формация S  сш-неприводима и ее единственная максимальная с^-подформация 97Т 
имеет w-композиционпый спутник т  такой, ч то 'т (а ) — (1 ), если а £ {p ,q ,w '} и т(г) =  0 , если 
г £ ш\ ir(Com(G)). Пусть 97? =  9tp Vw 9tg и т  — ее минимальный w-композиционный спутник. 
Тогда из лемм 10, 11 [4] и леммы 5 [3] получаем, что 971 =  CFw(jn) =  CFu (m) =  971. Но по 
теореме 2 [6] fj^-дефект формации 97Т равен 1. Значит, fj^ -дефект формации S  равен 2.

Предположим теперь, что q ш. Тогда по теореме 2 [9] формация S  с^-неприводима и ее 
единственная максимальная сш-подформация 971 имеет ^-композиционный спутник т  такой, 
что т(и') =  form if ,  т(р) =  (1), т(г) — 0, где г 6 ы \ тг (С om(G)). Пусть 9Я =  9Хр Vw c^formif 
и m — ее минимальный ^-композиционный спутник. Тогда из лемм 10, 11 [4] и леммы 5 [3] 
получаем, что Ж  =  СТш( т )  =  CFu(m) -  971. Но по теореме 1 [4] i ^ -дефект формации 971 
равен 1. Значит, -дефект формации S  равен 2.

Пусть теперь группа G удовлетворяет условию 3). Если для группы Н  выполняются 
условия 3.1) или 3.2) теоремы, то по теореме 2 [9] формация S  с^-неприводима и ее единствен
ная максимальная сш-подформация 971 имеет ш-композиционный спутник m i такой, что

Пусть для группы Н  выполняется условие 3.1) теоремы. Тогда спутник m i имеет сле
дующие непустые значения: m i(p) =  form (Н/Q) и т\{оУ) =  form if. Если m  — минималь
ный w-композиционный спутник формации 97t, то по лемме 5 [3] получаем m(p) — (1) и 
т(ш') — form Н .  Пусть 971 =  c^form Н . Тогда, как нетрудно заметить, 971 =  CrF u,(m ) =  971. 
Но по теореме 1 [7] .^-деф ект формации 971 равен 1 . Значит, i ^ -дефект формации S  равен 2.

form (H/Q), 
form (G /C q(G)),

если а =  р,
если а — q € (ir(Com(G)) Пш)\ {р} 
если а — q €  ш \ тх(Com(G)), 
если а — и'.
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Пусть для группы Я  выполняется условие 3.2) теоремы. Тогда спутник т\ имеет сле
дующие непустые значения: т\{р) — m\(q) — formiV и т\(и>') =  (1). Если т — минимальный 
w-композиционный спутник формации 9Л, то по лемме 5 [3] получаем т (р )  =  т(ш') =  (1) и 
m(q) =  formiV. Пусть 9Л =  сш{огтН. Легко видеть, что Ш — СРш(т) — 2Я. Но по теореме 
1 [7] 5^-дефект формации 9Л равен 1 . Значит, 5}ш~дефект формации ^ равен 2 .

Пусть теперь для группы Я  выполняются условия 3.3) или 3.4) теоремы. Тогда по 
лемме 5 [3], /(р) =  form (G /P )  =  form Я .

Покажем прежде, что form T — единственная максимальная подформация в formЯ . 
Пусть Я  — циклическая примарная группа порядка q2. Если М  — максимальная подгруппа 
группы Я , то \М\ — q и, значит, в силу леммы 8.12 [1], form T — единственная максималь
ная подформация в form Я . Если же Я  — неабелева группа порядка q3 простой нечетной 
экспоненты q, то ввиду леммы 18.13 [1] получаем, что form T — единственная максимальная 
подформация в form Я .

Рассмотрим группу F  =  [V]T, где V — точный неприводимый FpT -модуль и Т  — группа 
простого порядка д. Пусть Ш  =  c^formF. Так как F/O p(F ) =  F /V  ~  Т  €  form Я  =  /(р), то 
по лемме 4 [3], F  €  Значит, Ш С Если Ш = $, то Н ~  G /P  =  G /C P(G) £Е т(р) =  formT. 
Откуда получаем, что form Я  С formT, что противоречит сказанному в предыдущем абзаце. 
Поэтому 9Я С

Покажем, что каждая собственная с^-подформация из 3” содержится в Ш. Пусть т  и 
hi — минимальные w-композиционные спутники формаций Ш и 5эх соответственно. Поскольку 
5}i С то найдется такое простое число а € и  U {о/}, что hi(a)  С f(a ) .

Пусть g (Е и>. Тогда /(g) =  /(с*/) =  (1) и /(г) =  0 для всех г £  и\тг(Сот(С)). Поскольку 
m(p) =  formT — единственная максимальная подформация в /(р) =  form Я , то hi(p) С т(р). 
Пусть а — р. Поскольку /ii(6) С /(b) =  ггг(6) для всех 6 е  (wU {<-</}) \ {р}, то по лемме 6 [3], 
^ 1  С 9Л. Если же а — q или а  =  о/, то /ij(g) =  0 С m(g) — тп(ш') =  (1) и h\(oj') С /(и/) — 
т(и') =  (1) или, соответственно, hi(uj') — 0 С m(g) =  т(ш') — (1) и /ii(g) С /(g) — m(g) =  (1). 
Значит, по лемме б [3], f j i  С ЯЛ.

Пусть теперь q 0  u>. Тогда /(u/) =  form Я  и /(г) — 0 для всех г Е и \ ■n(Com(G)). 
Так как ш(р) =  т(ш') =  form T — единственная максимальная подформация в /(р) =  /(и/) — 
form Я , то hi(p) С т (р ) и hi(u>') С т(шг). Кроме того, очевидно, h i(r)  С т (г) для всех 
г Е ш\ ir(Com(G)). Значит, по лемме 6 [3], Sji С 9Л.

Таким образом, 9Я — единственная максимальная сш-подформация в 3- Согласно тео
реме 1  [7] 55^-дефект формации ШТ равен 1 . Следовательно, формация $  сш-неприводима и ее 
.fjw-дефект равен 2. Теорема доказана.
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