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Введение

Рассматриваются только конечные группы. Понятие нормализатора 
подгруппы играет центральную роль при изучении групп. Например, 
хорошо известно, что группа нильпотентна, если нормализатор 
любой ее силовской подгруппы совпадает с группой, или группу 
можно представить в виде произведения ее нильпотентных подгрупп, 
нормализаторы которых совпадают с группой. Естественным обобще­
нием нормализатора подгруппы является понятие пермутизатора 
подгруппы, введенное Дескинсом и Венцке в [1, с. 27].

Напомним [1], пермутизатором подгруппы Н в группе G называется 
подгруппа Pg {H) = (х £ G \ (х)Н  =  Н(х)).

В [1] начато исследование влияния свойств пермутизаторов для 
различных систем подгрупп на строение группы. В работах [1-5] с одной 
стороны изучались группы с пермутизаторным свойством, т.е. группы 
G, у которых Я  < Pq{H) для любой собственной подгруппы Н из G, с 
другой стороны исследовались группы с заданными системами подгрупп 
(максимальных, почти максимальных, свободных от четверной группы 
Клейна и др.), пермутизаторы которых совпадают с группой.

Введем следующее
Определение. Подгруппу Н группы G будем называть:
1) пермутируемой в G, если Рс(Н)  =  G;
2) сильно пермутируемой в G, если Рц{Н) = U для любой 

подгруппы U из G такой, что Н С U С G.
Существуют группы, которые обладают пермутируемыми, но не 

сильно пермутируемыми подгруппами. Например, легко проверить, что 
в группе G =  P SL(2,7) силовская 3-подгруппа Z3 является пермути­
руемой в G. Так как Z 3 С U С G, где U изоморфна знакопеременной 
группе At, и Pu{Zz) = Z 3 , то Z3 не сильно пермутируема в G.

В работе исследуются свойства групп с заданными системами 
пермутируемых и сильно пермутируемых подгрупп. Получены новые 
критерии w-сверхразрешимости и сверхразрешимости групп.

1. П редварительны е результаты

Используются обозначения и терминология из [6, 7]. Напомним неко­
торые понятия, существенные в данной работе.

Через \G\ обозначается порядок группы G; тг(С?) — множество 
всех различных простых делителей порядка группы G; Р — множество 
всех простых чисел; тт — некоторое множество простых чисел; ж' =  
= Р \  7г; Sylp(G) — множество всех силовских р-подгрупп группы G;
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Syl(G) — множество всех силовских подгрупп группы G; Соге<з(М) — 
ядро подгруппы М  в G, т.е. пересечение всех подгрупп, сопряженных 
с М  в G; F(G) —- подгруппа Фиттинга; FP(G) — р-нильпотентный 
радикал группы G, т.е. произведение всех нормальных р-нильпотентных 
подгрупп группы G; & — класс всех разрешимых групп; 11 — класс всех 
сверхразрешимых групп; 91 — класс всех нильпотентных групп; 21 (р — 1)
— класс всех абелевых групп экспоненты, делящей р — 1 .

Группа G порядка Pi'P2 7 - " Р%п, Vi ~  простое число, называется 
дисперсивной по Оре [6, с. 251], если р\ > рг > ••• > рп и G имеет 
нормальную подгруппу порядка р^’р 2̂ • ■ • для любого г — 1 , 2, . . . ,  п. 
Подгруппа Картера группы G — это нильпотентная подгруппа Я  такая, 
что Ng{H) = Я.

Класс групп ^  называется формацией, если выполняются следующие 
условия: 1) каждая факторгруппа любой группы из У также 
принадлежит 2) из Я /Л  е  5, Я /В  ё  5  всегда следует, что Н /А  Г) 
П В  € 5. Формация £ называется: 1) наследственной, если вместе с 
каждой группой содержит и все ее подгруппы; 2) насыщенной, если из 
G /Ф(G) € $  всегда следует, что G 6 G5 — ^-корадикал группы G т.е. 
наименьшая нормальная подгруппа группы G, для которой G/G 5 € 5-

Всякая функция /  : Р —> {формации} называется локальным 
экраном. Формация $  называется локальной, если существует 
локальный экран /  такой, что -5 совпадает с классом групп 
(G\G/FP(G) е  /(р ) для любого р € 7г(G)).

Л ем м а 1.1 [6 , лемм а 3.9]. Если Н /К  — главный фактор группы G 
u p  €  7т(Н/К), mo G/C g{H /K) не содержит неединичных нормальных 
р-подгрупп, причем Fp(G) С Са(Н/К).

Л ем м а 1.2 [6 , лемм а 1.2]. Пусть $  — непустая формация, К  — 
нормальная подгруппа группы G. Тогда (G/ К )г =  G* К  /К .

Теорема 1.3 [7, гл. А, теорема 2.7 (ii)j. Пусть G — разрешимая 
группа. Тогда F(G)/<£(G) =  Cg/$(G)(F(G)/<3>(G)) = Soc(G/<J>(G)).

Определение 1.4 [8]. Подгруппа Н группы G называется Р -суб­
нормальной в G (обозначается Я  P-sn G), если либо Н = G, либо 
существует цепь подгрупп Я  = Яо С  Н\ С  • • • С  Яп_ i С  Нп = G 
такая, что \Нг + 1 : Н{\ — простое число для любого г =  О,1, . . . ,  гг — 1.

Л ем м а 1.5 [9, леммы 3.1 и 3.4]. Пусть Я  — подгруппа группы 
G, N  < G. Тогда справедливы следующие утверждения.:

1) если Я  P-sn G, то (Я  П N) P-sn 1V и HN/ N  P-sn G/N;
2) если N  С Я  и H /N  P-sn G/N,  то Я  P-sn G;
3) если HNi P-sn G, Nt < G, i =  1,2, mo ( Я М  П ЯМ )  P-sn G;
4) если Я  P-sn К  и К  P-sn G, mo Я  P-sn G;
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5) если И P-sn G, то Нх F-sn G для любого i g f f ;
6) если Gn С Я , то Я  P-sn G;
7) если G £& , Н  P-sn G, К  — подгруппа из G, то (НПК)  P-sn К;
8 ) если G £ 6 , Hi F-sn G, i = 1,2, то (H\ П Яг) P-sra G.
Группа G называется w-сверхразрешимой [8], если любая силовская

подгруппа группы G является Р-субнормальной в G.
Через wii обозначается класс всех w-сверхразрешимых групп. 

Приведем некоторые свойства w-сверхразрешимых групп.
Предложение 1.6 [8, предложение 2.8]. Любая w-сверхразре- 

шимая группа является дисперсивной по Оре.
Теорема 1.7 [8, теоремы 2.7 и 2.10]. Класс wll является наслед­

ственной насыщенной формацией и имеет локальный экран /  такой, 
что f(p) = (G £ 6 |Syl(G) С 21 (р — 1)) для любого простого числа р.

Теорема 1.8 [8, теорема 2.13]. Любая бипримарная подгруппа 
w-сверхразрешимой группы является сверхразрешимой.

Теорема 1.9 [1, гл. 1, теорема 1.4]. Пусть Н /К  — главный р- 
фактор группы G. Тогда и только тогда \Н/К\  = р, когда Aut c{H/K)
— абелева группа экспоненты, делящей р — 1 .

Подгруппа Я  группы G называется: 1) пронормальной в G , если для 
любого х  £ G подгруппы Я  и Нх сопряжены между собой в (Я, Нх)\ 2) 
абнормальной в G, если х £ (Я, Нх) для любого х £ G.

Л емма 1.10 [6 , лемма 17.1]. Если подгруппа Я  пронормалъна в 
G, то Nc ( H ) абнормалъна в G.

Л ем м а 1.11 [6 , лемма 17.2]. Пусть Я  — подгруппа группы G. 
Тогда следующие условия эквивалентны:

1) Я  абнормалъна в G;
2) из Я  С  U С G и И  С U П Ux всегда следует х £ £/;
3) Я  пронормалъна, в G u U  =  Ng(U) для любой подгруппы U 2  Я :
4) Я  пронормалъна в G и Я  = Ng(H).
Л ем м а 1 .1 2  [6 , лемма 17.5]. Пусть Я  -  подгруппа группы G. 

Тогда справедливы следующие утверждения:
1) если Н пронормалъна в G, то Я  пронормалъна в любой ее 

содержащей подгруппе из G;
2) если N  < G и N  С Н, то Я  пронормалъна в G, тогда и только 

тогда, когда H /N  пронормалъна в G/N\
3) если N <  G и Н пронормалъна в G, то H N / N  пронормалъна в 

G/N.
Л ем м а 1.13 [12, лемма 2]. Пусть группа G = АВ, А и В

- пилъпогпентные подгруппы и G имеет минимальную нормальную 
подгруппу N  такую, что N  =  Cg(N)  7̂  G. Тогда
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1 ) АПВ = 1;
2)N  С Л и й ;
3) если N  С А, то А — р-группа для некоторого простого числа р 

и В  — р'-группа.
Группа G обладает свойством если G имеет по крайней мере одну 

холлову 7г-подгруппу; обладает свойством Dл, если G имеет в точности 
один класс сопряженных холловых 7г-подгрупп и каждая 7г-подгруппа из 
G содержится в некоторой холловой 7г-подгруппе из G.

Л ем м а 1.14 [13]. Пусть G = АВ  — группа, обладает свойством 
Дг, и пусть А и В обладают свойством Е„. Тогда существуют 
холловы тт-подгруппы Ап и В п из А и В соответственно такие, что 
А̂ В-т, =  В-кАт, — холлова ■п-подгруппа из G.

2. Свойства пермутизаторов подгрупп

Л ем м а 2.1. Пусть Н — подгруппа группы G. Тогда
1) Ру(Я) С Рд(Н) для любой подгруппы U группы G такой, что 

ЯСС/ ;
2) Pg (H)9 =  Pg{H9) для любого элемента g £ G;
3) NG(H)  С Рс (Я);
4) если N  < G, то PG( H)N/ N  С Pg/n {HN/N);
5) если N  < G u N  С Н, то Pg/n (H/N)  = PC(H)/N.
Доказательство. 1) Утверждение следует из определения PG(H).
2) Пусть g £ G. Допустим, что PG(H) = (L), где L = {х €

е  G I (х)Н = Н(х)},  и Pc(tfs) -  (Я), где Я  =  {у € G | (у)Н9  =  Я»(у)}. 
Ясно, что PG{H ) 9  =  (/vs).

Возьмем любой z е L9. Тогда z = х9 для некоторого х € L. Из 
(х9 )Н д = {х)9 Н 9 =  ((х)Н) 9  — (Н(х ) ) 9 — Н 9 (х9) получаем, что L9  С Я.

Рассмотрим любой у € К.  Из у9  € К 9  получаем, что (у3 )Я  =  
= {у)9 ~'(Н9)9̂  =  ({у)Н9 ) 9 ' 1 = (Н9 (у) ) 9  1 = Н{у9~1). Отсюда /С С L9.

Значит, РС(Я )3 =  (L9) =  (Я) = РС(Я 9).
Утверждения 3)-5) — это лемма 2.4 из [5]. Лемма доказана.
Легко проверяется следующая
Л ем м а 2.2. Пусть Я  подгруппа группы G и N  < G. ТогЛг
1) если Я пермутируема в G, то H N / N  пермутируелш в G/N\
2) если Н пермутируема в G, то H N  пермутируема в G;
3) если N  С Н, то Я  пермутируема в G, тогда и только тогда, 

когда H /N  пермутируема в G/N\
4) если Я  сильно пермутируема в G, rno H N / N  сильно 

пермутируема в G/N.
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Л емма 2.3. Пусть группа G =  HQ. где Н  € SylP(G), р — 
наибольший простой делитель \G\, Q — циклическая подгруппа из G. 
Тогда G р-замкнута.

Доказательство. Пусть G — группа наименьшего порядка, для 
которой лемма не верна. Так как G является произведением нилыго- 
тентных подгрупп, по известной теореме Кегеля-Виландта [10], [11] G 
разрешима. Пусть N  — минимальная нормальная подгруппа группы G. 
Тогда G /N  р-замкнута. Так как класс всех p-замкнутых групп является 
насыщенной формацией, то N  — единственная минимальная нормальная 
подгруппа группы G, Ф((?) =  1. Тогда в G найдется максимальная 
подгруппа М  такая, что G = M N , М  Г! N  = 1, Corec(M) =  1 и 
N  = Cg{N).  Если N  — р-группа, то H N / N  =  H / N  е Sylp(G/N).  
Откуда Н  < G. Получили противоречие с выбором G. Пусть N  — 
g-группа, q фр.  Ввиду теоремы Силова Н 9 С М  для некоторого g Е 
Е G и N  С Q. Тогда |iV| =  q. Отсюда подгруппа М  ~  G/Cg{N)  
изоморфно вкладывается в Aut(Z9) cs Z4.\ .  Это противоречт тому, что 
р - - наибольший делитель |G|. Лемма доказана.

Л ем м а 2.4. Пусть Н  G Sylp(G'), р — наибольший простой 
делитель |G|. Если Н пермутируема в G, то G р-замкнута.

Доказательство. Пусть х — любой элемент группы G такой, что 
(х)Н — Н(х).  Тогда (х)Н — подгруппа из G. По лемме 2.3 Н  < (х)Н. 
Поэтому {х) С  Ng{H)  и  G = Рв{П)  С  Ng(H).  Лемма доказана.

Л ем м а 2.5, Если любая силовская подгруппа группы G 
пермутируема в G, то G дисперсивна по Оре.

Доказательство. Проведем индукцией по |G|. Можно считать, что 
K(G)j > 1 . Пусть |G| =  рТ р¥ - - Р Т ’ где р! > р2 > •• • > Pk, Pi ~  
простые числа, i = 1,2, . . . ,  к. Для Р\ е  Sylpi(G) по лемме 2.4 Р\ < G. 
Любая силовская р^-иодгруппа фактор-группы G/P\ имеет вид Р^Р\/Р\, 
где Pi € SyL.(G), i = 2 , . . . ,  к. Ввиду 1) леммы 2.2 Pi Pi/Pi пермутируема 
в G/P\. По индукции G/P\ дисперсивна по Оре. Отсюда G дисперсивна 
по Оре. Лемма доказана.

Л ем м а 2.6 . Если G — сверхразрешимая группа, то любая 
пропормальная в G подгруппа пермутируема в G.

Доказательство. Пусть G — группа наименьшего порядка такая, 
что G € 11 и Рс(Н) ф G для некоторой ее пронормальной подгруппы Н.

Допустим, что Ф = $(G) ф 1. Тогда G/Ф € It, по 3) леммы 1.12 
НФ/Ф пронормальна в G/Ф. Из выбора G следует, что Ро/ф(НФ/Ф) = 
=  G/Ф. Ввиду 5) леммы 2.1 заключаем, что Р<з(ЯФ) =  G. Поскольку 
Pg{H) Ф G в G найдется элемент х  такой, что х £ Pg{H)  и  (х)НФ = 
=  НФ(х).  Тогда R = (х)НФ -  подгруппа группы G. Если R ф G, то из
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выбора G следует, что Pr (H ) =  R. Поэтому х € R — Pr (H) С РС(Н). 
Получили противоречие с х $ Ра{Н). Значит, R =  (х)НФ = G =  (х ) Н. 
Поэтому х е Ра(Н).  Получили противоречие с выбором х.

Таким образом, Ф(С) =  1. Группа G € И, поэтому ее коммутант 
G' 6 01. Из выбора G следует, что Ng{H) ф G. Из абнормальности 
Ng(H)  в  G получаем, что G =  G'Nc(H)  =  F(G)Ng(H).  По теореме 1.3 
F(G) совпадает с цоколем группы G, т. е. F(G) — NiN% ■ ■ ■ Nk, где Ni
— минимальная нормальная подгруппа группы G для i =  1 , 2, . . . ,  к. Из 
сверхразрешимости G следует, что Ni — циклическая подгруппа простого 
порядка. Из NiH = HNi  получаем, что Ni С Pg {H) для любого i =  
=  1 , 2 , . . . ,к. Поэтому F(G)  С PG{H). Но тогда G =  F{G)Ng {H) С 
С Pg (H). Получили противоречие с PG{H) ф G. Лемма доказана.

Следствие 2.6.1. Если G — сверхразрешимая группа, то любая 
силовская подгруппа из G пермутируема в G.

Следствие 2.6.2. Если группа G сверхразрешима, то любая 
подгруппа Картера из G пермутируема в G.

Следствие 2.6.3. Если группа G сверхразрешима, то для 
любого множества простых чисел п любая холлова п-подгруппа из G 
пермутируема в G.

Сверхразрешимая группа может обладать не пермутируемыми в ней 
подгруппами.

Пример 2.7. Пусть G — (Z\ х Z%)Ẑ . — (a,b\a4 — b4  — (ab)2 =  
=  (а_16)2 =  1) — группа порядка 16. Тогда подгруппа Я  =  (Ьа) не 
пермутируема в G, так как Pg(H) есть элементарная абелева 2-группа 
порядка 8.

Л ем м а 2.8. Пусть G — разрешимая группа, Я  € Sylp(G) и Я  Р- 
sn G. Тогда Н пермутируема в G.

Доказательство. Пусть G — разрешимая группа наименьшего 
порядка, в которой имеется Я  € Sylp(G), Я  P-sn G и PG{H) ф G. Пусть 
N  — минимальная нормальная подгруппа группы G. По 1) леммы 1.5 
H N / N  P-sn G/N.  По выбору G силовская р-подгруппа H N / N  перму­
тируема в G/N.  По 3) леммы 2.2 H N  пермутируема в G. Поэтому N
— q-группа для некоторого простого q ф р. Из Я  P-sn G следует, что 
в G найдется максимальная подгруппа М  такая, что Н С М  a \G \ М\

простое число. По 7) леммы 1.5 Я  P-sn М.  Из выбора G следу­
ет, что М  — Рм{Н)  С PG(H) ф G. Поэтому М = Pg{H). Так как 
G — Pg{HN ), в G найдется х такой, что х М  и {x)I IN  = HN(x).  
Отсюда и из Pg(H ) =  М  следует, что G =  {x ) H N . Если N  С Ф(С), то 
G = (х)Н.  Значит, х  € PG(H) — М,  что противоречит х  ^ М.

Итак, N  % Ф(С?). Тогда в G существует максимальная подгруппа W

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



такая, что N  £  W  и G =  N W.  Отсюда |G : W | — g-число и Н С W 9  

для некоторого д £ G. Тогда W 9  =  PW„(H) С Pg(H) = М  и G = NM.  
Допустим, что H N  ф G. Тогда из выбора G заключаем, что Н N  =

— Ph n{H) Я Pg{H) — М.  Получили противоречие G =  N M  C M / G ,
Значит, H N  — G. Из N n M  =  1 следует, что Н = М.  Тогда |7V| =  q. 

Ввиду H N  = N H  получаем, что N  С Pg{H) — М.  Откуда G С М  ф G. 
Это противоречие завершает доказательство леммы.

Следствие 2.8.1. Если G — w-сверхразрешимая группа, то любая 
силовская подгруппа из G пермутируема в G.

Заметим, пермутируемость в группе силовских подгрупп не является 
достаточным условием сверхразрешимости группы. Это следует из при­
мера 1 [8], в котором рассматривается w-сверхразрешимая, но не сверх­
разрешимая группа.

3. Критерии w-сверхразрешимости и сверхразрешимости групп

Теорема 3.1. Группа G w-сверхразрешима тогда и только тогда, 
когда любая силовская подгруппа группы G сильно пермутируема в G.

Доказательство. Пусть $  =  (G | любая силовская подгруппа 
группы G сильно пермутируема в G). Если G € wit, то ввиду 
следствия 2.8.1 и наследственности wH любая силовская подгруппа из 
G сильно пермутируема в G. Поэтому wil С

Пусть G — группа наименьшего порядка из 5\wH. Так как Pg{P) =
— G для любой силовской подгруппы Н  группы G, то по лемме 2.5 G 
дисперсивна по Оре. Пусть N  — минимальная нормальная подгруппа 
группы G. Возьмем любую силовскую р-подгруппу R / N  группы G/N.  
В G найдется Р £ Sylp(G) такая, что R / N  — PN/N.  Из G Е $  и 4) 
леммы 2.2 следует, что G/ N  € 5- Тогда G/ N  € wit. Так как wil — 
насыщенная формация по теореме 1.7, N  — единственная минимальная 
нормальная подгруппа группы G, Ф(С) =  1 . Пусть |G| =  Pi'P2 2 • ■
где pi — простые числа, г =  1,2, . . . ,  к и р\ > Р2 > ■ ■ ■ > Рк- Обозначим 
через Г\ силовскую р^-подгруппу группы G, i  — 1,2, . . . ,  к. Тогда N  С F\ 
и Р\ < G. Заметим, что Р\ P-sn G. Обозначим Hi = PiPi, i G { 2 к}.

Если Hi ф G для любого i £ {2, . . . ,  к}, то Я, € По выбору 
G группа Hi w-сверхразрешима. Из наследственности формации wil 
следует, что PiN £ wil. Поэтому Рг P-sn PtN . Из G /N  £ wil и 2) 
леммы 1.5 следует, что PiN P-sn G. По 4) леммы 1.5 получаем, что 
Pi P-sn G. Отсюда следует, что G £ wil. Это противоречит выбору G.

Значит, Hi — G для некоторого г из {2,3, ...,fc}. Из $(G) =  1 
следует, что G = M N , где М  — некоторая максимальная подгруппа 
группы G, М  П N  =  1, N  =  Cg{N). Из G/ N  ~  М  и леммы 1.1 следует,
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что Pi ПМ = 1. Поэтому N  =  Р\ и М  =  Рг. Ввиду того, что Рд(Рг) — G, 
найдется элемент у группы G такой, что у £ Pi, (у)Р\ = Pi{y)• Тогда 
G = (у)Pi- Откуда следует, что \N\ — р\. Значит, G сверхразрешима. 
Получили противоречие с выбором G. Теорема доказана.

Теорема 3.2. Группа G сверхразрешима тогда и только тогда, 
когда для любого множества простых чисел тг любо,я холлова ж- 
подгруппа из G пермутируема в G.

Доказательство. Пусть 5 =  (G | для любого множества простых 
чисел 7Г любая холлова 7г-подгруппа из G пермутируема в G). Из 
следствия 2.6.3 вытекает, что Я С  3".

Пусть G — группа наименьшего порядка из $  \  Я. Тогда любая 
силовская подгруппа из G пермутируема в G. По лемме 2.5 G 
дисперсивна по Оре. Пусть N  — минимальная нормальная подгруппа 
группы G. Для любого множества простых чисел 7Г возьмем любую 
холлову 7г-гюдгруппу K /N  фактор-группы G/N.  Из разрешимости G 
следует, что K / N  =  S N / N  для некоторой холловой 7г-подгруппы S  
группы G. Из G 6  5  и 1) леммы 2.2 заключаем, что K / N  = S N / N  
пермутируема в G/N.  Из выбора G следует, что G/ N  € Я. Так как Я
— насыщенная формация, N  — единственная минимальная нормальная 
подгруппа группы G, Ф(G) =  1. Тогда в G найдется максимальная 
подгруппа М  такая, что G = M N , Mfl JV =  1 , N  = Cg(N).  Ввиду 
Р  < G для Р  G Sylp(G) (р — наибольший простой делитель |Gj) 
получаем, что N  С Р. Из РПМ < М и леммы 1.1 следует, что РП М  = 
=  1. Поэтому N  = Р и М  — холлова ш-подгруппа для ш = 7r(G) \  {р}. 
Тогда М  пермутируема в G. Поэтому найдется х  € G, х 0 М  такой, что 
(х)М = G. Тогда силовская р-погруппа группы (х) является силовской 
р-погруппой группы G. Следовательно, |iV| =  р. Отсюда М ~  G/C g( N ) 
изоморфно вкладывается в Aut(Zp) ~  Zv~\. Поэтому G € Я. Получили 
противоречие с выбором G. Теорема доказана.

Теорема 3.3. Группа G сверхразрешима тогда и только тогда, 
когда G метанильпотеитна и любая силовская подгруппа группы G 
пермутируема в G.

Доказательство. Пусть 5 =  (G | группа G метанильпотеитна и 
любая силовская подгруппа группы G пермутируема в G). Если группа 
G сверхразрешима, то ее коммутант G' нилыютентен. Отсюда и из 
следствия 2.6.1 получаем, что Я С

Пусть G -- группа наименьшего порядка из £ \  Я. Из G51 € 01 
и G/GOT е 01 следует разрешимость G. Пусть N — минимальная 
нормальная подгруппа группы G. Из леммы 1.2 и нильпотентности 
Gm следует, что (G/ N)m =  G^ N / N  ~  Gm/G m П N  нилыютентен.
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Для R /N  € Sylp(G/N)  (p — любое простое число из it(G)) найдется 
такая Р  € Sylp(G), что R / N  — PN/N.  Ввиду 1) леммы 2.2 R / N  
пермутируема в G/N,  Из выбора G получаем, что G / N  сверхразрешима. 
Из насыщенности формации Н заключаем, что N  — единственная 
минимальная нормальная подгруппа группы G, Ф(С) =  1. Тогда G = 
=  NM,  где М  — максимальная подгруппа группы G, N  П М  = 1, 
Coreo(M) =  1. Так как N  -• элементарная абелева р-группа для 
некоторого р € 7r(G) и N  — Cg(N),  используя лемму 1 ,1 , получаем, что 
N  =  G51 =  F(G)  и G/ N  ~  М  — нилыютентная р'-группа. По лемме 2.5 
G дисперсивна по Оре. Тогда для |G| =  Pi 'pT  " '  рТ  (р* ~  пРостые 
числа, г =  1,2, . . . ,  к и pi > Р2 > > Рк), силовская рх-подгруппа 
Pi < G. Отсюда следует, что р =  р\ и N  — Р\.

Пусть Pi € Sylp.(G), Pi С М, г € {2,3, . . . ,  fc}. Так как Pg{Pi) =  G, 
в G найдется элемент х € G такой, что (х)Рг; — Pi{x) и х ^ М. Если
(ж) — р^-группа, то (ж)Д также является р'х-группой. Из разрешимости 
G следует, что (х)Р{ С М 9 для некоторого д Е G. Тогда (х)9 ' Pf  С 
С М.  Так как P f — силовская р*-подгруппа в нильпотентной группе 
М,  получаем равенство P f =  Pi. Значит, д~1 € Nc(Pi) =  М. Поэтому 
д Е М. Отсюда х Е  (x)Pi С М 9 =  М . Получили противоречие с х ф М.

Таким образом, (х) — не р'г группа. Пусть (z) € Sylpi((a:)). Ясно, 
что (z) Е  Sylpi((x)Pj) и (z) =  Pi П {x)Pi < (х)Р4. Поэтому <z)Pj — 
подгруппа в (x)Fj. Так как (z) С Pi n Pi — элементарная абелева pi- 
группа, заключаем, что |{г)| =  Pi-

Обозначим Ri =  (г)Д. Подгруппа Pi максимальна в Ri. Из 
NG(Pi) =  М следует, что (г) £  Поэтому АдДР) -  Pi.
Покажем, что С* = Сц^({г)) П Р* = 1. Допустим, что С, ф 1. Тогда 
(л) С Nc(Ci) и Р, С NrtiiCi) С NciCi). Так как М  нилыютентна, 
получаем, что Р3 С Nc(Ci) для любого j  Е  {2,3, . . . ,  fc}, j  ^  i.  Значит, 
М  Q NciCi) и М  ф Nc(Ci). Отсюда следует, что С, <  G. Поэтому 
1 7̂  G, С Согес(М) =  1. Получили противоречие, Итак, С, =  СдД(;г))П 
П р  = 1. Тогда Pi ~  Ri/{z) — Ri/Cfyiiz))  изоморфно вкладывается в 
Aut(ZPl) ~  ZPl_.]. Отсюда ввиду нильпотентности М  получаем, что М  — 
абелева группа экспоненты, делящей pi — 1. Из М ~  G / N  =  G/Cg{N)  
по теореме 1.9 заключаем, что |iV| =  р\. Поэтому G сверхразрешима. 
Это противоречит выбору G. Теорема доказана.

Теорема 3.4. Группа G сверхразрешима тогда и только тогда, 
когда любая пронормалъная в группе G подгруппа пермутируема в G.

Доказательство. Пусть $  = {G \ любая пронормальная в группе G 
подгруппа пермутируема в G). Если G — сверхразрешимая группа, то
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ввиду леммы 2.6 G Е  Поэтому Я С
Пусть G — группа наименьшего порядка из $ \  Я. Так как всякая 

силовская подгруппа группы G пронормальна в G, ввиду леммы 2.5 G 
дисперсивна по Оре. Поэтому G разрешима.

Пусть N  — минимальная нормальная подгруппа группы G. Возьмем 
любую пронормальную в G /N  подгруппу K/ N.  По 2) леммы 1.12 К  
пронормальна в G. Тогда Pq{K) = G. Ввиду 3) леммы 2.2 K / N  
пермутируема в G/N.  Поэтому G/ N Е  У, а значит, G/ N £ Я. Итак, N  —- 
единственная минимальная нормальная подгруппа группы G, $(G) =  1 . 
В G найдется максимальная подгруппа М  такая, что G =  NM,  N D M  — 
=  1, Corec(M) =  1, N  = Cg{N).  Из дисперсивности по Оре группы G 
следует, что N  С Р £ Sylp(G), где Р < G, р — наибольший простой 
делитель |G|. Ввиду леммы 1.1 РП М  — 1. Значит, N  — Р Е  Sylp(G).

Пусть q ~  наибольший простой делитель \М\. Из дисперсивности по 
Оре М  получаем, что М  = Na{Q)  для Q Е  Sylq(M).  Из Q Е  Sylg(G) 
следует, что Q — пронормальная подгруппа в G. Ввиду лемм 1.10 и 1.11 
Ng (Q) — пронормальная в G подгруппа. Тогда Р<?(М) =  Pg{Ng{Q)) —
— G. Из М  ф  G следует, что найдется х  Е G такой, что ( х ) М  = М ( х )  
и х  ф М .  Поэтому G =  ( х ) М  и силовская р-подгруппа из (ж) является 
силовской р-подгруппой группы G. Значит, jiVj =  р. Тогда подгруппа 
М  ~  G/ N  изоморфно вкладывается в Aut(ZP) ~  Zv- Поэтому G Е  Я. 
Это противореча' выбору G. Теорема доказана.

Теорема 3.5. Группа G сверхразрешима тогда и только тогда, 
когда G =  АВ  — произведение нильпотентных подгрупп А, В таких, 
что А и В пермутируемы в G.

Доказательство. Пусть $  = (G | группа G =  А В — произведение 
нильпотентных подгрупп А, В  таких, что А и В  пермутируемы в G). 
Если G сверхразрешима, то G =  F(G)H,  где Н — подгруппа Картера 
из G. Подгруппы F(G)  и Я  нильпотентны. Ввиду F(G)  < G и 
следствия 2.6.2 заключаем, что Pg(F(G)) =  G и Pg(H) = G. Поэтому 
Я С

Пусть G — группа наименьшего порядка из 5  \  Я. По известной 
теореме Кегеля-Виландта [10], [11] G разрешима. Пусть N — 
минимальная нормальная подгруппа группы G. Из A N / N  ~  А/А  П 
DTVeOT, B N / N  ~  B / B D N  ЕУХи 1) леммы 2.2 следует, что G/ N £ Я. 
Поэтому N — единственная минимальная нормальная подгруппа в G, 
<E>(G) =  1. В G найдется максимальная подгруппа М  такая, что G = 
= NM,  N  П М  =  l,Corec(M ) = 1. Подгруппа N  =  Cg{N)  и N  ~ 
элементарная абелева р-группа для некоторого р Е tt(G). П о  лемме 1.13, 
если N  С А, то А -  р-группа и В  р'-группа.
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Рассмотрим любой х € G, для которого {х)В =  В(х)  и х  £ В.  Пусть 
R ~ (х )В  и (х) =  (z)(y), где (л) е Sylp({x)) и (у) —- холловар'-подгруппа 
из (х). Ясно, что (х ) не является р'-группой. По лемме 1.14 {у)В есть 
холлова р'-подгруппа. группы R. Поэтому (у) С В  и R — {z ) B . Пусть 
В  =  Р1Р2 ■ ■ ■ Рк,где Pi е Sylp,(P ),i =  1 , 2 , . . . , /с. Возьмем любое г € 
€ {1, 2 , . . . ,  /с). По лемме 1.14 для 7Г* =  {р, р,} в Д существует холлова тг*- 
подгруппа (л)Р; =  Pi(z). Тогда {х)Р{ =  (z)(y)Pt = (z ) P ( y ) =  Pt(z}(y) = 
=  Pi (ж). Следовательно, х € Рс(Рг). Подгруппа Р  С Na(Pi) Я Рз(Рг)- 
Отсюда G = РС(Р) С Pg(P»), т.е. G =  Pg{P)- Так как Л е  Sylp(G), Pi € 
€  Sylp.(G), ввиду 2) леммы 2.1 заключаем, что G — Pg(H)  д л я  любой 
силовской подгруппы Н  группы G. По лемме 2.5 группа G дисперсивна 
по Оре. Так как N  — единственная минимальная нормальная подгруппа 
в G и N  — р-группа, получаем, что р — наибольший простой делитель 
|G|. Тогда из N  С А € Syip(G) следует, что А < G. По лемме 1.1 
GjCciN)  = G/ N  ~  М не имеет неединичных нормальных р-подгрупп. 
Поэтому А П М  — l m N  = A. H3 G = АВ = N B  следует, что 
В  — максимальная подгруппа группы G. Ввиду В ф G и Рс{В) = 
=  G, найдется д £ G такой, что (<?)Р =  Р{<?) и д £ В.  Тогда G = 
=  {<?)#. Поэтому А — циклическая группа и \А\ = р. Итак, фактор­
группа G/Cg(A) — G/А  изоморфно вкладывается в k\ii{Zv) ~  Zp^\. 
Следовательно, G — сверхразрешимая группа. Получили противоречие 
с выбором G. Теорема доказана.

Следствие 3.5.1. Пусть G = А В  — произведение своих силовских 
подгрупп А и В. Группа G сверхразрешима тогда и только тогда, когда 
А и В пермутируемы в G.

Следствие 3.5.2. Группа G сверхразрешима тогда и только 
тогда, когда группа G =  F(G)H, где Н  — подгруппа Картера и Н 
пермутируема в G.

Sum m ary

Let Я  be a subgroup of a group G. The permutizer of Я  in G is the 
subgroup Pg(H) =  (x € G I {x)H  =  H(x)).  A subgroup Я  of a group 
G is called: 1) permutizible in G if Pg (H) =  G; 2) strongly permutizible 
in G if Pu{H) =  17 whenever H < U < G. Finite groups with permutiz­
ible and strongly permutizible in G pronormal subgroups are studied. New 
characterizations of w-supersoluble and supersoluble groups are received.
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