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Все рассматриваемые нами в данной работе группы конечны. Все 
используемые обозначения и определения соответствуют принятым в [7,

Как показывают исследования многих авторов, строение конечной 
группы тесно связано со свойствами её минимальных подгрупп. Напо
мним, например, что если группа G имеет нечётный порядок и все её 
минимальные подгруппы входят в центр группы G, то группа нильпо- 
тентна [10]. Если же у группы нечётного порядка все минимальные под
группы нормальны, то такая группа сверхразрешима [6]. Эти результаты 
получили развитие в работах многих авторов. Среди недавних работ по 
теории минимальных подгрупп отметим содержательную работу [1].

В данной работе изучаются группы, у которых для некоторого фик
сированного простого числа р  каждая подгруппа порядка р содержится 
в гиперцентре своего нормализатора. Оказалось, что такие группы сов
падают в точности с группами, у которых все их р-сверхразрешимые 
подгруппы р-нильпотентны. Получены характеризации р-разрешимых 
групп, у которых каждая подгруппа порядка р содержится в гиперцен
тре своего нормализатора.

Напомним, что подгруппа Н  группы G называется п-минималъной, 
если в G существует такая цепь, что

и в любой максимальной цепи такого вида число членов не превосходит 
п  +  1. Введем следующее

О пределение. Пусть 0 ^ 7 г С Р и р б 7 г .  Группу G назовём п М п- 
группой (в частности, пМр-группой при 7г =  {р}), если для любой её 
n-минимальной (а при п  > 1 и неэлементарной) 7гй-подгруппы // выпол
няется включение

В частности, 1М7г-группу будем называть М^-группой.

1. Л ем м а. Пусть А\, A q — такие нормальные в G подгруппы, что 
для любого G -главного pd-фактора Н /К ,  где К  < Н < Ai для любого 
г = 1,2, выполняется следующее условие:

4].

н  с Z oo( N g ( H ) ) .

CG( H / K ) = G. ( 1)

устаиова «дукацы*
-Гомепьск! дзяржауны ун1верс1тэт
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Тогда условие (1) выполняется и для любого G-главного р<1-фактора 
подгруппы А \А 2■

Доказательство. Рассмотрим нормальный ряд группы G

1 С Ai  С А ХА 2.

Уплотним его до главного ряда группы G:

1 =  G0 С Gi С ... С Gt =  Ах С Gt+1 С ... С Gt+T =  A XA2.

Так как по условию леммы все (Заглавные рй-факторы группы Ах удо
влетворяют условию (1), то нам достаточно показать, что все G-главные 
рс^-факторы между А\ и АхА2 удовлетворяют условию (1). Пусть Н / К
— произвольный G-главный pd-фактор, где Ах С Я  С АхА2. Согласно 
[5, с. 15] фактор Я / К  является G-изоморфным фактору Н Г \А 2/ К П А 2. 
Значит, фактор Н П А 2/К Г \А 2 является G-главным рй-фактором. Кроме 
того, Я  П А 2 С А 2. Н о тогда по условию леммы имеем

CG{H  П А 2/ К  п  А 2) = G = Сс {Н /К ).

Лемма доказана.

2. Л емма. Всякая подгруппа п М ж-группы G является п М п- 
группой.

Доказательство. Пусть Т  — произвольная собственная подгруппа 
nM^-группы G. Покажем, что группа Т  является пМ^-группой. Пусть 
Я  — произвольная n -минимальная (а при п  > 1 и неэлементарная) 
ж^-подгруппа группы Т. Покажем, что Н С Zoo(Nt(H)).  Пусть N  =  
=  Ng{H). Так как группа G является пМ^-группой, то Я  С Z ^ N ) .  
Поэтому нам достаточно лишь проверить, что

Zoo(N) С Zoo{NT(H)).

Рассмотрим произвольный iV-главный ряд в Zoo{N)-.

1 =  N 0 С Nx С . . .  С Nt = Z ^ { N ) .

Ввиду леммы 1 имеем
CN(N,/Ni_  ,)= N
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для любого г =  1 , . . . ,  t.
Рассмотрим ряд

1 = No П Т  С N \ H T  С . . . С  N t C\T = Z ^ N )  П Т. (2)

Пусть Ti =  Ni П Т, где i = 1, . . .  ,t. Заметим, что T;_i о Ti для всех 
i  = 1 , . . .  ,t. Так как

T i/T i-i  = N iH T /N i^ n T D N i  ~  =  N ^ T i / N ^  С А ^ - ь

то
CT (Ti/Ti-i) Э CT{Ni/Ni_j) =  CN(N i/N i-i)  П Т  =  iV ПТ.

Но тогда

лг n  Т  С CT(Ti/Ti-i) D N  = QrmfiTi/Ti-!) C T n N .

Значит,
Crn jv(Ti/T l_1) =  r n i V .

Заметим, что
(£оо(Л0 П Т) < (7V п  Г ) =  Л Ц Я ).

Отбросив в ряду (2) повторяющиеся члены и уплотнив его до главного 
ряда группы Т  П N ,  видим, что Z ^ N )  С Zoq(N t(H )) .  Лемма доказана.

3. Л емма. Каждая р-сверхразрешимая подгруппа группы G яв
ляется р-нилъпотентной тогда и только тогда, когда каждая мини
мальная р-подгруппа Я  группы G удовлетворяет условию

Я  С Zs (Ng (H )),

где У ~  формация всех р-нильпотентпых групп.

Доказательство. Н е о б х о д и м о с т ь .  Предположим, что каж
дая р-сверхразрешимая подгруппа группы G является р-нильпотентной. 
Докажем, что для произвольной минимальной р-подгруппы Я  группы G 
имеет место включение

Я С Z$(Na {H)).

где У — формация всех р-нильпотентных групп. Пусть Я  =  (х), N  =
= N g (H), Np — силовская р-подгруппа в N. Тогда из того, что Н <\ Np
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следует, что Я  П Z (N P) ф 1. Так как группа Я  простого порядка, то 
Я  С Z (N P), и поэтому Np С Сс(Н).

Пусть теперь у — такой элемент из N,  что его порядок не делится на 
р. Тогда в группе Т  =  (х)(у) подгруппа (х) — силовская р-подгруппа, (у)
— холловская //-подгруппа. Очевидно, группа Т  является сверхразреши- 
мой. Значит, она р-сверхразрешима. Тогда группа Т  по предположению 
является р-нильпотентной, что влечёт включение

У С CG({x)).

Любой элемент z Е N  представим в виде z =  z\z%, где ,z\ — p-элемент, 
Z2 — р'-элемент в N.  Тогда согласно доказанному z \ . 6  С д(Я ), откуда 
следует, что 2  =  z \z i  Е С о (Н ), т.е. N  С Са{Н).  Получаем, что Я  С 
С Z (N ) ,  а значит, Я  С Z$(N).

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть каждая минимальная р-подгруппа Я  
группы G удовлетворяет условию

Я  С Zs (Ng (H)),

где ^  — формация всех р-нильпотентных групп. Докажем, что каж
дая р-сверхразрешимая подгруппа группы G является р-нильпотентной. 
Предположим, что это утверждение не верно. Выберем в группе G р- 
сверхразрешимую подгруппу Я  наименьшего порядка, не являющуюся 
р-нильпотентной. Тогда каждая собственная подгруппа группы Я  р- 
нильпотентна. Согласно [9, с. 434] группа Я  является группой Шмидта. 
Ввиду [4, с. 243] и [4, с. 244] имеем

Я  =  PQ, CP(Q) =  Р> =  Ф (Р),

где Р  — нормальная силовская р-подгруппа группы Я , Q — её цикличе
ская силовская д-подгруппа, р и q — различные простые числа.

Так как группа Я  является р-сверхразрешимой, а Р /Ф (Р ) — главный 
р-фактор в Я , то Р /Ф (Р )  — циклическая группа. Тогда ввиду |8, с. 173] 
группа Р  также циклическая, а значит, она является абелевой. Поэтому 
Р' =  Ф (Р) = 1 .  Но так как Р/Ф (Р ) = Р/1 — главный р-фактор, то 
|Р | =  р. Ввиду того, что N h {P) = Я , получаем, что Р  С Z$(H),  т.е. 
Н /С н (Р ) G / (р)  =  (1), где /  — локальный спутник формации всех р- 
нильпотентных групп. Тогда Сн(Р) = Я , т.е. Р  С Z(H ).  Значит, Я  — 
нильпотентная группа. Противоречие. Лемма доказана.
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4. Л ем м а. Каждая р-сверхразрешимая подгруппа группы G явля
ется р-нилъпотентной тогда и только тогда, когда группа G является 
Мр-группой.

Д оказательство. Н е о б х о д и м о с т ь  доказывается так же, как 
и в лемме 3.

Д о с т а т о ч н о с т ь  вытекает из леммы 3.

5. Л емма. Каждая р-сверхразрешимая подгруппа группы G яв
ляется р-нильпотентной тогда и только тогда, когда каждая мини
мальная р-подгруппа Я  группы G удовлетворяет условию

Я  С Z (N g (H)).

Доказательство. Н е о б х о д и м о с т ь  доказывается так же, как и 
в лемме 3.

Д о с т а т о ч н о с т ь  следует из леммы 3.
6. Л емм а. Каждая р-сверхразрешимая подгруппа группы G яв

ляется р-нильпотентной тогда и только тогда, когда для любой 2- 
минимальной неэлементарной pd-подгруппы Я  группы G выполняется 
включение

Я  С Z s (N g (H)),  

где У — формация всех р-нильпотентных групп.

Доказательство. Н е о б х о д и  м о с т ь .  Пусть каждая р- 
сверхразрешимая подгруппа группы G является р-нильпотентной. Пусть 
Я  — любая 2- минимальная неэлементарная рс?-подгруппа группы G, у
— любой элемент из N g { H ) .  Рассмотрим группу Н(у). Понятно, что 
Я  <а Я  (у). Ввиду изоморфизма

Я  (у ) /Н  ~  ( у ) /Я  П (у)

следует, что группа Я  {у) является циклической, а значит, — сверхраз- 
решимой. Если |Я | =  р1. то ввиду цикличности Я  и [7, с. 2] следует, 
что группа Н(у)  сверхразрешима. Если \Н\ = pq, где q — отличное от 
р простое число, то в группе Я  (у) имеется нормальный ряд, проходя
щий через Я , с главными факторами простых порядков. Тогда группа 
Я  будет также сверхразрешимой, а значит, — р-сверхразрешимой. По 
условию леммы группа / /  (у) должна быть р-нильпотентной. Тогда для
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любого главного рс£-фактора L /Z  группы Я  (у), лежащего ниже Я , имеет 
место равенство

CH{y)(L /Z )  = Н(у),

поэтому
У G C H ( y ) ( L / Z ) .

Тогда
N g{H ) С CH(y)(L /Z )  С CNg{h )(L /Z ) .

Отсюда получаем, что

■ CNg{h )( L / Z ) =  ЛГ0 (Я ).

Значит,
Я  С Z ^ N g (H)),

где ^  — формация всех р-нильпотентных групп.
Д о с т а т о ч н о с т ь .  Допустим, что для любой 2-минимальной 

неэлементарной рй-подгруппы Я  группы G выполняется включение

Я  С Zs (Ng(H)),

где ^  — формация всех р-нильпотентных групп. Докажем, что каж
дая р-сверхразрешимая подгруппа группы G является р-нильпотентной. 
Предположим, что это утверждение не верно. Выберем в группе G р- 
сверхразрешимую подгруппу Т  наименьшего порядка, не являющуюся 
р-нильпотентной. Тогда каждая собственная подгруппа группы Т  р- 
нильпотентна. Согласно [9, с. 434] группа Т  является группой Шмидта. 
Ввиду [4, с. 243] и [4, с. 244] имеем

Т  =  P Q , CP(Q) = Р ' = Ф (Р),

где Р  — нормальная силовская р-подгруппа группы Т, Q — её цикличе
ская силовская д-подгруппа, р и q — различные простые числа.

Так как группа Т  является р-сверхразрешимой, а Р /Ф (Р ) — главный 
р-фактор в Т, то Р /Ф (Р ) — циклическая группа. Тогда ввиду [8, с. 173] 
группа Р  также циклическая, а значит, она является абелевой. Поэтому 
Р ' =  Ф (Р) =  1. Но так как Р /Ф (Р ) =  Р /1  — главный р-фактор, то 
|Р | =  р. Пусть Zq — группа простого порядка q группы Q. Понятно, 
что в группе P Z q все максимальные ряды имеют длину, равную 2, т.е.
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подгруппа Я  =  P Z q является 2-минимальной в группе Т. Тогда ввиду 
предположения

я С Zs (Ng(H)).

Так как Н <Ng(H),  то у группы Я  все главные pd-факторы центральны 
в Nq(H).  Следовательно,

Cng(h){P) = N g{H).

Это влечет, что
СН(Р) = Р,

т.е. Я  — нильпотентная группа. Противоречие. Лемма доказана.

7. Теорема. Д л я  группы G следующие условия эквивалентны:
1) каждая р-сверхразрешимая подгруппа группы G является р- 

нилъпотентной;
2) каждая минимальная р-подгруппа Я  группы G удовлетворяет 

условию
Я  С Z$(Ng{H)),

где У — формация всех р-нилъпотентных групп;
3) группа G является Мр-группой;
4) каждая минимальная р-подгруппа Я  группы G удовлетворяет 

условию
Я  С Z {N g{H))-

5) для любой 2-минимальной неэлементарной pd-подгруппы Я  
группы G выполняется включение

Я  С Z$(N g(H)),

где $  — формация всех р-нилъпотентных групп.

Доказательство. Эквивалентность утверждений 1) и 2) следует из 
леммы 3.

Эквивалентность утверждений 1) и 3) следует из леммы 4. 
Эквивалентность утверждений 1) и 4) следует из леммы 5. 
Эквивалентность утверждений 1) и 5) следует из леммы 6.
Теорема доказана.

Ввиду теоремы 7 2М„-группа является Мр-группой.
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8. Л емма. Пусть $  — класс всех Мр-групп, G — минимальная 
не ^-группа. Тогда она является группой Шмидта порядка pqn, где 
q | (р — 1), и в которой силовская р-подгруппа нормальна.

Доказательство. Так как группа G не является Мр-группой, то 
ввиду леммы 4 в группе G существует р-сверхразрешимая подгруппа Я , 
не являющаяся р-нильпотентной группой.

Допустим, что Я  — собственная подгруппа группы G. Тогда Я  явля
ется Mp-группой. Ввиду леммы 4 Я  — р-нильпотентная группа. Проти
воречие. Значит, Я  =  G и G — группа Шмидта. Согласно [4, с. 243] G — 
=  PQ, силовская р-подгруппа Р  нормальна в G, силовская д-подгруппа 
Q циклична.

Из того, что группа G  является р-сверхразрешимой, следует, что 
|Р | =  р. Согласно [11, с. 4] факторгруппа G /C q {P ) имеет экспоненту, 
делящую р — 1. Значит, из изоморфизма G / Р  ~  Q следует, что |G| =  pqn 
и q делит р — 1. Лемма доказана.

Напомним следующее определение. Подгруппой Томпсона J(P )  
группы Р  называется подгруппа, порождённая всеми абелевыми под
группами группы Р  максимального ранга.

9. Теорема. Пусть G — р-разрешимая группа, р — простое нечёт
ное число. Группа G является Мр-группой тогда и только тогда, ко
гда N g (Z (J (P )))  является Мр-группой, где Р  — силовская р-подгруппа 
группы G.

Доказательство. Н е о б х о д и м о с т ь  следует из леммы 2.
Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть N g (Z (J  (Р))) является А/р-группой, 

где Р  — силовская р-подгруппа группы G, a G не является М?,-группой. 
Пусть В  — минимальная не У-подгруппа группы G. Ввиду леммы 8 В 
является группой Шмидта порядка pqn, где q\(p — 1).

Так как группа G р-разрешима, то ввиду [3] в G существует {р, q}- 
холловская подгруппа Я , содержащая группу В.

Предположим, что Я  <  G. Пусть Т  — силовская р-подгруппа группы 
Я. Понятно, что Т  будет силовской р-подгруппой в группе G. По пред
положению N g (Z (J (T )) )  является Мр-группой. Но тогда и N h (Z (J (T )) )  
является А/р-группой. По индукции получаем, что Я  — Мр-группа, по
этому и В  является Мр-группой. Противоречие. Значит,

G = Н = PQ,
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где Q — силовская q-подгруппа группы G, q\(p — 1) и р > 2.
Покажем, что подгруппа N g (Z (J (P )))  является р-нильпотентной. 

Д ля этого мы фактически покажем, что всякая Мр-группа порядка 
paqb, где а и Ь — различные простые числа и q \ р — 1, является р- 
нильпотентной группой. Предположим, что это не верно. Пусть группа 
N g(Z (J (P )) )  — контрпример минимального порядка. Тогда согласно 
[9, с. 434] N g(Z (J ( P ))) является группой Шмидта. Так как q де
лит р — 1, то каждый главный ре?-фактор группы N g{Z {J (Р))) имеет 
порядок р, поэтому группа N a (Z (J (P )) )  является р-сверхразрешимой. 
Так как N g (Z (J (P )))  — Мр-группа, то ввиду леммы 4 она является р- 
нильпотентной. Противоречие.

Итак, группа N g(Z (J (P )))  является р-нильпотентной. Тогда ввиду 
[8, с. 280] следует, что и группа G р-нильпотентна. Значит, и её под
группа В  является р-нильпотентной. Противоречие завершает доказа
тельство теоремы.

Далее нам понадобятся следующие четыре леммы.

10. Лемма. Пусть G = [Ь]М, где М  ф G. Если L — минимальная 
нормальная абелева подгруппа в группе G, то М  является максималь
ной подгруппой группы G.

11. Лемма. Пусть Р  — нормальная силовская р-подгруппа группы 
G. Если  (Р ) =  1, то К  = C\Ki = 1, где Ki пробегает все такие нор
мальные в G подгруппы, что P /K i  — главный фактор подгруппы Р.

Доказательство. Так как по условию Ф(Р) =  1, то Р  — элементар
ная абелева р-группа группы G. Следовательно, мы можем рассматри
вать группу G как F(p) \0 / Р]- модуль, где Р(р) — поле из р элементов. 
Но так как Р — силовская р-подгруппа в G, то ( |Р |, |G /P |)  =  1. Следо
вательно, ввиду [2, с. 182]

Р  =  Рг х . . .  х Pt,

где Pi — минимальная нормальная в G подгруппа.
Пусть К 1 , . . . ,  К п — набор всех таких нормальных в G подгрупп, что 

группа Р / К, является G-главным фактором.
Допустим, что лемма не верна, т.е. К  = К\  П . . .  П К п ^  1- Пусть 

L — минимальная нормальная подгруппа группы G, содержащаяся в 
К .  Пусть Т  — наибольшая нормальная в G р-подгруппа со свойством 
Т  П L =  1.
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Предположим, что Т  ф Ki для любого г. Тогда группа Р / Т  не яв
ляется главным фактором группы G. Ясно, что T L / T  — минимальная 
нормальная подгруппа в группе G/Т .  Пусть D / T  — минимальная нор
мальная р-подгруппа в G /Т ,  не равная L T /T .  Тогда D<G  и D является 
р-подгруппой в G. Кроме того, если L  С D, то

T L / T C D / T .

Отсюда следует, что
T L / T  =  D /T .

Противоречие. Следовательно, найдётся Такое г, что Т  = Ki. Но так как 
Т  Л L — 1, то L % Ki, а значит,

L  % HKi = К.

Противоречие. Лемма доказана.

12. Лемма. Пусть в бипримарной группе G силовская р-подгруппа 
нормальна и циклична, где р  — нечетное простое число. Тогда если 
подгруппа порядка р группы G содержится в Z{G), то группа G явля
ется р-нилъпотентной.

Доказательство. Пусть G = \P\Q, где Р  — силовская р-подгруппа, 
Q — силовская g-подгруппа группы G. Так как Р — циклическая группа, 
то в ней существует единственная подгруппа порядка р. Предположим, 
что группа G не является р-нильпотентной. Понятно, что ввиду [9, с. 
434] в группе G существует подгруппа Шмидта А = \AV]Aq. Так как р — 
нечетное простое число, то ввиду [4, с. 244] группа Ар имеет экспоненту 
р, а значит, | Ар\ = р. Но тогда Ар С Z(A) ,  а значит, Aq <\ А, что влечет 
р-нильпотентность группы А. Противоречие. Лемма доказана.

13. Лемма. В произвольной группе G любая ее силовская подгруппа 
не входит в подгруппу Фраттини группы G.

Д о казател ьство . Пусть Gv — произвольная силовская р-подгруппа 
группы G. Предположим, что лемма не верна, т.е. Gp С ®(G). Тогда 
факторгруппа G / 0 ( G )  является р'-группой, т.е. G/<D(G) £ ©р', где ©р' 

формация всех р'-групп. Ввиду насыщенности формациии ©р- следует, 
что группа G является р'-группой. Противоречие. Лемма доказана.
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14. Теорем а. Пусть р — простое нечетное число, G — р- 
разрешимая группа. Группа G является Мр-группой тогда и только 
тогда, когда N G( X)  = CG{X) для каждой подгруппы X  из G порядка р, 
не содержащейся в Z$(G), где У — класс всех р-разрешимых Мр-групп.

Д о к азател ьств о . Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть G является 
Мр-группой, где р — простое нечетное число. Пусть X  — подгруппа из 
G порядка р. Д ля каждого элемента у из N G{X )  группа X(у)  является 
сверхразрешимой, а значит, и р-сверхразрешимой подгруппой группы 
G. Ввиду леммы 4 группа Х(у )  является р-нильпотентной. Значит, 
С Х(У)(Х)  = X(у) .  Поэтому группа (у) централизует подгруппу X .  Итак, 
N g (X)  = CG(X).

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Предположим, что N G( X ) =  CG( X)  для 
каждой подгруппы X  из группы G порядка р, не содержащейся в Z$(G), 
но группа G не является Мр-группой. Допустим, что

g / z s (G) е  у.

Ввиду [1] следует, что и G £ J ,  т.е. группа G является Мр-группой. 
Противоречие. Значит,

g / z s (g ) #  3

и G/Z$(G)  содержит минимальную не ^-подгруппу H/Z$(G), которая 
ввиду леммы 8 является группой Шмидта порядка pqn, где г/|(р — 1).

Выберем в группе Н  группу В  наименьшего порядка такую, что Н = 
= Z%{G)B. Тогда ввиду [7, с. 30] следует, что

Zs ( G ) n B <  Ф (В).

Из изоморфизма
В / В  Г\ Z%{G) ~  H/Z$(G)

и леммы 13 следует, что группа В / Ф ( В ) имеет нормальную силовскую 
р-подгруппу РФ( В) / Ф( В)  порядка р, где Р  — силовская р-подгруппа 
группы В.  Так как Р<зВ,  то ввиду [7, с. 30] имеем

Ф (Р) <  Ф (В)  П Р.

Кроме того ясно, что В  =  PQ,  где Q некоторая q-подгруппа группы 
В  и q \ ( p -  1).
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С другой стороны, если К  — некоторая подгруппа группы Р  такая, 
что Р / К  — главный фактор в В , то

В / К  = ( Q K /  К ) ( Р / К ) .

Поэтому ввиду леммы 10 Q K / К  является максимальной подгруппой в 
группе В / К.  Отсюда следует, что K Q  является максимальной подгруп
пой в группе В.  Так как

Р П Ф ( В )  < KQ,

где К  — р-группа, Q — г/-группа, и Р  П Ф(В) является р-группой. то

Р  П Ф(В) < К.

Тогда
Ф (Р) < К  < Р .

Из того, что Ф (Р) char Р  а Р<зЯ, ввиду [8, с. 16] следует, что Ф (Р) <В.
Рассмотрим факторгруппу В/ Ф(Р) .  Пусть К 1/ Ф ( Р ) , . . . .  К п/Ф(Р)

— набор всех таких нормальных в В/ Ф( Р)  подгрупп, что факторгруппа 
(P/ Ф(P) ) / (Ki / Ф(P) )  является Р/Ф (Р)-главным фактором. Так как 
ввиду леммы 11

П(Кг/Ф (Р )) -  (ПК»)/Ф(Р) =  Ф (Р )/Ф (Р ), 

то ПKi =  Ф (Р). Следовательно, 

Ф ( В ) П Р  С Ф (Р).

Тогда, ввиду доказанного выше,

Ф ( В ) П Р  =  Ф (Р).

Из
Р /Ф (Р ) =  Р / Р п  Ф(В)  ~  РФ(В) / Ф(В)

следует, что Р /Ф (Р ) — циклическая группа порядка р. Поэтому и Р  — 
циклическая р-группа.

Пусть X  — подгруппа группы Р  порядка р. Допустим, что X  g  
С Zg(G). Тогда по условию теоремы N g{X)  =  Cq{X).  Так как A 'charPo 
В , то ввиду [8, с. 16] Х<\В, откуда следует, что В  <  N c ( X ) .  Значи т, X  С 
С Z(B) .  Докажем, что группа В  будет нильпотентной. ПpeдпoJЮжим,
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что это не так, и пусть Т  — подгруппа Шмидта в группе В.  Тогда ввиду 
[4, с. 243]

Т  — [Тт]Тт ,

где ТТ — нормальная силовская r -подгруппа группы Т, Тт — циклическая 
силовская m -подгруппа группы Т. Но так как В  является {р. д}-группой 
с нормальной силовской р-подгруппой, то

т = [ З д .

Из того, что группа Р  циклическая, следует, что и группа Тр является 
циклической. Так как р — нечётное простое число, то группа Тр имеет 
экспоненту р , а значит,

\Тр\ = р.

Отсюда следует, что
Тр С Z(T) .

Но тогда ввиду леммы 4 группа Т  является р-нильпотентной. Противо
речие с тем, что Т  — группа Шмидта. Значит, В  является нильпотентной 
группой. Но тогда и факторгруппа H/Z$(G)  ~  В / В  П Z^(G) является 
нильпотентной. Противоречие. Поэтому

Са (Х)  < Ng (X) .

Тогда X  <  ZS{G).
Пусть Z  = Z$(G) и пусть

1 = Zq < Z\ < . . .  < Z\ =  Z  —

G-главный ряд группы G ниже Z .
Пусть X  < Zi, но X  ^  Zi - 1  для некоторого г > 0. Тогда р | \Zl/ Z l- 1 1 

и поэтому Z i/Z i - 1 — р-группа. Так как по определению ^-гиперцентра 
имеем

G/CaiZi/Zi._0 € / ( р ),

где спутник /  такой, что /(р ) =  p-6^(p_i), а /(р ')  =  У, то G /G G(Z i/Z ,_1) 
является группой, чей порядок взаимно прост с р — 1.

Докажем, что Q централизует факторгруппу Zi/Z i- ь Предположим, 
что это не так. Тогда

Q £  CG{Zi/Zi..0 ,
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а значит,
q | | с / с с ( а д _ 1 ) | ,

т.е. порядок Q взаимно прост с р — 1. Но Q является g-группой, причём 
q\(р — 1). Противоречие. Значит, Q центролизует В частности,
Q центролизует X Z i - \ /Z i - \ .  Так как

X  < Р < з В

и Р  — циклическая р-группа, причём р > 2, то ввиду леммы 4 фактор
группа B Z i - \ /Z i - \  является р-нильпотентной. Ввиду изоморфизмов

B Z i ^ / Z i - i  ~  B / B n - Z i - 1  и Я /Z  =  B Z / Z  ~  В / В  n  Z

следует, что факторгруппа Я /Z  является гомоморфным образом группы 
В / В  П Zi - 1 и поэтому H / Z  нильпотентна. Противоречие. Теорема до
казана.

15. Теорема. Пусть р — простое число, $  — класс всех Мр-групп. 
Если для каждой подгруппы X  из G* порядка р группа N G(X)  является 
Мр-группой, то группа G является Мр-группой.

Доказательство. Предположим, что условия теоремы выполнены, 
но группа G не является Мр-группой. Ввиду леммы 8 в группе G содер
жится минимальная не ^-группа Я , которая является группой Шмидта 
порядка pqn, причём q \(р — 1), в которой силовская р-подгруппа Р  нор
мальна, силовская g-подгруппа Q циклична.

Предположим, что Р  С G*. Тогда по условию !\Та(Р)  является Мр- 
группой. Ввиду леммы 2 Мр-группой является и её подгруппа N jj (Р). 
Так как Я / Р  ~  Q является сверхразрешимой группой, а Р  — цикличе
ской, то ввиду [7, с. 2] группа Я  =  N h ( P ) является сверхразрешимой, 
а значит — р-сверхразрешимой. Ввиду леммы 4 группа Я  должна быть 
р-нильпотентной. Но тогда группа Я  нильпотентна. Противоречие. Та
ким образом Р  <2 G5.

С другой стороны так как G /G s £  J  и ввиду леммы 2 формация $  
наследственна, то

H / H n G *  ~  H G*/G S е $ .
Так как группа Я  сверхразрешима, а значит — р-сверхразрешима, то и 
Н / Hr\G*  является р-сверхразрешимой. Но тогда ввиду леммы 4 группа 
Я /Я  П G® является р-нильпотентной. Тогда Р  С Gtf. Противоречие 
завершает доказательство теоремы.
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