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Все рассматриваемые нами группы конечны.
Мы используем стандартную терминологию [1 3]. Кроме того, нам 

будут необходимы некоторые определения и обозначения из работы 
А.Н.Скибы и Л.А.Шеметкова [4] и понятие подгруппового функтора, 
введенное А.Н.Скибой в монографии [5].

Напомним, что подгрупповой функтор Скибы сопоставляет каждой 
группе G такую систему е е  подгрупп t(G ), ч т о  выполняются следующие 
условия:

1) G G t(G ) д л я  любой группы G;
2) для любого эпиморфизма ip : А В  и для любых групп Н  €Е т(А) 

и Т  £ т(В) имеет место

W  € т{В) и Т е  т(А).

В дальнейшем т обозначает некоторый фиксированный подгрупповой 
функтор Скибы. Формация £  называется т-замкнутой [5], если t(G) С $  
для всех групп G G 5-

Далее со — некоторое множество простых чисел. Согласно [4], всякая 
функция вида

/  : со U {со'} —* {формации групп}
называется w-локальным спутником. Спутник /  называется т-значным, 
если все значения /  являются т-замкнутыми формациями. Пусть G0J(t 
означает наибольшую нормальную подгруппу N  в G такую, что со П 
Г\тт(Н/К) ^  0  для каждого композиционного фактора Н /К  из N  (Gwd =  
=  1, если и> П 7r(Soc(G) =  0).

Для произвольного спутника /  символ LF^{f) обозначает [4] класс

{G | G/Gud G Д о/) и G/FP(G) е  f{p) для всех р е  и  П tt(G)}.

Если формация $  такова, что £  =  LFu(f) , то говорят, что она из-локальна 
и /  — w-локальный спутник этой формации. Если при этом все значения 
/  лежат в то /  называется внутренним спутником формации

Пересечение всех т-замкнутых w-локальных формаций, содержащих 
X, обозначается через r “form(X) и называется т-замкнутой ^-локальной 
формацией, порожденной X. Если X = {G}, то формация reform(X) 
называется однопорожденной т-замкнутой о;-локальной формацией.

Напомним, что т^-неприводимые формации — это такие т-замкнутые 
о;-локальные формации что 5  ^  т“6эгт(иХ;), где {X; | i & 1} — набор 
всех собственных т-замкнутых w-локальных подформаций из

Если т-замкнутые w-локальные формации ЯЯ и £  таковы, что 9Л С 
С ^  и не существует такой т-замкнутой w-локальной формации S). что 
9Л С С то 9Я называется максимальной т-замкнутой ы-локальной 
подформацией в 5.

Символом TformX обозначается пересечение всех таких т-замкнутых 
формаций, которые содержат совокупность групп X.



Легко видеть, что множество всех т-замкнутых w-локальных форма
ций является полной решеткой. Целью данной работы является описание 
элементов высоты 3 этой решетки. Доказательство теоремы базируется 
на следующих леммах.

Лемма 1. Если G — простая о /-группа и t ( G ) С {1,G}, то 
тш formG =  formG.

Доказательство. Поскольку G — оУ-группа, то

1Ш form G ----- form G.

Действительно, ясно, что lu formG 2  formG. Покажем, что

7r(formG) С 7r(G).

Так как G 6 0*, где п =  7r(G) и, очевидно, 0 Я — формация, то

formG С <&ж.

Следовательно,
7r(formG) С 7r(G).

Но по условию G — оУ-группа. Значит,

formG С ©ш/.

Поэтому, очевидно, formG w-локальная формация и G 6 formG. Сле
довательно,

form G С form G.
Согласно лемме 3.2.1 [5j у формации formG все группы D, отличные 

от 1, имеют вид:
D =  Gi х . . .  х G*,

где Gi ~  . . .  ~  G< ~  G, t >  1. Поэтому, по лемме 5.2.16 [5], если Я € 
£ т(£>) \  {1}, то

Н  ~  Gi х . . .  х  Gr
при некоторых г е  {1, ...,£ } . Следовательно, подгруппа Н  6 formG.

Значит, ввиду определения, формация formG является т-замкнутой 
формацией. Но

form G = lw form G.
Значит, 1Ш formG — т-замкнутая формация. Поэтому,

ти form G С lu form G.

Очевидно, что и
т“ form G 3  1Ш form G,
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поскольку т1*’formG является и;-локальной формацией. Значит, 

тш form G = lu form G =  form G.

Лемма доказана.
Л ем м а 2. Пусть $  — т“ -неприводимая формация. Тогда $  яв

ляется однопорожденной т-замкнутой и>-локалъной формацией с един
ственной максимальной т-замкнутой ш-локалъной подформацией.

Доказательство. Пусть {X; | i Е /} — множество всех собственных 
т-замкнутых w-локальных подформаций формации J  и I  =  (Jiei%i- И 
пусть

ЭЛ = тш form(UXi).
Ясно, что ЭЛ С т.к. S — т“-неприводимая формация.

Пусть Sj произвольная т-замкнутая ш-локальная формация с усло
вием:

ЭЛ С Sj С S'-
Тогда Sj С X  и, следовательно, $) С ЭЛ, что противоречит выбору фор
мации Значит, 9Л максимальная г-замкнутая w-локальная подфор- 
мация формации S-

Теперь покажем, что SOT -  единственная максимальная т-замкнутая 
w-локальная подформация формации Предположим, что в S най
дётся ещё одна максимальная т-замкнутая w-локальная подформация. 
Обозначим сё через OTli. Так как SOTi с  5, то SOTi С X. И, следовательно, 
SOTi С ЯЛ. Поэтому SOTi =  SOT, что противоречит выбору SDTj. Значит, 
SOT — единственная максимальная т-значная о>-локальная подформация 
формации J .

Пусть
G £ д \  ал.

Тогда
т* formG С g.

Предположим, что
тш form G С 5- 

Тогда т“ form G С X  и поэтому

т“ form G С тш form X  =  ЭЛ.

Т.с. G € SOT, что противоречит выбору G. Значит,

т“ form G =  S

однопорожденная т-замкнутая w-локальная формация. Лемма дока
зана.
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Напомним, что формация $  является элементом высоты п  решетки 
всех т-замкнутых w-локальных формаций, когда п  точная верхняя 
грань длин цепей

0  =  С (1) =  ffi С . . .  С С дп =  &
в которой — т-замкнутая и;-локальная формация при i =  0 , . . . ,  п.

Лемма 3. Тогда и только тогда формация 5 является элементом 
высоты 2 решетки всех т-замкнутых ш-локальных формаций, когда 
$  =  T^formG, где G — либо неединичная р-группа для некоторого р £ 
£ со, либо некоторая простая и'-группа с условием t(G )  С {1,G}.

Доказательство. Необходимость. Поскольку формация $  явля
ется элементом высоты 2 решетки всех т-замкнутых о>-локальных фор
маций, то в ^  имеется максимальная т-замкнутая w-локальная подфор- 
мация 5; высоты 1 в решетке всех т-замкнутых w-локальных формаций, 
т.е. =  (1).

Пусть G — группа минимального порядка в $  \  Тогда G — мо- 
нолитическая группа и G5' — её цоколь. Действительно, если L и R  
две различные минимальные нормальные в G подгруппы, то G /L  £ 
и G /R  £ Тогда

G /(L  П Я) =  G /l  ~  G € £ ь
что противоречит выбору G. Значит, L единственная минимальная 
нормальная в G подгруппа, т.е. G — монолитическая группа.

Так как G /L  £ J i ,  то L D G^1. Если L Э G5', то G”1 =  1 и

G/G*1 =  G /l  ~  G е  3,

что противоречит выбору группы G. Значит, L = G5'. Если L ^  G, то 
\G/L\ ^  1. Но

G /L  =  G /G 5' е  $  =  (1)
— противоречие с выбором G. Значит, L =  G. Но

L =  А\ х . . .  х At,
где А\ ~  . . .  ~  At, t ^  1 и Ai — простая группа. Так как при этом G — 
монолитическая группа, m t = l w G  = A\ — простая группа.

Кроме того, ясно, что

5  =  тш form G.
Пусть 7r(G) П ш ^ 0 и р 6  7r(G) П ал Тогда ввиду теоремы 3 [4]

S =  L  form G = form(G/Ou(G)) ( J  З Д Г , )  =
qEu

=  form(G/Ow(G)) I J  %  form(G/Fe(G)).
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Значит.
(1) =  Si С <Л?) с  S.

Следовательно,
%  = S,

т.е. G — группа порядка р G со.
Пусть теперь tt{G)C\uj =  0  и X — r(G )\{G }. В случае, когда X  =  0 , 

видим, что
r(G )C { l,G } .

Пусть X  ^  0 . Если группа G =  Zv имеет простой порядок р, то r(G) С 
С {1,G}. Пусть G неабелева группа. Ввиду леммы 1 [7] формация 
S имеет единственную максимальную т-замкнутую иодформацию Ш, у 
которой внутренний ц;-локальный спутник 9Л таков, что

т(а) =  <
rform(G/Fp(G)), если а = р £ со П 7r(G), 
0 , если а = р Е со \n (G ),
г  form X , если а =  со',

где X  — множество всех собственных т-подгрупп группы G. Поскольку

tt(G) Пш =  0 ,

то

т(а) =
0 , если а =  р € со,
т form X , если а =  а/.

Так как m — внутренний спутник формации 9ЭТ. то по лемме 1 фор
мация

9Л =  т form X.
Но поскольку формация 9Л =  Si =  (1)) то

г  form X  =  (1).

Поэтому, X = (1). Значит,

r (G )C { l,G } .

Достаточность. Пусть G — нссдиничная р-группа для некоторого 
р <Е со. Тогда

S =  form G =  9Ij,.
Но в 9Т;, нет т-замкнутых w-локальных подформаций. отличных от (1) и 
9Т;). Действительно, если

(1) с Я с %



и Sj т-замкнутая w-локальная формация, то, взяв G Е $ j \  (1), видим, 
что р | |G|. Поэтому, р Е 7r(io)- Следовательно, 91,, С fj. Противоречие. 
Значит, в нет т-замкнутых jj-локальных иодформаций, отличных от 
(1) и ОТ,,. Значит, 3  -  формация высоты 2 в решетке всех т-замкнутых 
а;-локальных формаций.

Если G — простая ц/-группа, то по лемме 1 [7] формация 3  =  
=  т“ form G т^-неириводима и ее максимальная т-замкнутая со- 
локальная подформация 9Л имеет такой внутренний и>-локальный спут
ник т, что

т(а) =
т form(G/FP(G)), если а = р Е ш П 7r(G), 
0 , если а = р Е со \  7r(G),
т form X,

где X — множество всех собственных т-подгрупп группы G. В нашем 
случае, поскольку G — простая сУ-группа, то

Значит,

т(а)

СО П 7r(G) =  0 .

0 , если а = р Е со,
т form X, если а =  со'.

Поскольку по условию t(G ) С {1, G}, то X С (1). Если X =  (1), то 
формация =  (1). Если X =  0 , то формация *Ш также равна (1). 
Поэтому, высота формации ШТ в решетке всех т-замкнутых а;-локальных 
формаций равна 1. Следовательно, высота формации J  =  ти form G 
в решетке всех т-замкнутых w-локальных формаций равна 2. Лемма 
доказана.

Л ем м а 4. Пусть h — внутренний со-локалъный спутник формации 
fj и f  — такой со-локалъный спутник, что

/  =
f{p) = ‘!Kph(p), если р Е со, 
f(co') =  h(co').

Тогда = LFu(f) .
Д оказательство осуществляется непосредственной проверкой. 
Пусть {$, | г Е 1} — некоторая система непустых подклассов & Q 

Будем писать $  = ( в частности, $  =  5i ® . . .  ©fo, если I  =  {1 ,...
. . .  ,t}  ), если для любых различных г, j  Е I  имеет место & П = (1) 
и, кроме того, каждая группа G Е S имеет вид G =  А,;, х . . .  х Ait, где 
А , Ait Е g"tt для некоторых гь . . . ,  it Е I.



Л ем м а 5. Пусть S =  Si © 32, где Si ~~ неединичная т-замкнутая 
uj-локалъная формация. Тогда

h — h\ + h 2 — 1,

где h, h\ и h? — высоты формаций S, Si и S2 в решетке всех т- 
замкнутых и-локалъных формаций соответственно.

Д оказательство. Поскольку имеет место решеточный изоморфизм

s / : s i = Si © s 2/ :s i  =* s 2/:( s i п s 2) = ьт ,
то

/i(S) =  hi +  /12 -  1.
Лемма доказана.

Л ем м а 6. Если S ~  такая формация, что 7r(S) П ш =  0 , то фор
мация является и;-локальной.

Д оказательство. Пусть /  —■ такой w-локальный спутник формации 
S, что /(о /)  =  S, a f(u>) = 0 . Покажем, что

S = L F M )-

Сначала покажем, что
S С LFw( f ).

Пусть группа G € S- Покажем, что G € LFw(f) . Поскольку 7r(S) Пш = 
=  0 , но G G S) то G является ^'-группой. Значит,

G/Gud =  G /l  € s =  /(а /)  С LFw(f).

Следовательно, G € LFu(f) . Значит,

S С L F M )-

Теперь покажем, что LFu( f)  С S- Допустим противное. Пусть G 
группа минимального порядка из LFUJ(f)  \  S с монолитом R = G^. 

Предположим, что тг(Я) Пш ^  0 и  пусть р £ тт (R) П и. Тогда, поскольку 
G е L F M ), то

G /FP(G) € f(p )  =  0 .
Противоречие. Значит, R — ^/-группа. Тогда G^d =  1 и

G ~  G /l  =  G/Gud е  / ( и/) = S-

Противоречие. Следовательно, LFu( f)  С S- Значит,

S = L F M )-



Лемма доказана.
Для произвольных классов групп ОТ и £) положим

ОТ\Л,5} =  /“ form (ОТ U .fj).

Теорема. Пусть J  — т-замкнутая из-локальная формация. Тогда 
в том и только в том случае 5  является элементом высоты 3 ре
шетки всех т-замкнутых из-локалъных формаций, когда $  = тш form G, 
где либо G =  Ai х А 2 , Ai и Ао такие неизоморфные простые группы, 
что т(А;) С {1, Ai} и при р, делящем |А»|, где р € из, имеет место 
| А,| =  р, либо G — такая монолитическая группа с цоколем R, что 
выполняется одно из следующих условий:

1) R  =  С гр — неабелева группа и все собственные т-подгруппы 
группы G являются р-группами, причем 7г(Д)Па; =  {р} для некоторого 
р е  и;

2) R ф G — из'-группа, R  = для некоторого числа р 6 из и все 
собственные т-подгруппы группы G являются р-группами;

3) G -  циклическая примарная группа порядка р2, где р £ из;
4) G — неабелева группа порядка р3 простой нечетной экспоненты

р <£ из;
5) R  $£ Ф(С), 7t(G) Пы =  0 , и найдется такая простая группа А 

с условием т(А) С {1, А}, что всякая неединичная группа из (t (G ) \  
\  {G}) U {G/)?} имеет вид

Ai х  . . .  х At,

где t ^  1, Ai ~  . . .  ~  At А, причем либо R  ф G, либо R = G 
простая группа с t (G) ^  {1,G}.

Д оказательство. Необходимость. Рассмотрим случай, когда $  
является т^-неприводимой формацией. Ввиду леммы 2 формация £  
имеет единственную максимальную т-замкнутую и;-локальную подфор- 
мацию ОТ. Так как при этом высота 3  в решетке всех т-замкнутых из- 
локальных формаций равна 3, то ОТ — т-замкнутая cj-локальная форма
ция высоты 2 в этой решетке. Значит, согласно лемме 3, формация

ОТ =  т“ form А,

где А — либо неединичная р-группа для некоторого р € из, либо некото
рая простая а/-группа с условием т(А) С {1, Л}.

Пусть G группа минимального порядка из ЗДОТ. Тогда G — моно
литическая группа с цоколем R = G®‘. Кроме того, поскольку при этом 
всякая собственная т-замкнутая w-локальная подформация из 3  входит 
в ОТ, то

3  = тш form G.
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Рассмотрим случай, когда

ЭЛ =  т“ form А  =  9ТГ

для некоторого г £ со.
Пусть 3  С 91. Тогда, поскольку G — монолитическая группа из 5  С 

С 9Т, то G — g-группа для некоторого простого q. Если q = г. то G £ 
£ 9ТГ, что противоречит выбору группы G. Значит, q ^  г. Но G /R  £ 
€ ЭЛ и поэтому R  =  G — группа простого порядка q. Но тогда G -  
простая группа. Значит, высота формации 3  в решетке т-замкнутых 
w-локальных формаций равна 1. Противоречие. Следовательно, S ^  ОТ.

Так как при этом всякая собственная т-замкнутая и>-локальная под
формация из S входит в ЭЛ и в рассматриваемом случае ЭЛ С ОТ, то £ 

минимальная т-замкнутая ^-локальная ненилыютентная формация. 
Значит, ввиду теоремы 1 [6]

S =  т“ form G,

где G — монолитическая группа с цоколем R  =  Gm и либо л  = tt(R) П 
Пш =  0  и все собственные т-подгруппы группы G нильпотентны, либо 
7г ^  0  и выполняется одно из следующих условий:

а) |7г| ^  2, G =  R  и группа G не имеет нетривиальных т-подгрупп;
б) 7г =  {р} одноэлементно и либо G — группа Шмидта, либо R  =  

неабелева группа и все собственные т-подгруппы группы G являются
р- группами.

Пусть
7Г =  7Г (R)

и группа G удовлетворяет условию а). Тогда, если р, q £ п ч р =/= q, то 
по теореме 1 [-1]

%  С & ЭТ9 С
Следовательно, 1 С ЭТР с ЭТр ® 0Т? с
что противоречит, ввиду леммы 2, нашему допущению о том, что ЭЛ = 
=  9ТГ для некоторого г £ си.

Пусть теперь группа G удовлетворяет условию б). Тогда

7Г =  7Г(R) Пш =  {р}.

Прежде рассмотрим случай, когда G - группа Шмидта. Тогда фор
мация порождается группой Шмидта вида G =  [R] Я . где R = Cg{R) 

минимальная нормальная р-подгруппа группы G и |Я | =  q, где q 
простое число.

Рассмотрим случай, когда q ф со. Тогда покажем, что

G /R  ~  Я  е  ЭЛ.
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Допустим, что Я  ф ШТ. Тогда

ти form Я  = 3-

Покажем это. Действительно, если т" form Я  С то, поскольку ЯП 
единственная максимальная т-замкнутая w-локальная подформация 

формации 5, то
тш form Я  С ЯП.

А это противоречит нашему допущению о том, что Я  ф ЯП. Следова
тельно,

тш form Я  =  S'- 
Но поскольку Я  — нильпотентная группа, то

3  =  тш form Я  С 91.

Противоречие с тем, что 3  — ненилыютентная формация. Значит, Я  €
€ ап.

Но, поскольку ЗП =  9V для некоторого г а группа Я  является 
(■/-группой, где q ф из, то снова получаем противоречие. Следовательно, 
случай, когда q ф из невозможен.

Рассмотрим теперь случай, когда д ё ш . Поскольку G =  [R \H , где Я  
g-группа, R  — р-подгруппа группы G, то

R  G Я  G Я!,,.

Следовательно, поскольку p,q  е  то

Яр ® «Л, С 3.

Значит, из максимальности ЯЯ следует, что

с ап.

Но 9П =  9tr, где г Е из. Противоречие. Значит, случай, когда q Е и) 
также невозможен.

Поэтому, случай, когда G — группа Шмидта, невозможен.
Случай, когда R = G71'1 — нсабелсва группа и все собственные т- 

подгруппы группы G являются р-группами, совпадает с условием 1) те
оремы.

Пусть теперь G — монолитическая группа с таким цоколем R  =  G , 
что 7г =  ir(R) Пш =  0  и все собственные т-подгруппы группы G ниль- 
потентны. Понятно, что R  является и/-группой.

Пусть R = G. Тогда, поскольку tt(R) П из =  0 , то

7t(G ) П ш = 0 .



Значит, G £ 0^/. Но формация 0 Ш/ является т-замкнутой. Значит,

т formG С 0 Ш/.

Поэтому,
7г(тformG) Пш =  0 .

Следовательно, т formG — w-локальная формация. Поэтому,

т form G =  т“ form G =  5

и все подформации из 5  w-локальны. Тогда, поскольку R <£. Ф(б'). то 
ввиду леммы 2.1.5 [5], формация S т-неприводима и в ней имеется един
ственная максимальная т-замкнутая подформация

fOT =  Tform((G/i?)UX),

где X — множество всех собственных т-подгрупп группы G. Но

т form( (G/.R) UX) С 91,-,

где г £ ui. Значит, X С (1), т.е. t(G ) С {1, G}. Поэтому, согласно 
лемме 3, S является элементом высоты 2 решетки всех т-замкнутых и>- 
локальных формаций. Противоречие. Значит, R -ф G.

Покажем, что G /R  г-группа. Действительно, поскольку G /R  £ £, 
то, если t w form {G/R) = значит, 5  С 91. Противоречие. Следова
тельно,

тш form(G/fi) С S'-
Значит,

т“ form(G/i?) С ЗЛ = 91,-
Итак, G /R  — r -группа. Аналогично проверяется, что все собственные 
т-подгруппы группы G являются г-группами, т.е. относительно группы 
G выполняется условие 2) теоремы.

Пусть теперь
DJI = form А,

где А  — простая сУ-группа с условием т(А) С {1, А}. Согласно лемме 1,

9Я =  тш form А  =  form А.

Пусть R — pd-rpynna для некоторого р £ со. Тогда поскольку G £ 
то 9tj, С что невозможно, поскольку формация Ш = т“ form А , где 
А  - простая uZ-группа с условием т(А) С {1, А}.; является единствен
ной максимальной т-замкнутой о;-локальной подформацией формации 

Следовательно, такой случай невозможен.
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Пусть R — и/-группа. Тогда, поскольку G /R  € ЯЯ и ОТ =  form Л, где 
А — и/-группа, то G также является ^/-группой. Значит, но лемме 3.1.2 
формация 3 и все ее нодформации ш-локальны. Значит, высота фор
мации 3 в решетке всех т-замкнутых формаций и в решетке всех т- 
замкнутых w-локальных формаций одна и та же. Значит, 3  ~ формация 
высоты 3 в решетке всех т-замкнутых формаций.

Предположим прежде, что 3  ~ абелева формация. Тогда G -  абе
лева группа и высота формации 3  в решетке всех формаций и ее высота в 
решетке всех т-замкнутых формаций совпадают. Значит, согласно основ
ной теореме о конечных абелевых группах, G — циклическая примарная 
группа. Пусть |G| =  ра. Тогда высота формации 3  в решетке всех фор
маций равна а  +1. Действительно, при а  =  0 это очевидно. Пусть а  > 1 
и при а  — 1 утверждение верно. Пусть М  — максимальная подгруппа в 
G. Тогда \М\ = ра ~ 1 . Значит, если ОТ =  form М. то высота формации ОТ 
в решетке всех формаций равна а —1 +  1 =  а. Но ввиду леммы 3.1.5 [5] ОТ 

максимальная подформация формации 3- Значит, высота формации 
3 в решетке всех формаций равна а + 1. Но, поскольку высота формации 
3  в этой решетке равна 3, то а  =  2. Значит, G — циклическая группа 
порядка р2, где р ф ш, т.е. 3  удовлетворяет условию 3) теоремы.

Пусть теперь 3 ~  нилыютентная неабелева формация. Тогда по тео
реме 9.3 [3, Гл. А] высота 3  в решетке всех формаций совпадает с ее вы
сотой в решетке всех т-замкнутых формаций. Согласно лемме 2.3.1 [5] 
в 3  имеется по крайней мере одна минимальная неабелева подформация 
Sj. Ввиду леммы 2.2.4 [5]

fj =  form А,
где А — либо группа порядка р3 простой нечетной экспоненты р, либо 
группа кватернионов порядка 8. Заметим, что в обоих случаях у фор
мации $) имеется собственная подформация высоты 2 в решетке всех 
формаций (это подформация, порожденная группой простого порядка). 
Значит, высота формации S) в решетке всех формаций не меньше, чем 3, 
то есть Sj =  3-

Предположим, что А  — группа кватернионов порядка 8. Тогда у А 
имеется циклическая подгруппа М  порядка 4. Согласно теореме 2.4 [1], 
М  6 3- Но тогда мы имеем в 3  цепь подформаций:

(1) С formZ2 С formZ4 ,
где Z-x и ZA — циклические группы порядков 2 и 4 соответственно. Сле
довательно. формация form Z4 в решетке всех т-замкнутых w-локальных 
формаций имеет высоту 3. Значит,

form Z4 =  3 .
Противоречие, т.к. формация 3  неабелева. Таким образом, данный 
случай невозможен. То есть формация 3  удовлетворяет условию 4) тео
ремы.

14



Предположим теперь, что $  ОТ, т.е. 5" — ненилыютентная форма
ция. Если R  Ф(G), то формация $  удовлетворяет условию 5) теоремы. 
Действительно, ввиду выбора группы G имеет место

(r(G) \  {G}) U {G /R }  С Ж

и поэтому, согласно лемме 5.2.15 [5], все группы из (t(G )\{G })U {G /.R} 
имеют вид А\ х . . .  х At, где t ^  1 и А г ~  . . .  ~  At ~  А. Допустим, 
что R  = G. Тогда G — простая w'-группа. Если при этом r(G ) С 
С {1, G}, то, согласно лемме 3, 5  является элементом высоты 2 в решетке 
всех т-замкнутых о;-локальных формаций, что противоречит условию. 
Следовательно, t(G ) ^  {1, G}.

Рассмотрим теперь случай, когда R  С Ф(G). Тогда согласно тео
реме 9.3 [3, Гл. A], R  — абелева р-группа для некоторого простого числа 
р. Значит, R ф G.

Пусть CG{R) =  G. Тогда, очевидно, что R  G formG. Следовательно,

т form R Q t  form G =

Понятно, что т form R ф $  и поэтому т form R  =  9Л. Но G /R  G 9Л. Сле
довательно, G /R  — р-группа. Значит, G является р-группой, и поэтому, 
5  -  нильпотентная формация, что противоречит нашему допущению о 
формации

Пусть теперь С = Cg(R ) ф G. Рассмотрим группу G\ = [R\{G/C). 
Тогда Gi G Кроме того, ввиду леммы 5.2.15 [5], G\ ^ Ш. Следова
тельно, TformGi =  Если Т  G t(G i) \  {1,G}, то, с одной стороны, 
Т  G 5, с другой стороны (т.к. |Gi| ^  |G|) — Т  G 971. Таким образом, 
5  =  TformGi и группа G удовлетворяют условию 5).

Рассмотрим теперь случай, когда У — т“-приводимая формация. 
Покажем, что если £  является элементом высоты 3 решетки всех т- 
замкнутых о;-локальных формаций, то

G =  А\ х А 2 ,

А\ и Ач — такие неизоморфные простые группы, что т (Д ) С {1,А,;} и 
при р | | А{ |, где р ё ш ,  имеет место |А;| =  р.

Пусть 9}i максимальная т-замкнутая о;-локальная подформация 
формации 3  и fj — собственная т-замкнутая ш-локальная подформация 
из 5, причем S) ^  9Я. Ввиду максимальности ЯЯ в 3" имеем:

а о д *  =  у.

Ясно, что высота формации ^  в решетке вссх т-замкнутых ы- 
локальных формаций ^  2. Поскольку т-замкнутая w-локальная фор
мация высоты 1 в решетке всех т-замкнутых ^-локальных формаций
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это формация единичных групп (1), а формация Sj не совпадает с форма
цией единичных групп (1), следовательно, высота формации f) в решетке 
всех т-замкнутых w-локальных формаций равна 2. Значит, .5}П9Я =  (1). 
Следовательно,

$  =  9 Л е ^ .

Согласно лемме 5,
h = hi +  /12 — li

где h, hi, h,2 — высоты формаций 3, 9Я. Sj в решетке всех т-замкнутых 
ш-локальных формаций соответственно. Значит, поскольку ho = 2, то 
hi = 2. Применяя теперь лемму 3, видим, что

9Я =  т“ form Ai, Sj =  т“ form А 2,

где Ai — либо нсединичная р-группа для некоторого р S и>, либо некото
рая простая сУ-группа с условием т(А,) С {1, А,}. А так как Ш =/= f), то 
группа Ai неизоморфна группе Ао: что удовлетворяет условию теоремы.

Достаточность. Пусть группа G удовлетворяет условию 1) тео
ремы, т.е. для некоторого р & ш группа R — G<Jlp — неабелева группа 
и все собственные т-подгруппы группы G являются р-группами, причем 
tt(R) Пш =  {р}. Тогда ввиду леммы 2 [8] формация =  т " formC? 
является т^-неприводимой и формация 91  ̂ является ее максимальной 
подформацией. Но поскольку высота формации 9t?, в решетке всех т- 
замкнутых ш-локальных формаций равна 2, то высота формации £  в 
этой решетке равна 3.

Пусть выполняется условие 2) теоремы, т.е. G — монолитическая 
группа с таким цоколем R  =  G^” ^  G для некоторого р е  и, R

иУ-группа и все собственные т-подгруппы группы G являются р- 
группами. Тогда ввиду леммы 3 [8] формация 3  =  form G является 
т^-нсириводимой и формация 91̂  является ее максимальной подформа
цией. Но поскольку высота формации 9Тг, в решетке всех т-замкнутых 
.̂’-локальных формаций равна 2, то высота формации 3  в этой решетке 

равна 3.
Пусть группа G удовлетворяет условию 3) теоремы, т.е. G — цикли

ческая примарная группа порядка р2, где р ф и>. Тогда ввиду леммы 1 
формация

3  =  т“ form G =  form G

и всякая подформация из 3  т-замкнута и аллокальна. Пусть М  — мак
симальная подгруппа в G. Тогда \М\ =  р. Значит, если 9Я =  formM, 
то высота формации 9Я в решетке всех формаций равна 2. Но ввиду 
леммы 3.1.5 [5] 9Я максимальная подформация формации 3- Значит, 
высота формации 3  в решетке всех формаций равна 3, и поэтому высота
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где X -  множество всех собственных т-подгрупп группы G. Поскольку 
по условию произвольная неединичная группа из XU {G/R}  имеет вид

А\ х  . . .  х  At,

где £ ^ 1 и Л 1 ~ . . . ~ Л ( : ~ Л  такая простая группа, что т(А) С {1, Л}, 
то

т form({G/ R }  U X) =  т“ form Л.
Но так как по лемме 3 высота формации тш form Л в решетке всех т- 
замкнутых w-локальных формаций равна 2, то высота формации 3  в 
этой решетке равна 3. Теорема доказана.
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