
Министерство образования Республики Беларусь

Учреждение образования 
"Гомельский государственный университет имени 

Франциска Скорины"

111

В. Ф. Велесницкий, В. Н. Семенчук

ОБ ОДНОЙ ПРОБЛЕМЕ Л.А. Ш ЕМ ЕТКОВА

ПРЕПРИНТ  №1 апрель 201

YK 8 S V 2 0001
Установи адуканьп 

Томсльсет уН1верс1тэт
'м« Фр^нцыск» Скарыны" 

Н  .  ! f Я Т  Э  К  А

У У

Гомель 
УО "ГГУ им.Ф.Скорины" 

2012

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



УДК 512.542 
ББК 22.144.1 

В 315

Рецензенты:
доктор физико-математических наук, профессор А. II. Скиба, 

кандидат физико-математических наук, доцент А. Э. Шмигирев

Рекомендован к изданию научно-методическим советом 
учреждения образования "Гомельский государственный 
университет имени Франциска Скорины"

Велесницкий, В. Ф.
В 315 Об одной проблеме Л. А. Шеметкова /  

В. Ф. Велесницкий, В. Н. Семенчук. — Гомель: 
ГГУ им. Ф. Скорины, 2012. — 16 с. — (Препринт /  
М-во образования РБ, Гомельский гос. ун-т 
им. Ф. Скорины; №1).

Работа посвящена изучению проблемы Л.А. Шеметкова о 
классификации сверхрадикальных формаций, т.е. формаций 3, замкнутых 
относительно произведения обобщенно субнормальных ^-подгрупп. Было 
получено полное решение проблемы для произвольных непустых 
наследственных формаций 5, у которых минимальные не 5-группы 
разрешимы.

УДК 512.542 
ББК  22.144.1

©  Велесницкий В. Ф., Семенчук В. Н., 2012 
©  УО "Гомельский государственный 

университет им, Ф.Скорины", 2012

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



Содержание

Введение................................................................... 4
Предварительные свед ен и я ................................  4
Основные результаты .........................................  10
Л и тература......................... ................................... 13

з

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



Введение

Классический результат Фиттинга состоит в том, что класс 
нильпотентных групп 01 замкнут относительно взятия субнормальных 
подгрупп и произведений нормальных подгрупп. Формации Фиттинга, 
т. е. формации 5, замкнутые относительно взятия субнормальных 
подгрупп и произведений нормальных 5-подгрупп, стали рассматривать 
с развитием теории формаций.

В 1970 году Хоукс поставил проблему об описании разрешимых 
наследственных формаций Фиттинга. В работе [1] Хоукс дал описание 
метанильпотентных наследственных формаций Фиттинга. Брайс и Косси 
в 1972 году [2] доказали, что любая разрешимая наследственная 
формация Фиттинга является насыщенной. В работах [3,4] В.Н. Семенчуком 
получено полное описание разрешимых наследственных формаций 
Фиттинга. Оказалось, что любую разрешимую наследственную формацию 
Фиттинга 5  можно получить из формаций всех разрешимых 7г-групп 
(для различных множеств тт простых чисел) с помощью операций 
произведения и пересечения формаций.

Развивая подход Хоукса JI.A. Шеметков в Коуровской тетради [5] 
поставил следующую проблему.

П роблема. Классифицировать наследственные насыщенные формации
5  с тем свойством, что любая группа G  =  А В , где А  и В  — 3- 
субнормальные 5 -подгруппы, принадлежит

В настоящее время такие формации называют сверхрадикальными 
формациями.

Полное решение данной проблемы, в классе конечных разрешимых 
групп, было получено В.Н. Семенчуком в работе [6].

В настоящей работе нолучено полное решение проблемы для 
произвольных непзотых наследственных формаций 5, у которых 
минимальные не 5-группы разрешимы.

Предварительные сведения

Все группы в работе конечны. В дальнейшем нам потребуются 
следующие определения и обозначения.

Обозначим через 7Г — некоторое множество простых чисел, 0 Я — 
класс всех тг-групп, 6  — класс всех разрешимых групп.

Если 3 — класс групп и G — группа, то корадикал Gs — пересечение . 
всех нормальных подгрупп N  из G таких, что G /N  6 3-
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Формация — класс групп, замкнутый относительно фактор-групп 
и подпрямых произведений. Формация называется насыщенной, если 
G /$(G ) е  3, то G £ 3-

Обозначим через тг(3) множество всех простых чисел р, для которых 
в 3  имеется неединичная р-группа.

В теории классов конечных групп естественным обобщением понятия 
субнормальности является понятие 3-субнормальности.

Пусть 3  — непустая формация. Подгруппу Я  группы G называют 
^-субнормальной, если либо Я  — G, либо существует максимальная цепь

G =  Н0 Э Hi Э . . .  Э Н„ =  И

такая, что (# ,_ i)5 С Hi для всех г =  1 ,2 , . . . ,  п.
Несколько друтое понятие 5-субнормальности введено Кегелем. 

Фактически оно объединяет понятие субнормальности и 3-субнормальности.
Подгруппу Н  назьшают 3 -субнормальной в смысле Кегеля или $- 

достижимой, если существует цепь подгрупп

с = н0э н 1э . . . э н т = н
такая, что для любого г =  1,2, . . . ,т  либо подгруппа Hi нормальна в 
//,-!, либо ( Я ^ ) 5 С Яг.

Формация 3  называется £-сверхрадикальной, если любая группа G 6 
£ , такая что G = АВ, где А, В  6 3  и 3-субнормальны в G, принадлежит
5-

Если X  — класс всех групп, то £-сверхрадикальная формация 
является сверхрадикальной.

Ge — произведение всех нормальных 6-подгрупп (разрешимых 
подгрупп) группы G.

Формация 3  называется композиционной, если из С/Ф((?в) € 3 
следует, что G 6 3-

Лемма 1. Пусть 3  ~  непустая наследст.венная формация. Тогда 
справедливы следующие утверждения:

1) если Н  — подгруппа группы G и G® С Н , то Н —
3 -субнормальная подгруппа группы G;

2) если Н  — $-субнорма./1ьная подгруппа группы G. rno Н  П К  —
3-субнормальная подгруппа К  для любой подгруппы К  группы G.

Доказательство. 1) Пусть Н — подгруппа группы G и С1 С Я. 
Так как G /G 5 € 3 и 3 — наследственная формация, то подгруппа Я /G 5 
является З-субнормальной подгруппой группы G /G s . Отсюда согласно
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определению ^-субнормальной подгруппы существует максимальная 
цепь

G /G 5 =  H0/G s  э # i /G 5 О . . .  D H J G 5 =  Я /G 5

такая, что ( f f^ j /G 5)5 С Я ,/С г для всех г =  1,2, Отсюда
получаем, что в группе G существует максимальная цепь

G =  Но D Н 1 Э . . .  Э Я„ =  Я

такая, что (Я*_i)s С Я,- для всех г =  1 ,2 , . . . .  п.
А это значит, что Я  — $-субнормаяьная подгруппа группы G.
2) Пусть Я  — 5-субнормальная подгруппа группы G. Тогда, по 

определению, существует максимальная цепь подгрупп

G = H0 D H x D . . . D H m = H

такая, что для любого i — 1 ,2 , . . . ,  т  (Я;_i)5 С Щ.
Пусть Я  — некоторая подгруппа из G. Рассмотрим цепь подгрупп

К  =  Но П К  Э Я! П Я  э  • - ■ Э ят п к = я п  к.
Так как (Я;_х)г С Н, и формация 5  наследственна, то из Я,_1/(Я ;_ 1)5 €
5  следует, что

п я ) ( я г_ 0 5/(Я -1 )5 е 5.

Теперь ввиду изоморфизма

(Я _ ! П К ) ( Н ^ / ( Щ - ^  ~  Я,_! П Я/Я,_1 П Я  П [H i-i)s

имеем
я,_! п я д я ^ ) 5 п к € г.

Значит,
(Я {_! Л 7v )s С ( Я - i ) 5 П К.

Так как (Я ,_ i )5 С Hi, то (Я;_! П Я )г С Я,- П Я. Итак, (Я,-.! П Я )5 С 
Hi П Я . Отсюда, по определению, Н  П К  — ^-субнормальная подгруппа 
группы К.  Лемма доказана. 13

Л ем м а 2. Пусть У — непустая формация, Я  и N  — подгруппы 
группы G, причем N  нормальна, в G. Тогда:

1) если Я  3 -субнормальна в G, то H N  5 -субнормальна в G и H N / N
5 -субнормальна в G/N;

2) есл,и N  С II, то Я  $-субнорм.алъна в G тогда и только тогда, 
когда H /N  $ -субнормальна в G /N
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Доказательство. Пусть Я — ^-субнормальная подгруппа группы 
G. Тогда, по определению, существует максимальная цепь подгрупп

G = Н0 Э Hi  Э . . .  Э Нт =  Я

такая, что для любого i =  1,2, . . . , т (Иг- \)^  С Я;
Рассмотрим следующую цепь подгрупп

G = H0N  O H xN  э  . . .  -  H N .

Так как (Я ,^ )3 С Hi, то

(Щ- i N f N  =  (Я ) 5Я.

Отсюда следует, что

(Я^ЛГ)5 С (H i- r fN  С H{N.

Итак, для каждого i — 1,2, . . . , т  ( H i - \ N ) S С H iN .  Отсюда, но 
определению, H N  — 3-субнормальная подгруппа группы G.

Из свойств корадикала группы имеем

( H ^ N / N f  =  (Hi - i )*N/N.

Поэтому для любого i =  1,2, . . . ,m  ( H i ^ N / N ) s С HiN/N.  Значит,
Я N / N  — 3-субнормальная подгруппа группы G / N .

Утверждение 2) следует из 1) и свойств корадикала группы. Лемма 
доказана. И

Пусть 3  — некоторый класс групп. Напомним, что группа G 
называется минимальной не J -группой, если G  не принадлежит 3- а 
любая её собственная подгруппа принадлежит 3- Множество всех таких 
групп мы будем обозначать М($).

Лемма 3. Пусть 3 — непустая формация, G — разрешимая 
минимальная не 3-группа, тогда G® — р-группа.

Доказательство. Поскольку G — разрешимая неединичная минимальная 
не 3-группа. Известно, что Ф(G) С F(G).  Тогда существует такая р- 
группа N  из F(G),  что N  ^ Ф(<?)- Следовательно, найдется такая 
максимальная подгруппа М , что G — N  М.  Так как М  — собственная 
подгруппа группы G и G — минимальная не 3-группа, то М  € 3.

Рассмотрим фактор-группу G/N.

G / N  =  M N / N  ~  М / М  П N  £ 3  .
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Тогда G5 С JV. Так как G ф. У, то G* ф 1. Следовательно, G* — 
р-группа. Лемма доказана. ЕЗ

В следующих леммах приведем известные результаты о сплетениях 
групп.

Л ем м а 4 [8]. Пусть W  =  Zpn-i I Zp и В  — база сплетения, р 6 Р, 
р £  N. Тогда справедливы следующие утверждения:

1) W  содержит субнормальную подгруппу, изоморфную Zp»; 
если М =  [В,Zp], N  = M Z P иш £ N \ M ,  тошр = 1;
FF =  £W , где В  и N  — нормальные подгруппы W  экспоненты 

рп~г, где п  > 2.
Л ем м а 5 [8]. Пусть N  — нормальная подгруппа группы G. Тогда 

существует мономорфизм

м : G — W  = N  I (G / N )

такой, что Bfi(G) =  W  иВ П ц(С )  = n(N),  где В  — база сплет.ения
W .

Л ем м а 6. Пусть У — непустая наследст-венная 6-сверхрадикалъная 
формация. Тогда С у.

Д оказательство . Вначале докажем, что любая примарная минимальная 
не 5-группа является циклической. Пусть G € М (5) и G — р-группа. 
Если G не циклическая, то в G найдутся две различные максимальные 
подгруппы М\ и М2. Ясно, что они нормальны в G и G/M, £ 5, АД € 5, 
г =  1,2. Отсюда следует, что G® С М^ Это значит, что M i, М 2 S’- 
субнормальные подгруппы группы G. Так как G =  М 1М 2 и 5  — 6 -  
сверхрадикальиая формация, то G € 5, что невозможно.

Покажем, что С 5 . Предположим противное и пусть G —
группа наименьшего порядка из ОТ^ДУ Так как — наследственная 
формация, то G — минимальная не S-группа. Покажем, что G — 
примарная группа. Пусть | tt(G) |>  1. Так как G нильпотентна, то 
G = А х  В. Очевидно, что G /A  6 5  и G /B  £ 5- Так как 5  — формация, 
то G ~  G/А  П В £  S, что невозможно. Итак, G — р-группа. Вначале 
было показано, что G — циклическая р-группа. Пусть | G |=  рп, где п  — 
некоторое фиксированое натуральное число.

Если п — 1, то G — группа простого порядка р. Так как G £ 
где 7г(5) — характеристика формации 5, то G € 5, что невозможно.

Пусть n  > 1. Рассмотрим группу W  =  Zp«-i\Zp. Тогда W  — [В ]^ , где 
Z? — база сплетения. По лемме 4 W  содержит подгруппу Р, изоморфную 
G. Так как Р £  А/(У) и 5 — наследственная формация, то W  не 
принадлежит у.
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Согласно лемме 4 W  — B N , где В  и N  — нормальные подгруппы 
группы W  экспоненты р"-1. Заметим, что В £  S и А' е  J .  Отсюда 
следует ,что VF/B £ 5 и  IV/ЛГ € 3- А это значит, что Ж® С В  П N. 
Согласно лемме 1 В  и N  — 3-субнормальные подгруппы группы W. 
Так как 3  — 6-сверхрадикальная формация, то W e  3- Получили 
противоречие. Лемма доказана. й

Напомним, что минимальную ненильпотентную группу называют 
группой Шмидта.

Лемма 7. Пусть 3  — непустая наследственная 6-сверхрадтальная 
формация. Если группа Шмидта Н  =  [Hp]Hq, где | Hg j= q, 
принадлежит. 3, то формация 3  содержит, любую группу G =  [G JG „ 
где Gq — цилическая группа.

Доказательство. Вначале, по индукции, докажем, что любая 
группа G =  [Gp]Gq, где | Gq \= q, принадлежит 3-

Предположим, что G имеет нормальную подгруппу К , индекс 
которой в G есть степень простого числа р. Очевидно, что К  =  [КР]КЯ, 
где | K q j= q. По индукции К  € 3- По условию группа II  = [Hp]Hq € 3- 
Так как 3  — наследственная формация, то p,q С 7г(3). По лемме 6 
^{р,д} £  3. Так как G / K  €  3, то G5 С К.  По лемме 1 / ^ - 3 -  
субнормальная подгруппа группы G. Аналогично, можно показать, что 
GP — З^субнормальная подгруппа группы G. Очевидно, что G =  GPK.  
Так как К, Gp принадлежат S’, то из б-евехрадикальности формации 3  
следует, что G 6 3- Поэтому можно считать, что G' =  Gp ^  1. Тогда в 
G найдется нормальная р-подгруппа Т, что G/ Т  ~  Я.

Если Г  =  1, то G ~  Я  € 3- Пусть Т  /  1. Так как G/ Т  е  3, то GqT /T  
и Gp/ T  — 3-субнормальные подгруппы G/ Т  по лемме 2. По лемме 2 G ,T  
и Gp — 3-субнормальные погруппы группы G. Так как | G¥T  |<) G |, то 
по индукции GqT  € 3- Аналогично Gp 6 3- Так как GqTG p =  G и 3  —
6-сверхрадикальная формация, то G S 3-

Пусть теперь G =  [Gp]G9, где Gq — циклическая группа и | Gp |=  
Доказательство будем вести индукцией по t. Если t = 1, то, как показали 
выше, G G 3-

П}'сть t >  1 и Я — нормальная подгруппа группы G такая, что 
| G : Д |=  q. По лемме 5 существует мономорфизм fi : G —> Е  — H i А, 
где А ~  Zq. Пусть В  — база сплетения. Очевидно, что Е  — р-замкнутая 
группа. По индукции, ЕРА  6 3, В е 3- Очевидно, что ЕрА — 3- 
субнормальная подгруппа группы Е  и В  — 3-субнормальная подгруппа 
Б. Так как Е  — ЕРАВ, то из 6-сверхрадикальности 3  следует, что 
Е  £ $. Рассмотрим подгруппу Ж  =  EP̂ .(G) группы Е. Так как 3  ~  
наследственная формация, то W  £ 3- Это значит, что G €  3  Лемма

9
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доказана. Н
Напомним, что формация 5  называется формацией Шеметкова, если 

любая минимальная не 5-группа либо группа простого порядка, либо 
группа Шмидта.

Лемма 8 [9]. Пусть 5  — насыщенная разрешимая наследственная 
формация. /  — её максимальный внутренний локальный экран. Тогда 
и только тогда 5  — формация Шеметкова, когда 5  имеет локальный 
экран h такой, что 1г(р) =  © (̂/(р)) для любого простого числа р 6  7г(5) 
и h{p) — 0 для любого простого числа р £ 7г(5).

Основные результаты

В следующих теоремах получено решение проблемы для произвольных 
непустых наследственных формаций 5, у которых минимальные не 5~ 
группы разрешимы.

Теорема 1. Пусть 5 — непустая наследственная &-сверхрадикалъная 
формация. Тогда любая разрешимая минимальная не %-группа либо 
группа простого порядка, либо группа Шмидта.

Доказательство. Пусть G — произвольная разрешимая минимальная 
не 5-группа. По лемме 3 G® — р-группа.

Покажем, что 17r(G) |<  2. Предположим противное, т.е. I *(G) |>  2. 
Тогда найдутся, по крайней мере, три попарно различные простых числа 
р, q, г, принадлежащие тг(С). Так как G — разрешимая группа, то в G 
найдутся максимальные подгруппы М\ и М2, индексы которых есть q- 
число и r -число, соответсвенно. Так как G — минимальная не 5-группа,. 
то М \ € 5  и Мг €  5- Поскольку Gs — р-группа, где р  ф q, q ф г, 
то G5 С M i и G5 С М2 . По лемме 1 Мх и Mi — 5-субнормальные 
подгруппы группы G. Согласно теореме Оре любые две максимальные 
подгруппы в G либо сопряжены, либо перестановочны. Отсюда следует, 
что G =  M xM i . Поскольку 5  — б-сверхраднкальная формация, то G €
5- Получили противоречие. Итак, 17r(G) |<  2.

Пусть 17r(G) |=  1. Покажем, что G — группа простого порядка р, где 
V г (5). Действительно, если р € тг(5), то из леммы 6 следует, что G €
5. Получили противоречие. Итак, р ф тг(5). Так как G — минимальная 
не 5-группа, то | G |=  р.

Рассмотрим случай, когда | tt(G) |=  2. Пусть 7r(G) =  {p,q\,  где 
р ф q. Согласно лемме 3 G5 -  р-группа. Покажем, что G5 =  Gp. 
Предположим противное, т.е. Gs с Gp. Рассмотрим подгруппы Gs X Gg 
и Gv. Так как они собственные подгруппы группы G, то G® X G , 6 5
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и Gp £ 3- Поскольку G® C G S X G ,  h G 5 C Gp, то по лемме 1 они 3- 
субнормальные подгруппы группы G. Так как 3  — 6-сверхрадикальная и 
G =  (G®XG?)GP, тогда G  £ 3, что невозможно. Следовательно, G® =  Gp. 
Получили, что G — бипримарная p-замкнутая группа, а также из леммы 
6 G — ненильпатентна.

Итак, G =  [GS]G?. Покажем, что G — группа Шмидта. Допустим 
противное. Пусть G — не группа Шмидта. Отсюда G ненильпотентна, но 
каждая ненильпотентная группа содержит группу Шмидта Я . Отсюда 
следует, что Я/Ф (Я) — группа Шмидта, | Я /Ф (Я ) |=  paq. Так как 
Н  С G, то Я  £ 3, а значит Я /Ф (Я ) € 3, но по лемме 7 G £ 3- Получили 
противоречие. Теорема доказана. й

Теорема 2. Любая непустая наследственная сверхрадикальная 
формация 3, у которой М (3) С 6 ,  являет.ся композиционной.

Доказательство. Согласно теореме 1 и требования М (3) Я. 6  
следует, что любая минимальная не 3-группа — группа Шмидта либо 
группа простого порядка. Следовательно, 3  — формация Шеметкова. 
Тогда, как показано в работе [10], 3  — композиционная формация. й

Теорема 3. Пусть 3  — непустая наследственная формация. Тогда 
следующие утверждения эквивалентны:

1) Зг — 6-сверхрадикальная формация и М($) С <5;
Ю 3  — формация Шеметкова.
Доказательство. Доказательство из 1) в 2) следует из теоремы 1 и 

требования М (3) Q 6 .
Теперь покажем из 2) в 1). Для этого надо показать, что любая 

разрешимая группа G =  А В , где А, В  — 3-субнормальные 3- 
подгруппы(3 — формация Шеметкова), принадлежит 3- Доказательство 
проведем индукцией по порядку группы G.

Покажем, что G содержит единственную минимальную нормальную 
подгруппу N.  Пусть G  содержит две разрешемые минимальные 
нормальные подгруппы N\  и TV2. По лемме 2 ANj/Nj.,  BNi /Ni( i=l .2)  — 
3-субнормальная подгруппа группы GJNi.  Очевидно, что ANi/Ni  £ 3  
и B N i / N i  € 3- По индукции, G /N i  £ 3  и G/N-> £  3- Так как 3  — 
формация, то G £ 3- Получили противоречие.

Покажем, что $(G) =  1. Предположим противное. Тогда как и выше, 
по индукции, нетрудно показать, что G /$(G ) € 3- Так как G разрешима, 
то G/ Ц в )  £ 6  Г) 3.

В работе [11] было доказано, что разрешимая наследственная 
формация Шеметкова является насыщенной. Отсюда следует, что G £
6  П 3- Следовательно, G £ 3- Получили противоречие. Итак, G имеет 
единственную минимальную нормальную р-подгруппу N  и $(G) =  1.
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Отсюда следует, что C'c(iV) =  N.
Рассмотрим подгруппы A N  и BN.  Покажем, что они принадлежат 5. 

Из того факта, что G = АВ,  где А € 5, В  6 У следует, что n(G) С тг(5). 
Так как 5  П в  — насыщенная формация и N  — р-группа, где р £ тг(<2), 
то N  € 3- Из того факта, что G/iV € 5  следует, что G'5 С N. По лемме 
1 N  — У-субнормальная подгруппа группы G. Если A N  — собственная 
подгруппа группы (7, то, по индукции, A N  6 у. Итак, G =  AIV.

Так как G / N  € У и G ^ У, то N =  G5. Так как Л — собственная g'- 
субнормальная подгруппа группы G, то А С М,  где М  — максимальная 
У-нормальная подгруппа группы G. Теперь, из того факта, что N  =  G® 
содержится в М  следует, что G =  AJV С М ,  что невозможно. Итак. 
A N  6 у. Аналогичным образом получим, что B N  е  g. Так как У П
6  — насыщенная наследственная формация Шеметкова, то по лемме 
8 она обладает локальным экраном h. таким, что h(j>) =  ©«-(/(р)) Для 
любого р € 7г(У П 6 ) , где /  — максимальный внутренний локальный 
экран формации УЛ ©. Так как A N  € У и 7V — р-группа, то по лемме 4.5 
из [7] A N / F P(AN)  £ h(p). Так как Cq{N) = N,  то нетрудно показать, что 
Op' ( A N ) =  1. Следовательно Fp(AN)  — р-группа. Так как h — полный 
экран, то A N  6 h.(p). Поскольку h{p) — наследственная формация, то 
А е  h(p) = 6 я(/(р)). Очевидно, что G =  А В  6  /г(р) =  б„(/(р)). Теперь 
из того факта, что G/C q(N)  € /i(p) и G / N  6 У следует, что G 6 5- 
Получили противоречие. Теорема доказана. й

Заметим, что если в определении сверхрадикальной формации 
понятие У-субнормальности заменить понятием 5-достижимости, то 
теоремы 1, 2, 3 остаются верными.
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