
Министерство образования Республики. Беларусь 
Учреждение образования 

«Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины»

Ковалькова Д .П ., 
Скиба А.Н.

КОНЕЧНЫЕ ГРУППЫ  С ЗАДАННЫ М И СИСТЕМАМИ  
5-КВАЗИ Н О РМ АЛЬН Ы Х ПОДГРУПП

Октябрь 2009 Препринт N 10

Гомель 
УО «ГГУ им. Ф.Скорины» 

2009

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



Все рассматриваемые в данной работе группы являются конеч
ными.

Напомним, что подгруппа Н  группы G называется 2-максималъ- 
ной подгруппой (или второй максимальной подгруппой) группы G, 
если Н  является максимальной подгруппой в некоторой максималь
ной подгруппе М  группы G. Аналогично могут быть определены 3- 
максимальные подгруппы, 4-максиматьные подгруппы и т.д. Опре
делим также понятие максимальной цепи, используемое в данной 
работе. Максимальной цепью длины п группы G называется вся
кая цепь вида Еп < Еп-\ < . . .  < Е\ < Eq =  G, где Et является 
максимальной подгруппой в Д _ ь  г =  1,2, . . . ,  п.

Легко заметить, что в несверхразрешимых группах одна и та 
же подгруппа может быть n-максимальной и m-максимальной од
новременно для п  -/ то. В связи с этим будем называть подгруппу Н 
группы G строго п-максимальной подгруппой в G, если Н  являет
ся n-максимальной подгруппой в G, но не является п-максимальной 
подгруппой в любой собственной подгруппе группы G. Например, 
в группе S L (2,3) единственная подгруппа порядка 2 является 2- 
максимальной подгруппой, но не является строго 2-максимальной 
подгруппой. Строго максимальной цепью длины п группы G назы
вается всякая цепь вида Еп < Еп- \  < . . .  < Е\ < Eq — G. где Е, 
является строго n-максимальной подгруппой в G, г =  1,2 , ,п.

Связь между n-максимальными подгруппами (где п > 1) группы 
G и структурой группы G исследовалась многими авторами. Но, по
жалуй, наиболее ранний результат в данном направлении был полу
чен Хуппертом в работе [1], который доказан, что группа является 
сверхразрешимой, если все ее 2-максимальные подгруппы нормаль
ны. В этой же работе Хупперт доказал, что в случае, когда каждая 
третья максимальная подгруппа группы G является нормальной 
в G , коммутант G' группы G нильпотентен и порядок каждого 
главного фактора группы G делится не более, чем на два (необя
зательно различных) простых числа. Эта работа стимулировала 
многие другие исследования в данном направлении. В частности, 
развивая результаты Хупперта, Янко в работе [2] получил описа
ние групп, в которых 4-максимальные подгруппы нормальны. Он 
доказал, что если каждая 4-максимальная подгруппа разрешимой 
группы G является нормальной в G и порядок G делится по край
ней мере на 4 различных простых числа, moG — сверхразрешимая 
группа. Годом позже в работе [3] Янко изучил группы, у которых 
кроме единичной других 5-максимальных п о д гр у п п  не существует. 
Еще одним естественным развитием уиомяну?ь££ ныш.е результате в 
Хупперта и Янко стала работа А. Манна! [4], в которой^автбр ана
лизировал строение|Щ|Ж'в''к6тё£>ых каждая « - м а к с и м а л ь н а я , ^  
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группа субнормальна. В более поздней работе [5] М. Асааду удалось 
усилить отмеченные выше результаты Хупперта и Янко, рассматри
вая лишь строго n-максимальные подгруппы для п  =  2,3,4.

В работе [6] Агравалем была доказана сверхразрешимостъ груп
пы при условии, что все ее 2-максимальные подгруппы S -квазинор- 
малъны, а в работе [7] было получено полное описание групп, у ко
торых все 2-максимальные подгруппы 5-квазинормальны, и групп, 
у которых все 3-максимальные подгруппы 5-квазинормальны (под
группа Н  группы G называется 5-квазинормальной в G, если Н 
перестановочна со всеми силовскими подгруппами группы G).

В связи с отмеченными выше результатами, JI.A. Шеметковым 
была поставлена задача описания групп, у которых в каждой мак
симальной цепи длины два или три группы G имеется собственная 
5'-квазинормальная подгруппа. Данная работа связана с анализом 
этой задачи.

2. Предварительные результаты

Напомним некоторые свойства 5-квазинормальных подгрупп.
Лемма 2.1 (см. [8]). Пусть G — группа и Н  < К  < G. Тогда
(1) Если Н S -квазинормальна в G, то Н субнормальна в G.
(2) Если Н является S -квазинормальной в G, то Н является 

S -квазинормальной в К .
Лемма 2.2 (см. [8]). S -квазинормальные субнормальные под

группы группы G образуют (в общем случае собственную) подре- 
шетку решетки всех субнормальных подгрупп группы G.

Лемма 2.3 (см. [9, гл. А]). Пусть U — субнормальная подгруппа 
группы G и N  — нормальная подгруппы группы G. Тогда

(1) U N /N  — субнормальная подгруппа в G /N ;
(2) если N  — минимальная нормальная подгруппа группы G, 

то N  С Ng(L).
Группа G называется примитивной, если в ней имеется макси

мальная подгруппа М  с Mq =  1.
Лемма 2.4 (см. [9, гл.А, теорема 15.2]). Пусть G — примитив

ная группа и М  — ее максимальная подгруппа с Mq — 1. Тогда 
справедливо одно из следующих утверждений:

(1) группа G содержит единственную минимальную нормаль
ную подгруппу N, причем N  = Cg(N) и G = [N]M\

(2) группа G содержит единственную минимальную нормаль
ную подгруппу N , причем Cc{N) = Е  и G — N M \

(3) группа G содержит точно две минимальные нормальные 
подгруппы N\ и iV2, причем G =  [Ari]M =  [Л^М, N-t =  Сс{ 
i= l,2 и Ni ~  N 2 -
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Л ем м а 2,5. Пусть М  — максимальная подгруппа группы G. 
Если L субнормальна в G и L  С М , то L С MG.

Доказательство. Предположив сначала, что Mg /  1, докажем 
утверждение леммы индукцией по |<7|.

Так как L субнормальна в G, то по лемме 2.3(1), LM q/M g  суб
нормальна в G/M g• Кроме того, LM q/M g < M /M g  и M /M g — 
максимальная подгруппа в G /M g, т.е. для LM q/M g  условие леммы 
выполнено. Тогда LMg/Mq Q (M /M g)g/mc ~  M q/M q  =  1. Откуда 
следует, что L С Mg-

Значит, можем считать, что M g =  1- Тогда пусть Lo — мини
мальная субнормальная подгруппа в G. содержащаяся в М , и пусть 
N  = L§  -  нормальное замыкание подгруппы Lq в G. Предполо
жим, что N  М. Тогда G =  N М  и поэтому Lq — LqM . Если Lq
-  неабелева группа, то N  --  минимальная нормальная подгруппа 
в G и поэтому N  =  LqM = L^f С М, что противоречит нашему 
допущению о N. Значит, N  -- р-группа для некоторого простого 
числа р.

Пусть R  — минимальная нормальная подгруппа в G, содержа
щаяся в N. Тогда, по лемме 2.4, G =  [R]M, Cg(R) =  R  и, по 
лемме 2.3(2), R  С Ng(Lq). Значит, Lo $£ R. Откуда следует, что 
RLq =  R  х  Lo и, значит, L0 Q Cc{R) =  R- Полученное противоре
чие и завершает доказательство леммы.

Лемма 2.6 (см. [10, гл. IV, теорема 7.4]). Пусть Н  — макси
мальная нилъпотеитная подгруппа группы G и 2 -силовская под
группа группы Н имеет класс нильпотентности, не превосходя
щий два. Тогда G разрешима.

Лемма 2.7. Пусть М  — максимальная подгруппа группы G. 
Предположим, что в каждой максимальной цепи длины три груп
пы G имеется собственная S -квазинормальная подгруппа. Тогда 
любая 2-максимальная подгруппа из М  содержится в Mg- В част
ности, |М  : Mg\ € {l,p ,pq}, где р и q — простые (не обязательно 
различные) числа.

Доказательство. Предположим, что М  — ненормальная в G 
подгруппа. Тогда М  не является S'-квазинормальной подгруппой в 
G. Пусть Е\ — максимальная подгруппа в М  и E-i — максимальная 
подгруппа в Е\. Если Е\ S-квазинормальна в G, то, по лемме 2.1(1), 
Е\ субнормальна в G и, ввиду леммы 2.5, Е^ С Е\ =  Mg- Если Е2 

5-квазинормальна в G, то аналогично заключаем, что Е2 С Mg- 
Следовательно, каждая максимальная подгруппа из M /M g  имеет 
простой порядок и поэтому \M /M g\ — pq для некоторых (не обяза
тельно различных) простых р и q. Лемма доказана.

Следствие 2.8. Пусть G — примитивная группа и М  — ее 
максимальная подгруппа с M q = 1- Если в каждой максимальной
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цепи длины гири группы G имеется собственная S -квазинормошгьная 
подгруппа, то \ М\ 6 { l,p ,pq}, гдер uq — простые (не обязательно 
различные) числа.

Л емма 2.9 (см. [11], гл.2). Пусть Н  С G. Тогда Н  С F(G) 
тогда и только тогда, когда Н нильпотентна и субнормальна в 
G.

Л ем м а 2.10 (см. [12]). Пусть максимальная подгруппа М  груп
пы G является непримарной р-разложимой подгруппой. Тогда G 
имеет неединичную нормальную подгруппу одного из видов:

(1) центр р-силовской подгруппы М.
(2) силовское p-дополнение в М  или в G.
Напомним некоторые свойства групп Шмидта, необходимые в 

наших доказательствах (см. [11, гл. VI]).
Л ем м а 2.11. Если G — группа Шмидта, то
(1) G — [Р] < а >, где Р, < а > — силовские р-подгруппа и 

q-подгруппа, соответственно;
(2) G имеет в точности два класса максимальных подгрупп, 

представителями которых являются группы Р < а4 > и Р  < а >.
Л ем м а 2.12 (см. [13, теорема 20.1.1]). Пусть G — разреши

мая группа и п — множество простых чисел. Тогда любые две 
тт-холловы подгруппы группы G сопряжены между собой.

3. Основные результаты

Теорема 3.1. В каждой строго максимальной цепи длины два 
группы G имеется собственная S -квазинормальная подгруппа то
гда и только тогда, когда G либо нильпотентна, либо G -  [Р )М , 
где Р = G — минимальная нормальная в G подгруппа, являющая
ся силовской подгруппой в G, и каждая максимальная подгруппа из 
М , кроме может быть одной подгруппы Т, действует приводимо 
па Р и Т  нормальна в G.

Д оказательство. Необходимость. Предположим, что G не яв
ляется нилыютентной. Тогда G имеет ненормальную максимальную 
подгруппу М. Понятно, что М  не является 5-квазинормальной в 
G. Пусть Mi — максимальная подгруппа в М. Допустим, что М\ 
не является строго 2-максимальной подгруппой в G. Это означает, 
что существует по крайней мере один максимальный ряд подгрупп 
Gi группы G (0 < i < п) такой, что М\ — Gr для г > 3 и группа 
Gi максимальна в G,_i. Среди всех таких рядов группы G выберем 
ряд наибольшей длины, например,

Mi =  Gr < . . .  < G2 < Gi < G0 =  G

В этом случае группа Gi является строго 2-максимальной подгруп
пой в G. Так как М\ < М  и М\ < Gi- то М\ < Gi П М . Если
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<?2 П М  — 1, то М\ =  1 и \М\ — р для некоторого простого числа 
р. Поэтому G — разрешимая примитивная группа. Следовательно, 
G =  (N ]M , где N  — минимальная нормальная подгруппа в G.

Пусть теперь G 2 П М  ф 1 и G\ S-квазинормальна в G. Тогда 
G\ нормальна в G и, ввиду максимальности подгруппы М\ в М, 
М\ = G 1 П М . Из последнего следует, что М\ нормальна в М. Если 
же G\ не является S'-квазинормальной в G, то, согласно условию, 
S-квазинормальной в G является подгруппа G2. Тогда, по лемме 
2.1(1), (?2 субнормальна в G.

Предположим вначале, что G2 С М. Тогда G2 является мак
симальной подгруппой в М, так как G2 — строго 2-максимальная 
подгруппа в G. Так как G2 субнормальна в G, то, по лемме 2.1(2), 
G2 субнормальна в М. Кроме того, М\ < G2 П М  =  G2 < М  и, 
значит, М\ = G2 и Mi нормальна в М.

Пусть теперь G2 $£ М. Тогда Mi = G2 П М  субнормальна в 
М. Из последнего, ввиду максимальности Mi в М, следует, что Mi 
нормальна в М.

Таким образом, все максимальные подгруппы из М нормальны в 
М  и поэтому М нильпотентная группа. Следовательно, в группе 
G каждая ненормальная максимальная подгруппа является нильпо- 
тентной.

Покажем, что группа G разрешима. Пусть М  максимальная 
ненормальная подгруппа в G. Тогда М нильпотентна, что влечет 
нильнотенность подгруппы Mq. Применяя индукцию по |G|, получа
ем, что если Мс ф 1, то Mq и G/Mg разрешимы, а значит, G разре
шима. Поэтому мы можем считать, что Mg =  1- Значит, G — прими
тивная группа и, по лемме 2.4, либо G =  N M , где N  — единственная 
минимальная нормальная подгруппа в G, либо G =  [Ni\M  =  [iV2]M, 
где Ni, N 2 — две различные минимальные нормальные подгруппы 
в G и iVi ~  JV2.

Рассмотрим первый случай. Если N  разрешима, то, по индук
ции, G разрешима. Пусть N  не является разрешимой группой. То
гда \N\ делится по крайней мере на два различных простых числа, 
одно из которых нечетное. Пусть р ф 2 делит \N\ и Np — силов- 
ская подгруппа в N, которая содержится в некоторой силовской 
р-подгруппе Р  группы G. Тогда Np =  P n N , что влечет Р < Ng{Np). 
Поскольку N  — неабелева группа, то в G существует максимальная 
подгруппа Т  такая, что Ng{Np) < Т. Значит, Np < Р < Т. Кроме 
того, G =  N N g{Np) = N T  и, следовательно, N  и Tq = 1. Зна
чит, как было показано выше, Т  — нильпотентная группа. Если Т  — 
примарная группа, т.е. |Т| = рп для некоторого натурального числа
а, то, по лемме 2.6, G разрешима.

Пусть Т  — непримарная группа. Тогда, по лемме 2.10, в G имеет
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ся неединичная нормальная подгруппа одного из следующих видов: 
1) центр р-силовской подгруппы Т; 2) силовское р-дополнение в Т. 
В каждом из этих случаев в группе G имеется неединичная абеле
ва нормальная подгруппа, что, как и выше, влечет разрешимость 
группы G.

Пусть теперь N\ и N2 — две различные минимальные нормаль
ные подгруппы в G. Тогда G ~  G/N\ П N2 разрешима.

Значит, по теореме 24.2 из [11, гл. VI] относительно группы G 
выполнены следующие условия:

1) Gm является р-группой для некоторого простого числа р;
2) G<n/^ {G tn) — главный фактор группы G ;
3) любые две ненормальные максимальные подгруппы группы G 

сопряжены в G.
Покажем, что С 01 -- силовская подгруппа в G. Воспользуемся ин

дукцией по |G|. Если Ф ^ )  ф 1, то (С/Ф(С‘п))т  =  G * ^ (G * ). Зна
чит, G —- силовская подгруппа в G. Поэтому мы можем считать, что 
Ф(Ст ) = 1. Так как С<Л/Ф(СЭТ) — главный фактор и Ф(С<Л) =  1, то 
G'71 является минимальной нормальной подгруппой в G. Так как G —■ 
ненилыютентная группа, то G^ $£ Ф(С) и, следовательно, существу
ет максимальная подгруппа М  в G такая, что G =  [Gm]M. Из того, 
что G/Gw ~  М  следует, что М  нильпотентна и, значит, силовская 
р-подгруппа Мр группы М  нормальна в М. Значит, М  С Nc(M p). 
Но Мр < Ng (Mp) и, следовательно, Nc{Mp) = G. Из последнего 
следует, что Мр нормальна в G. Так как силовская р-иодгругша Gv 
из G имеет вид Gp =  [G^JMp, то Gp нормальна в G.

Пусть М  — максимальная ненормальная подгруппа в G. Тогда 
М  нильпотентна и имеет вид М  — Ф (Gm)Gp', где Gp' — некото
рая холловская р-подгруппа в G. Покажем, что Ф = Ф(СР) — 1. 
Допустим обратное. Тогда в Ф имеется максимальная подгруппа 
Фх такая, что Т  = ФiGp> — максимальная подгруппа в М. Допу
стим, что Т  не является строго 2-максимальной подгруппой в G. 
Тогда в G имеется отличная от М  максимальная подгруппа V  та
кая, что Т  является собственной немаксимальной подгруппой в V. 
Так как Ф < V, то V — Ф(Gp')x = М х для некоторого х  6 G. 
Пусть Т  < L < ■М х. Так как Т  — максимальная подгруппа в М  
и М  нильпотентна, то [М : Т\ =  р. Кроме того, |М г'| =  \М\. Зна
чит, р =  \М  : Т| =  |М х : Т\ = \Мх : L||L : Т\ > р. Полученное 
противоречие показывает, что Т  является строго 2-максимальной 
подгруппой в G. Тогда Т 5-квазинормальна в G и, по лемме 2.1(1), 
Т субнормальна в G. Кроме того, нильпотентность группы М  вле
чет нильпотентность группы Т. Значит, по лемме 2.9, Т  С F(G), 
что влечет G =  GPT  С F(G) и, следовательно, G =  F(G) — ниль- 
потентная группа, что противоречит нашему исходному допущению
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о G. Таким образом, Ф(6',' г) — 1.
Достаточность. Если G нильиотентна, то каждая максимальная 

подгруппа в G нормальна и, следовательно, S-квазинормальна в G.
Пусть теперь G не является нильпотентной группой. Тогда G =  

[Р}М, где P = G'n — минимальная нормальная подгруппа в G, и М
— максимальная подгруппа в G.

Пусть L — произвольная максимальная подгруппа в G. Прежде 
предположим, что \G : L\ =  pa и 1 ф Р  П L ф Р. Так как Р  Г) L 
нормальна в Р  и РГ\ L нормальна в L, то РП L нормальна в G, что 
противоречит минимальности Р. Значит, Р П L = 1 и L является 
холловой р -подгруппой в G. Откуда, по лемме ‘2.12, вытекает, что 
L — М х для некоторого х  6 G. В частности, L — нильпотентная 
группа. Пусть теперь Е  -  максимальная подгруппа в L. Предполо
жим, что Е  является строго 2-максимальной подгруппой в G. Ввиду 
сопряженности подгрупп М  и L, в М  найдется такая максимальная 
подгруппа V. что Е  =  V х. Предположим, что V  действует приводи
мо на Р. Тогда Р  не является минимальной нормальной подгруппой 
в [P\V. А так как [P]VX =  ([P]V)X, то Р  не является минимальной 
нормальной подгруппой в \P \VX. Предположим теперь, что V  дей
ствует неприводимо на Р. Тогда V  — V х — нормальная подгруппа 
в G.

Допустим теперь, что \G . L\ ~  qb для некоторого простого q ^  р. 
Тогда Р  С L. Так как Р  = С'я . то G /P  — нильпотентная группа. 
Кроме того, L/Р  является максимальной подгруппой в G/Р  и, сле
довательно, L/Р  нормальна в G/Р , что влечет нормальность L в G. 
Теорема доказана.

Теорема 3.2. Пустпъ G — ненилъпотентная группа. Тогда в 
толь и только в том случае в каждой максимальной цепи длины 
два группы G имеется собственная S -квазинормалъная подгруппа, 
когда G — группа Шмидта с абелевыми силовскими подгруппами.

Доказательство. Необходимость. Предположим, что в каждой 
максимальной цепи длины два группы G имеется собственная S- 
квазинормальная подгруппа. Тогда, по теореме 3.1, G — [Р]М, где 
Р  =  G ^  минимальная нормальная подгруппа в G, являющая
ся силовской р- подгруппой в G для некоторого простого р, М  - 
представитель единственного класса максимальных нильпотентных 
ненормальных подгрупп в G, каждая максимальная подгруппа ко
торой, кроме может быть одной подгруппы Т, действует приводимо 
на Р  и Т  нормальна в G.

Допустим, что в G имеется максимальная ненильпотентная под
группа L. Прежде предположим, что \G : Ь\ =  ра и 1 ф Р  П L ф Р. 
Так как Р  П L нормальна в Р и Р П Ь  нормальна в L, то Р  П L нор
мальна в G, что противоречит минимальности Р. Значит, Р  П L =  1
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и L является холловой р -подгруппой в G Откуда, по лемме 2.13, 
вытекает, что L — М х для некоторого х  € G и L — нильпотентная 
группа.

Допустим теперь, что \G : L\ =  qb. Тогда Р  С L, \G : L\ — q и 
L = РМ  П L =  P (M  П L). Заметим, что

„ - \ Г - Т \  =  В . =  1PHM1 = 1PHM1 =  \ M \ = Ш . u n n  
Я ' * |L| |P(M  fl L)| |P ||M  П L| |M П L| 1

Значит, M f l t  является максимальной подгруппой в М. Нильпо
тентность группы М  влечет нильпотентность группы М  П L. Кроме 
того, нильпотентной является группа Р . Так как М  П L — макси
мальная подгруппа в М, то М П L  нормальна в G. Значит, L — 
нильпотентная нормальная подгруппа группы G. Полученное про
тиворечие показывает, что G — группа Шмидта.

Покажем теперь, что Р  является абелевой группой. По лемме 
2.11(2), G имеет в точности два класса максимальных подгрупп, 
представителями которых являются группы Р  < а > и Р  < а4 >. 
Так как М является максимальной ненормальной подгруппой в G, 
то М  — Qx для некоторого х € G и Р  = 1 , что влечет абелевость 
группы Р.

Достаточность. Предположим, что G является группой Шмидта 
с абелевыми силовскими подгруппами. Тогда, по лемме 2.11, G = 
[P]Q, где Р  и Q = <  a > силовская р-подгруппа и д-подгруппа, 
соответственно, и G имеет в точности два класса максимальных под
групп, представителями которых являются группы Р  < aq > и Q.

Пусть теперь L < М  < G - произвольная максимальная цепь 
длины два группы G. Если М  = Р  < а4 >, то М  нормальна в G. 
Пусть теперь М  = QT для некоторого х  € G. Тогда < о9 > является 
максимальной в М  и < а4 > нормальна в G.

Следствие 3.3.(Луценко, Скиба [7]). Пусть G — неннлъпо- 
те7тная группа. Тогда следующие условия эквивалентны:

(1) G является группой Шмидта, нормальная силовская под
группа которой имеет простой порядок;

(2) каждая 2-максимальная подгруппа группы G нормальна;
(3) каждая строго 2-максимальная подгруппа группы G S -квази- 

нормальна.
Доказательство.
(1) => (2). Пусть G — [P]Q — группа Шмидта, где Р  и Q — 

силовские р-подгруппа и g-подгруппа в G соответственно и |Р | =  р. 
Тогда по лемме 2.11(2) G имеет точно два класса максимальных 
подгрупп PQ i и Qx, где <21 — максимальная подгруппа группы Q. 
Следовательно, подгруппы PQi и Q\ являются 2-максимальными 
подгруппами в G, где — 2-максимальная подгруппа в Q. Согласно
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[11, теорема 26.1(5)], подгруппы Qi и Q2 являются нормальными в 
группе G и поэтому каждая 2-максимальная подгруппа группы G 
нормальна.

(2) (3). Очевидно.
(3) =Ф- (1). Предположим, что каждая строго 2-максимальная 

подгруппа группы G является S-квазинормальной. Тогда, по теоре
ме 3.1, G =  [Р \М , где Р  =  G95 — минимальная нормальная подгруп
па в G, М  — максимальная ненормальная нильпотентная подгруп
па, все максимальные подгруппы которой, кроме может быть одной 
подгруппы Т . действуют приводимо на Р ч Т  нормальна в G.

Допустим вначале, что каждая максимальная подгруппа из G 
нилыютентна. В этом случае G — [P]Q является группой Шмидта. 
Пусть Pi -- некоторая максимальная подгруппа группы Р и Qi — 
максимальная подгруппа группы Q. Тогда P\Qi является строго 2- 
максимальной подгруппой в G. По условию, (PiQi)Q — Q(P\Qi) 
и поэтому PiQ является подгруппой в G. Так как М  не является 
S'-квазинормальной в G, то М  - примарная циклическая группа 
и, значит, М  = Qx, для некоторого х £ G. Откуда получаем, что 
PiQ =  Q. т.с. \Р\ = р  для некоторого простого р.

Теперь предположим, что в группе G существует ненилыютент- 
ная максимальная подгруппа L. Пусть Я ..максимальная подгруп
па в L. Если Я  строго 2-максимальная подгруппа в G, то ввиду 
условия Я  является S-квазинормальной подгруппой в G. Тогда, по 
лемме 2.1(2), Я  является S-квазинормальной подгруппой в L, и по
этому, но лемме 2.1(1), Н  субнормальна в L.

Допустим теперь, что Н  не является строго 2-максимальной под
группой в G. Это означает, что существует по крайней мере один ряд 
подгрупп Gj группы G (0 < г < п) такой, что Н — G, для г > 3 и 
группа Gj. максимальна в Gt_i. Среди всех таких рядов группы G 
выберем ряд наибольшей длины, например,

Н = Gr < ... < G2 < Gx < Go =  G.

В этом случае группа G2 является строго 2-максимальной подгруп
пой группы G. Так как Я < L и Н  < G2, то II < Go П L. Если 
G2 f i L =  1, то Я  =  1 и поэтому L нильпотентна, противоречие. 
Следовательно, G2 П М ф 1. Ввиду максимальности Я  в L, имеем 
либо Н — G2 П L, либо G2 П L — L. Ясно, что второй случай не 
имеет место и поэтому Я  =  G2 П L. Ввиду условия G2 является 
S-квазинормальной подгруппой в G и поэтому, по лемме 2.1(1), G2 
субнормальна в G. Тогда, по лемме 2.1(2), Я  =  G2 П L субнормаль
на в L. Таким образом, в группе L каждая максимальная подгруппа 
является субнормальной и поэтому группа L нильпотентна, что про
тиворечит рассматриваемому случаю. Следствие доказано.
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Следствие 3.4 (Хуплерт [ij). Если каждая вторая максималь
ная подгруппа группы G нормальна в G, то G сверхразрешим а. Если 
K(G)| > 3, то G нильпотентна.

Следствие 3.5 (Аграваль [6]). Если каждая вторая максималь
ная подгруппа группы G S -квазинормальна в G, то G сверхразре- 
шима. Если |tt(G)| >  3 , то G нильпотентна.

Следствие 3.6 (Асаад [5]). Если каждая строго вторая макси
мальная подгруппа группы G нормальна bG, to G  сверхразрешима. 
Если [?r(G)| > 3, то G нильпотентна.

Теорема 3.7. Пусть G —  ненилъпотентная группа. Если в лю
бой максимальной цепи длины три группы G имеется собственная 
S -квазинормальная подгруппа, то группа G разрешима и lp(G) < 1 
д м  любого простого р.

Доказательство. Пусть $  — класс всех разрешимых групп G 
таких, что lp{G) < 1 для всех простых р. Известно, что S' — насыщен
ная формация (см.[11], теоремы 5.4, 5.6). Пусть N  — минимальная 
нормальная подгруппа в G. Тогда условие теоремы выполняется в 
фактор-группе G /N  и поэтому G /N  £ $  по индукции. Следователь
но, N  — единственная минимальная нормальная подгруппа в G и 
N  Ф(С), так как £  — насыщенная формация.

Прежде докажем, что группа G разрешима. Для этого нам до
статочно показать, что N  абелева группа. Предположим, что это 
не так. Тогда для каждой разрешимой подгруппы Е  из G имеет 
место Eg =  1-

Пусть р —- наименьший простой делитель |АГ| и Np — силовская 
р-подгруппа в N. Пусть Gv — силовская р-подгруппа группы G, со
держащая Np. Тогда Gp С Ng(Np) и Ng{Np) ^  G. Следователь
но, в G найдется такая максимальная подгруппа М, что M N  =  G 
и Gv С М. Понятно, что Mq =  1 и поэтому М  не является S- 
квазинормальной в G.

Прежде предположим, что М  нильпотентна и все максимальные 
подгруппы из М  5-квазинормальны в G. Тогда, ввиду леммы 2.2, 
М  — циклическая примарная группа, так как М  не является S- 
квазинормальной в G. Пусть М\ — максимальная подгруппа в М. 
Тогда, по лемме 2.1(1) и по лемме 2.5, М\ =  Mg = 1. Тогда \М\ = р
и. ввиду леммы 2.6, G  разрешима. Пусть теперь М  имеет макси
мальную подгруппу M i, которая не S-квазинормальна в G. Тогда 
если Mi — максимальная подгруппа в М\, то М2 .S-квазинормальна 
в G и, по лемме 2.1(1) и по лемме 2.5, М2 С Mq =  1, т.е |Mi| =  q 
для некоторого простого q. А так как М  нильпотентна, то \М\ =  pq. 
Значит, по лемме 2.6, G  разрешима.

Пусть теперь М  ненильпотентна. По лемме 2.1(2) в каждой мак
симальной цепи длины два группы М  имеется собственная S-квази-
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нормальная подгруппа. .Значит, по сдсдстжло 3.2, М  — [P]Q — груп
па Шмидта с абелевыми силовекими подгруппами. Тогда Q явля
ется максимальной ненормальной подгруппой в М  и, если Q i - 
максимальная подгруппа в Q, то <2i S-квазинормальна в G. От
куда, по леммам 2.1(1) и 2.5, получаем, что Q\ С Мд = 1, \Q\ =  q 
для некоторого простого д. Откуда следует, что Р — максимальная 
подгруппа в М. Предположим вначале, что Р  S-квазинормальна 
в G. Тогда, по леммам 2.1(1) и 2.5, Р  С Mq =  1. Поэтому Р  
не является S-квазинормальной подгруппой в G. Если Р\ — мак
симальная подгруппа в Р, то, по условию, Р\ S-квазинормальна 
в G и, по леммам 2.1(1) и 2.5, Pi С Mg =  1, т.е |Р | =  р. Но 
тогда М  является нильпотентной группой по [14, теорема 10.1.9], 
что противоречит нашему предположению о подгруппе М. Таким 
образом, группа G является разрешимой. Заметим также, что по
скольку Cg{N) П М  — нормальная подгруппа в G и Mg = 1, то 
Cg{N) = Cg(N )D N М  = N(Cg{N)C[M) = N . А поскольку подгруп
па Фиттинга содержится в централизаторе любого главного фактора 
группы по [10, VI, теорема 5.4], то N  = Cg(N )  =  Ov(G) = F(G) для 
некоторого простого р. Очевидно, что Op'{G) — 1. Таким образом, 
чтобы доказать, что lp(G) < 1, достаточно показать, что N  является 
силовской р-подгруппой в G. Допустим обратное. Тогда N  С Gp, где 
Gp — силовская р-подгруппа в G. Откуда следует, что р делит |М |. 
Но, согласно следствию 2.8, \М\ =  q или [М\ =  qr, где q, г — простые 
(не обязательно различные) числа. Тогда получаем, что \М\ — pq и 
р-подгруппа ненормальна в М. Таким образом, М  = [С9]СР

Теперь покажем, что силовская р-подгруппа Gp, которая явля
ется максимальной подгруппой в G, не S-квазинормальна в G. До
пустим обратное. Тогда, по лемме 2.1(1), Gv субнормальна в G и, 
ввиду леммы 2.9, Gp С F(G) С Cg{N) = N . Данное противоречие 
показывает, что Gv не S-квазинормальна в G.

Так как N  — нормальная подгруппа группы G, то в ней имеет
ся максимальная нормальная подгруппа N j. Тогда N\CP — 2-макси
мальная подгруппа в Gp. Допустим, что N\CP S-квазинормальна в 
G. Тогда, по лемме 2.1(1), N\CV субнормальна в G и, аналогично 
рассуждениям приведенным выше, NiCp С F(G) С Cg{N) = N. 
Противоречие. Значит, N\CP не S-квазинормальна в G. Тогда лю
бая максимальная подгруппа в N\CP является S-квазинормальной в 
G. Значит, ввиду леммы 2.2, N\CP — циклическая примарная груп
па, так как NiCp не S-квазинормальна в G. Откуда следует, что 
NiCp =  Ср и, значит, Ny — 1. Таким образом, получили, что \N\ =  р. 
Но тогда G /Cg[N ) — G /N  ~  М  — циклическая группа. Получен
ное противоречие показывает, что N  = Gp и lp(G) < 1. Теорема 
доказана.
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