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Установлены верхние оценки для модулей нулей многочленов Эрмита (аппроксимаций Эрмита – Паде 

I типа), системы экспонент  
0

pk
k

p
e



, где 

0 1 p       – произвольные действительные числа. 

Доказанные утверждения дополняют и обобщают известные результаты Э. Саффа и Р. Варги, Г. Шталя, 

Ф. Вилонского о поведении нулей многочленов Эрмита для системы экспонент  
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The upper estimates for modules of the zeros of Hermite polynomials (Hermite – Pade approximation of type I) of 

the exponential system  
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, where 

0 1 p       are arbitrary real numbers were established. The 

proven the statements complement and generalize known results about the behavior of the zeros of Hermite poly-

nomials for exponential system  
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pk
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e


 by E. Saff and R. Varga, H. Stahl, F. Wielonsky. 
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Введение. Различают два типа диагональных аппроксимаций Эрмита – Паде экспонен-
циальных функций [1]. Один из этих типов (German type – тип II) состоит из совместных раци-

ональных приближений , ( ; ) ( ) ( )j j j

kn kn kn knz e p z q z  , 1, 2, ,j k  набора экспонент  
1

k
jz

j
e


, 

где многочлены ( ), ( )j

kn knp z q z  имеют степень не выше kn  и определяются из условий 
1( ) ( ) ( )jz j kn n

kn knq z e p z O z    , 0z  ,              (1) 

Впервые такие конструкции рациональных дробей появились в известной работе Эрмита [2], 
посвящѐнной доказательству трансцендентности числа e . Линдеман [3] определил аналоги 

дробей Эрмита для системы экспонент  
1

j
k

z

j
e



, где 

j  – различные алгебраические числа, и 

применил их, для доказательства трансцендентности числа  . А.И. Аптекаревым [4] была уста-

новлена равномерная сходимость рациональных функций , ( ; )jj

kn kn z e
 

  к функции j ze


 на компак-

тах в  для систем экспонент  
1

j
k

z

j
e



 с произвольными различными и отличными от нуля ком-

плексными показателями 
j . При 1k   этот результат хорошо известен и принадлежит Паде [5]. 

Немного позже Эрмит [6] ввѐл другой тип аппроксимаций (Latin type – тип I), с помо-

щью которых также можно доказать трансцендентность числа e  [7]. Для системы экспонент 

 
0

k
pz

p
e


 эти аппроксимации совпадают с набором из 1k   многочленов  

0
( )

k

p p
A z


 степени не 

выше 1n , для которых 

 1

0

( )
k

pz kn n

p

p

A z e O z  



 ,   0z  ,                (2) 

где предполагается, что хотя бы один многочлен ( )pA z  тождественно не равен нулю. 

В одномерном случае общая постановка задачи о нахождении многочленов, удовлетво-

ряющих равенствам (1), (2), принадлежит Паде [5]. В многомерном случае, когда 2k  , 
начало интенсивного и систематического изучения аппроксимаций Эрмита – Паде I и II ти-
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пов для произвольных систем аналитических функций связано с появлением работ К. Малера 
[1], [7], [8]. Оба типа аппроксимаций, явно различные в многомерном случае, традиционно 
имеют множество приложений в теории приближений аналитических функций [9]–[12] и в 
теории диофантовых приближений, в частности для измерения иррациональности [13], в до-
казательствах трансцендентности [8], в исследованиях алгебраической природы математиче-
ских констант [14] (о других приложениях см. обзоры [15], [16], [18]. 

При 1k   приходим к классическим аппроксимациям Паде экспоненты. В этом случае 

многочлены Паде 1

0 1( ) ( )nA z p z  , 1 1( ) ( )nA z q z  находятся из условий 

 1 2 1

1 1( ) ( )z n

n nq z e p z O z 

   ,                    (3) 

с точностью до однородной константы. Однородная константа задаѐтся условиями норми-
ровки, которые однозначно определяют эти многочлены. 

Поведение нулей многочленов Тейлора функций, связанных с экспоненциальной функ-
цией, исследовал Г. Сеге [19]. Э. Сафф и Р. Варга [20] изучили расположение нулей аппрок-
симаций Паде экспоненты и нашли границы кольца, в котором находятся нули еѐ многочле-
нов Паде. В частности, в диагональном случае ими доказано следующее утверждение, из-
вестное как «теорема о кольце». 

Теорема 1 (Э. Сафф, Р. Варга [20]). Для любых 2n   все нули аппроксимаций Паде 
1

1 1n np q 
 функции ze  лежат в кольце     : 2 1 2 1 3K z n z n      , где 0,278465   – 

единственный положительный корень уравнения 1 1tte   . 

В силу хорошо известного тождества 1

1 1( ) ( )n nq z p z   , предыдущее утверждение спра-

ведливо и для нулей 1( )nq z . 

Ф. Вилонский [21] получил оценку сверху для модулей нулей многочленов  
0

( )
k

p p
A z


, 

которые определяются равенствами (0.2). Г. Шталь [22] исследовал расположение нулей 
преобразованных с помощью масштабирования независимой переменной квадратичных диа-

гональных аппроксимаций Эрмита–Паде I и II типов системы экспонент  21, ,z ze e  и пока-

зал, что указанные нули лежат на специальных дугах комплексной плоскости. 
В данной статье рассматриваются диагональные аппроксимации Эрмита – Паде I типа 

для системы экспонент  
0

p
k

z

p
e



 с произвольными различными действительными показате-

лями 0 1 k      . Нас интересует поведение нулей многочленов Эрмита  
0

( )
k

p

n p
A z


, 

имеющих степень не выше 1n  и удовлетворяющих условиям 

 1

0

( ) p

k
zp kn n

n

p

A z e O z
  



 , 0z  ,                    (4) 

Сформулируем основной результат. 

Теорема 2. Пусть 0 1 k       – произвольные действительные числа. Тогда при 

2n  , 1k   нули многочлена ( )p

nA z , 0 p k  , лежат в круге  : p

nz z R , где 

     
1 1

2 1 3 1 1
p k pp

n p p j p j pj j
R n



  
       
   .             (5) 

В случаях, когда 0p   или p k , соответственно первая и вторая суммы в скобках 

равны нулю. 

При p p  , 0, 1, ,p k , и 1k   из теоремы 1 следует, что все нули многочленов 

Паде 1( )nq z , 1

1( )np z
 лежат в круге   : 2 1 3z z n  , что согласуется с теоремой Э. Саффа 

и Р. Варги. Если p p  , 0, 1, ,p k , и 2k  , то из (5) в качестве следствия вытекает тео-

рема 2.2 из работы [21] Ф. Вилонского: все нули многочлена ( )pA z , лежат в круге 

 : pz z R , где  
1 1

2 1 3 1 1
p k p

p j j
R n j j



 
   
   . 
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Прежде чем перейти к доказательству теоремы 2, заметим, что многочлены  
0

( )
k

p

n p
A z


, 

удовлетворяющие равенствам (0.4), могут быть получены решением линейной системы 

1kn n   однородных уравнений с kn n  неизвестными коэффициентами. Поэтому нетриви-

альное решение всегда существует. Более того, такие нетривиальные решения могут быть 

выписаны в явном виде. Действительно, пусть 
pC  – граница круга с центром в точке 

p  

столь малого радиуса, что все остальные 
j  лежат во внешности этого круга. Используя тео-

рему Коши о вычетах, легко показать, что искомые многочлены можно представить в виде: 

 
( )

2 ( )

p

p

z z
p

n n

C

e e d
A z

i

  


  
 ,   0 p k  ,                          (6) 

где     0 1( ) ... k        . 

1. Доказательство теоремы 2. В линейном пространстве P , состоящем из всех много-

членов, определим линейные операторы T I D    , где   – произвольное действительное 

число, I  – единичный оператор, а 
d

D
dz

  – оператор дифференцирования. 

Лемма 1. Любые два оператора 
1

T
, 

2
T

 коммутативны, т. е. 
1 2 2 1

.T T T T       

Доказательство. Утверждение леммы  вытекает из легко проверяемого равенства 

 
1 2 1 2 1 2( )T T S S S S 

         , SP . 

Лемма 1 доказана. 

Лемма 2. Для произвольного   и SP  справедливы тождества 

   ( ) ( )p z z pD e S z e T S z 

   ,   1, 2,p   .             (1.1) 

Доказательство. Так как    ( ) ( ) ( )z zD e S z e S z S z       , то при 1p   тождество (1.1) 

доказано. Далее применим метод индукции. Предположим, что 2p   и (1.1) справедливо 

при 1p  . Тогда, используя утверждение леммы 1, получаем: 

   1( ) ( )p z p zD e S z D D e S z      
 

 

       
1 1( ) ( ) ( ) ( )

pz z p z pD e I D S z e T S z S z e T S z
   

 
          
 

. 

Лемма 2 доказана. 

Найдѐм явный вид обратного оператора к mT
, в случае, когда 0, 1, 2,m   и 0  . 

Для этого на P  определим линейные операторы: 

,

0

:
j

m

m j
j

m D S
A S

j








 
    

 
 ,   0, 1, 2,m  .                      (1.2) 

Если SP , то правая часть в (1.2) состоит из конечного числа слагаемых. Это следует 

из того, что при degj S  j -ый член ряда в (1.2) равен нулю. 

Лемма 3. При 0   и 0, 1, 2,m   обратный оператор для оператора mT
 существу-

ет и если обозначить его через mT 


, то 

 
0

1
: 1

1

j
jm m

j
j

m j D S
T S

m


 





  
     

  
 .              (1.3) 

Доказательство. При 0m   утверждение леммы справедливо, так как в этом случае из 

определения биномиальных коэффициентов (см. [23], стр. 772) следует, что mT I

  . Пусть 1m  . 

Используя рекуррентную формулу для биномиальных коэффициентов и лемму 1, получаем: 

 , ,m m

D
A I D S A I S 
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1
1

1
0 0

j j
m

j j
j j

m mD S D S

j j

 
 


 

      
       

     
   

1

1 1

j
m

j
j

m m D S
S

j j


 



       
         

       
  

1

, 1

0

1 j
m

mj
j

m D S
A S

j


 

 



  
   

 
 . 

Таким образом, 
, , 1m mA T A     . Поэтому справедливы равенства 

   1 1

, , , 1 ,0( )m m m

m m mA T S A T T S A T S A S S 

                 . 

Отсюда следует, что оператор 
,mA

 является левым обратным к mT
. Поскольку, согласно 

лемме 1, эти операторы коммутативны, то 
,mA

 является и правым обратным к оператору mT
. 

Для биномиальных коэффициентов справедливо равенство 

   
1 1

1 1
1

j jm m j m j

j j m

         
        

     
. 

Поэтому из равенства (1.2) следует, что оператор mT 


 можно представить в виде (1.3). 

Лемма 3 доказана. 

Лемма 4. При 2n   многочлены Паде 1nq  , 1np   можно нормировать так, что 
1

1 1 1( ) ( ) ( )n n

n nq z p z T z 

      

 
 

 

1
1

0

1 1 !
1

1 1 !

n
j n j

j

n j n
z

n n j


 



   
   

   
 ,              (1.4) 

Доказательство. Дифференцируя равенство (3) n  раз, с учѐтом леммы 2, получим: 

  1

1 1( ) (2 1)(2 2)z n n

n ne T q z c n n nz 

       . 

Отсюда, так как 1ze z    , 

  1

1 1( ) (2 1)(2 2)n n

n nT q z c n n nz 

       ,              (1.5) 

Слева в (1.5) стоит многочлен степени не выше 1n . Поэтому 

  1

1 1( ) (2 1)(2 2)n n

n nT q z c n n nz 

      . 

Выбирая условия нормировки многочлена 1( )nq z  так, чтобы 

 
1

(2 1)(2 2)nc n n n


     , и учитывая линейность оператора 
1

nT , получим, что 

  1

1 1( )n n

nT q z z 

  . Теперь для завершения доказательства достаточно воспользоваться лем-

мой 3. Лемма 4 доказана. 

Перейдѐм непосредственно к доказательству теоремы 2. Сначала найдѐм новое пред-

ставление для многочлена ( )p

nA z . Для этого разделим равенство (4) на 0z
e
  и затем продиф-

ференцируем n  раз. С учѐтом леммы 2, получим: 

     0 1 0

0 1 0

( ) ( ) 1 1( ) ( )k

k

z zn k n kn

n ne T A z e T A z O z
    

      . 

Разделим предыдущее равенство на 1 0( )z
e

   и затем продифференцируем n  раз. В ре-

зультате приходим к равенству 

     1 2 1

1 0 2 1 2 0

( ) ( ) 2 ( 1) 1( ) ( )k

k k

z zn n k n n k n

n ne T T A z e T T A z O z
     

          . 

Повторяя указанную последовательность действий ещѐ 2p   раз, получим, что 

 1

1 1 0

( )
( )k p

k p k k

z n n n k

ne T T T A z



 

        

   1

1 1 0

( ) ( 1) 1( )p p

p p p p

z n n n p k p n

ne T T T A z O z



    

       . 
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Разделим теперь предыдущее равенство на 1( )k p z
e  

 и продифференцируем n  раз. По-

вторив эту процедуру ещѐ 1k p   раз, придѐм к окончательному соотношению: 

 
1 1 1 0

1

( ) ( ) ( ) ( )
p p k p p p p p

n n n n n p n

nT T T T T A z O z
 



             . 

Так как в левой части предыдущего равенства  стоит многочлен степени не выше 1n , то 

 
1 1 1 0

1

( ) ( ) ( )
p p k p p p p p

n n n n n p n

n pT T T T T A z c z
 



             . Отсюда, с учѐтом леммы 3, следует, что 

0 1 1 1

1

( ) ( )( )
p p p p k p p p

p n n n n n n

n pA z c T T T T T z
 

     

            ,             (1.6) 

Далее воспользуемся следующей теоремой Уолша (см. [24], гл. 4, § 18, теорема 18.1). 

Теорема 3 (Уолш). Пусть 
0 0 1

( ) , ( ) ( ),
nn n

j j

j j n j

j j j

f z a z g z b z b z 
  

       и 

( )

0

( ) ( )! ( ).
n

j

n j

j

h z n j b f z



   

Тогда, если нули ( )f z  лежат в круге U , то все нули ( )h z  являются точками множе-

ства G , которое состоит из n  кругов 
jU , 1, 2, ,j n , где круг 

jU  получен параллельным 

переносом U  в направлении вектора 
j  на величину, равную длине вектора 

j . 

Пусть 1nS   – произвольный многочлен степени не выше 1n . Принимая во внимание 

равенство (1.3), нетрудно заметить, что функции 

 1 1( ) ( ), ( ) ( ) , 0n

n nf z S z h z T S z

     , 

  11 1
1

1

0 0

11
( )

1( 1 )!

j n jn n
n j n

n j j
j j

n j z
g z b z

nn j

  
  

 

 

   
   

   
 


 

удовлетворяют условиям теоремы Уолша. Кроме того, если сравнить предыдущее равенство 

для многочлена ( )g z  и равенство (1.4), то легко обнаружить, что 
2 1

1( ) ( )
( 1)!

n

ng z q z
n

 





 . 

Из теоремы 1 следует, что нули 1( )nq z   по модулю меньше  2 1 3n  . Согласно 

теореме Уолша, нули  1( ) ( )n

nh z T S z

   по модулю меньше  2 1 3n   , где   – ради-

ус круга с центром в нуле, который содержит все нули 1( )nS z . 

Применим предыдущее утверждение для 1

1( ) n

nS z z 

   и  
1

1

( )( )
p p

n nh z T z


 

    . Тогда 

нули ( )h z  по модулю меньше  
1

1
2 1 3

p p

n



 

. 

Далее, полагая  
1

1

1 ( )( )
p p

n n

nS z T z


 

     , а  
2( ) 1( ) ( )

p p

n

nh z T S z




     , ещѐ раз применим 

предыдущее утверждение. Тогда нули ( )h z  по модулю меньше 

2 1

1 1
2( 1/ 3) .

p p p p

n
    

 
  

   

 

Далее, опираясь на равенство (1.6) и продолжая аналогичные рассуждения, после ко-

нечного числа шагов получим, что нули полинома p

nA  по модулю меньше 

1 1
2( 1/3) 1/( ) 1/( ) .

p k p

p p j p j pj j
n



  
    
       

Теорема 2 доказана. 

2. Иллюстрирующий пример. Согласно теореме 2 нули многочленов Эрмита p

nA  ле-

жат в круге с центром в нуле, радиус которого p

nR  зависит как от степени многочлена, так и 

от взаимного расположения показателей 0 1 k     системы экспонент. В связи с этим 

представляет интерес вопрос о точности полученной в теореме 2 верхней оценки для моду-
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лей нулей p

nA  в случае, когда число n  – фиксировано, а расстояние между соседними члена-

ми последовательности  
0

k

p p
  является сколь угодно малой величиной. 

Представление многочленов p

nA  с помощью интегралов в виде (6) позволяет при 

2, 3, 4n   найти точные значения всех нулей p

nA . Ограничимся случаями, когда 3n  . 

Две бесконечно большие при a  неотрицательные функции ( )  , ( )   имеют оди-

наковый порядок ( ( ) ( )    ), если lim ( ) ( )a A      , где 0 A   . 

Рассмотрим систему экспонент  
3

0

p z

p
e



, где 0 0  , 

1 1   , 
2 1  , 3 1   , а 

0 1   . Пусть ( )p

jz   – нули многочлена p

nA ,   ( ) : max ( ) : 1, 2, , 1p p

n jr z j n     , а ( )p

nR   

– радиус соответствующего круга, который определяется равенством (0.5). С помощью эле-

ментарных вычислений при 0  получаем, что 
3 3

1
( ) ( ) ,p pr R 


 для 1, 2, 3p  , 

  0 0 2

3 390 ( ) ( ) (16 3) 1 2 1r R       . 

При 1  
3 3

1
( ) ( ) ,

1

p pr R 


 для 0, 1p  ,  2 2

3 313 ( ) ( ) (16 3) 1 2r R       , 

    3 3

3 3582 4 ( ) ( ) (16 3) 1 1 3 2r R        . 

Данный пример показывает, что для рассматриваемой в нѐм систем экспонент при 

3n  , полученные в теореме 2 неравенства для модулей нулей, соответствующих многочле-

нов Эрмита, являются точными в смысле порядка при 0  ( 1 ). 
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