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Класс  -замкнутых инъекторов конечных групп 
 

В.И. ГОЙКО 
 

Дѐрк и Хоукс доказали, что в произвольной конечной группе для произвольного класса Фиттинга 

инъекторов не существует. В связи с этим обстоятельством появились работы, в которых доказано 

существование инъекторов в частично разрешимых группах и в произвольных конечных группах 

для некоторых специальных классов групп. Так, например, Блессеногль и Лауе доказали существо-

вание (и сопряженность) квазинильпотентных инъекторов в произвольной конечной группе. В дан-

ной работе доказано существование инъекторов в конечных группах с π-разрешимым  

X-корадикалом для класса всех конечных -замкнутых групп X (здесь )(X ) и исследованы ос-

новные свойства X-инъекторов. 

Ключевые слова: группа, подгруппа, класс Фиттинга, формация, инъектор, главный фактор, си-

ловская подгруппа. 

 

Doerk and Hawkes proved that in arbitrary finite groups for arbitrary class of Fitting the injectors don’t ex-

ist. Due to this fact there were works which proved the existence of injectors in partially solvable groups and 

arbitrary finite groups for some special classes of groups. For example, Blessenogl and Laue proved the ex-

istence (and contingency) of quasinilpotent injectors in an arbitrary finite group. In the present paper the ex-

istence of the injectors in the finite groups with π-solvable X-coradical for the class of all finite -closed X 

groups (here )(X ) are proved and the basic properties of the X-injectors are investigated. 

Keywords: group, subgroup, class of Fitting, formation, injector, main factor, Sylov’s subgroup. 

 

Класс инъекторов в конечных разрешимых группах был введен в [1]. В [2] доказано, 

что для произвольного класса Фиттинга в произвольной конечной группе инъекторов не су-

ществует. В связи с этим появился большой интерес к задаче поиска инъекторов в частично 

разрешимых группах и  -разрешимых группах [3], [4], а также в произвольных конечных 

группах для специальных классов групп (классов Фиттинга). В [5] установлено существова-

ние и сопряжѐнность квазинильпотентных инъекторов в произвольных конечных группах. 

Другие интересные результаты в этом направлении [6]–[11]. 

Группа G называется  -замкнутой, если G имеет нормальную S -подгруппу ( S -

подгруппа – это  -холловская подгруппа, другое обозначение G ). Остальные необходимые 

определения [2], [12], [13]. 

Лемма 1 [12]. Класс всех  -замкнутых групп – локальная формация. 

Лемма 2. Класс всех  -замкнутых групп является S -замкнутым классом Фиттинга. 

Доказательство тривиально осуществляется проверкой условий в определении класса Фиттинга. 

В силу лемм 1 и 2 класс всех  -замкнутых групп – радикальная формация. 

Теорема 1. Пусть X – класс всех  -замкнутых групп, )(X  . Тогда в конечной 

группе с π-разрешимым X-корадикалом существует X-инъектор. 

Доказательство. Для случая, когда XG , утверждение теоремы выполняется очевид-

ным образом. Пусть XG . Возьмем в группе G произвольную (собственную) максималь-

ную нормальную подгруппу N. Если 1N , то G – простая группа. В этом случае либо 

1XG , либо GG X
. Если 1XG , то получаем противоречивое включение: XG . Пусть 

GG X
. Из последнего равенства вытекает, что 

SG . Т. к. (в силу допущения) G – про-

стая группа, то ясно, что G является   -группой. В этом случае <1> является X-инъектором 

группы G. Пусть  1N . Т. к. XX GG / , то XXX GGN / . В силу XXX GNNGGN //   

получим, что XX GNN / . Отсюда следует, что XX GN  , 
SX N . В силу индукции в 

группе N существует X-инъектор D. Пусть R – такая  X-максимальная подгруппа в G, что 

выполняется включение: RD . Очевидно, что NRD  . Так как XRNR  , то 
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XNR . Ясно, что NRD  , т. е. пересечение подгруппы R с произвольной максималь-

ной нормальной подгруппой группы G является X-инъектором в этой нормальной подгруп-
пе. Пусть S – произвольная субнормальная подгруппа в G. S входит в некоторую максималь-

ную нормальную подгруппу группы G. Без ограничения общности считаем, что NS  . Так 

как NR  − X-инъектор в )(X   N и NS  , то XSNR   и SNR   является  

X-максимальной подгруппой в S. В силу равенства SRSNR    справедливо, что SR  

− X-максимальная подгруппа в S. Значит, R ‒ X-инъектор в G. Теорема 1 доказана. 

Теорема 2. Пусть G − группа с π-разрешимым X-корадикалом, )(X  , X − класс 

всех  -замкнутых групп. Справедливы утверждения: 

1) если W – X-максимальная подгруппа в коммутанте G , 1V  и 2V  являются  

X-максимальными подгруппами в G  такими, что 21 VVW  , то 1V  и 2V  сопряжены в G ; 

2) любые два X-инъектора группы G  сопряжены в G ; 

3) подгруппа H группы G является X-инъектором группы G  тогда и только тогда, когда 

Н есть X-максимальная подгруппа в G и GH   есть X-инъектор в группе G ; 

4) если GN  , ,GLN  XL , NL  есть X-инъектор в группе N , то L  − X-инъектор 

в группе G . 

Доказательство. Будем доказывать все четыре утверждения одновременно. Пусть 
группа G – контрпример минимального порядка, для которого хотя бы одно утверждение не 

выполняется. Так как для 1G  все четыре утверждения справедливы, то считаем, что 1G . 

Поскольку при условии XG  также все четыре утверждения выполняются, то полагаем, что 

XG . Отметим, что при 1G  получаем противоречивое включение XG . В связи с этим 

считаем в дальнейшем, что 1G . Предположим, что G – простая группа. В этом случае ли-

бо 1XG , либо GG X
. Если 1XG , то приходим к противоречивому включению XG . 

Значит,  GG X
. В этом случае G является  -разрешимой группой. Т. к., кроме того, G – 

простая группа, то G есть   -группа. Значит, 1W , 121 VV , 1H  и 1L . Утверждения 

1, 2, 3, 4 выполняются очевидным образом. 

Пусть G – не простая группа. Рассмотрим два случая: GG   и .GG   

GG  . Ясно, что утверждения 1 и 3 выполняются очевидным образом. Докажем утвер-

ждение 2. Предположим, что GG X
. Так как XX GG / , то в силу определения класса X по-

лучим, что в фактор-группе 
XGG /  существует нормальная  -холловская подгруппа 

XGH / . 

Допустим, что 
XGH   и 

XX GGGH //  . В этом случае )//()/( XX GHGG  есть   -группа. 

Следовательно, XXX )//()/( GHGG . С другой стороны, так как XX GG /  и X − формация, то 

XXX )//()/( GHGG . Противоречие. Допустим, что выполняется равенство: 
XGH  и 

GG X
. Тогда 

XGG /  является   -группой. Но это противоречит тому, что XX GG / . Пусть 

теперь 
XGH  , GH  . Отсюда следует, что 

XGG /  является  -группой. Так как GG   (по 

допущению) и 
SXG , то 

XG есть   -группа. Ясно, что 
XG  есть   -холловская подгруппа. 

Т. к. 1|)/||,(| XX GGG , то в силу теоремы 18.3 из [14, ч.1] 
XG  дополняема в G, т. е. в G суще-

ствует подгруппа R, которая является  -холловской подгруппой в G. Пусть D  −  

X -нормализатор группы G. Так как 
XG  −   -группа, то 1XGD . В силу следствия 21.1.1 из 

[12] получаем, что GDG X
. Кроме того, ясно, что RDx  , Gx . Так как D и R имеют оди-

наковое свойство покрытия-изолирования G-главных факторов, то RDx  , т. е. xD  −  

 -холловская подгруппа в G. Возьмем теперь X -инъектор V в группе G. Т.к. XV , то yDV  , 

Gy . Без ограничения общности считаем, что DV  . Поскольку V – X -максимальная под-

группа в G, то DV  , т. е V – X -нормализатор в группе G. Утверждение 2 теоремы 2 теперь вы-

текает из теоремы 21.4 из [12]. Докажем утверждение 4 в этом случае. Возьмѐм X -нормализатор 

X группы G . Учитывая свойство покрытия-изолирования G -главных факторов подгруппой 
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X (следствие 21.1.1 из [12]), получим равенства: GXGGX  XX ,1 . Отсюда следует, что X  

есть  -холловская подгруппа в G . Значит, GaXL a  , . Т. к. XL -максимальная подгруп-

па в G , то GaXL a  , . В силу теоремы 21.4 из [12] L  есть X -нормализатор G . Возьмѐм  

X-инъектор V группы G . Ясно, что GxLV x  , . Т. к. V – X-максимальная подгруппа группы 

G, то 
xLV  . Отсюда следует, что 1,,  xyGyVL y . Следовательно (с применением пунк-

та 2 теоремы 2), L  есть X-инъектор группы G . Утверждение 4 в этом случае справедливо. В 

случае выполнения равенства GG X
 утверждение очевидно. 

GG  . Докажем утверждение 1. Напомним, что XG . Допустим, что XG . В силу 

определения подгруппы W получим, что GW  и iVG  , 2,1i . Следовательно, GV i  , 

2,1i . Возьмем X-инъектор F в группе G. Ясно, что iVF   − X-инъектор в iV , 2,1i . Так 

как XiV , то ii VVF  , FVi  . Учитывая тот факт, что iV  − X-максимальные подгруппы в 

G, из последнего включения следует, что FVi  , 2,1i . Теперь очевидно, что 21 VV  . Рас-

смотрим теперь случай, когда XG . Поскольку GVW i
  , XGVi   и W – X-

максимальная подгруппа в группе GVi
 , 2,1i , то справедливо равенство: 

GVW i
              (1) 

Рассмотрим следующие возможные случаи. 

1. GW  . Покажем, что подгруппы iV  являются X-инъекторами группы G, 2,1i . В са-

мом деле, пусть F – X-инъектор в группе G. Так как GW  , то WF  есть X -инъектор в группе 

XW ,  WWF  . Отсюда следует, что GFW   . В силу того, что W является  

X-максимальной подгруппой группы G , получим равенство: GFW   . Следовательно, W  – 

X-инъектор в группе G . Теперь с учетом (1) получим следующие равенства: 

GVGVGFW   21                  (2) 

Рассмотрим возможные подслучаи. 

1.1. GGV 1 . Покажем сначала, что 1V  есть X-инъектор в группе  GV 
1 . Т. к. 

GVGF   1 , то справедливо, что GV 1  − X-инъектор в группе G . Поскольку 

GVGV 
11 )(   и GGV )( 1 , то )( 11

 GVGV   − X-инъектор в группе )( 1
GV . В силу ра-

венства )()( 1111
 GVVGVGV   получаем, что )( 11

GVV   есть X-инъектор в группе 

)( 1
GV . Кроме того, 1V  − X-максимальная подгруппа в группе  GV 

1 . Из соотношений 

XXXX  GGGVGGVGV /)(/ 111   следует, что SX )( 1 GV . По индукции (с применени-

ем пункта 3 теоремы 2) 1V  есть X-инъектор в группе GV 
1 . Далее, т. к. FGV 1  есть  

X-инъектор в группе GV 
1 , то по индукции подгруппы 1V  и FGV 1  сопряжены: 

FGVV a  11 , GVa  1 . Отсюда следует, что FV a 1 . Т.к. aV1  − X-максимальная подгруппа 

в группе G , то .1 FV a   Значит, aV1  − X-инъектор в группе .G  Пусть M − произвольная (соб-

ственная) максимальная нормальная подгруппа в группе G . Тогда MV a 1  − X-инъектор в 

группе M . Следовательно, MV 1  − X-инъектор в группе M . Отсюда следует, что 1V  −  

X-инъектор в группе G . Покажем теперь, что подгруппа  2V  X-инъектор группы .G  Предпо-

ложим, что GGV 2 . В группе G  возьмѐм такую максимальную нормальную подгруппу H , 

чтобы выполнялось включение: HGV 1 . Если XH , то XGV1 . С учѐтом того, что 1V  − 

X-максимальная подгруппа в группе GV 
1 , получим равенство: 11 VGV  . Отсюда следует, 

что 1VG  . Значит, 21 VWGVG   . Отсюда следует, что GVV  22 . Т. к. (по допуще-

нию) GGV 2 , то X 2VG . Противоречие. Значит, XH . Легко заметить, что 1V  есть  

X-инъектор в группе H . Покажем, что подгруппа HV 2  является X-инъектором в H . В са-

мом деле, используя равенства HGVHGHV  22 )(  , WGVGHV   22 (т. е. 
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GHV 2  − X-инъектор в группе G ), включение XHV 2  и индуктивные рассуждения, 

заключаем (в силу пункта 4 теоремы 2), что HV 2  − X-инъектор в группе H . (Заметим, что 
SX H ). По индукции (с применением пункта 2 теоремы 2): HbVHV b  ,12  . Отсюда 

следует, что bVV 21 . Ясно, что bVV 21 . Значит, bV2  − X-инъектор в группе G . Легко пока-

зать, что 2V  − X-инъектор в группе G . 

Полагаем теперь, что GGV 2 . В этом случае, если провести аналогичные рассуждения для 

подгруппы 2V , как в предыдущем абзаце для 1V , то получим, что 2V  − X-инъектор в группе G . 

Так как GGV 1 , то GVV 
12   − X-инъектор в группе GV 

1 . (Заметим, что из соотноше-

ний   XXXX  GGGVGGVGV // 111   следует включение   S
X
GV1 ). В силу индуктив-

ных рассуждений (с применением пункта 2 теоремы 2) получим, что 1V  и GVV 
12   сопряжены 

в группе GV 
1 , т. е. GVVV x  121  , GVx  1 . Отсюда следует, что xVV 21  . Значит, с учетом 

того, что 1V  − X-максимальная подгруппа в группе G, получим равенство: xVV 21  , Gx . 

1.2. Рассмотрим теперь случай, когда для всех 2,1i  справедливо равенство 

GGVi  ,      (3) 

Возьмем простое )( 1Vp  . Поскольку GVG p
 1 , то GGV p 1  (через pV1  обозначи-

ли силовскую p-подгруппу группы 1V ). 

Допустим, что имеет место строгое включение 

GGV p 1 ,       (4) 

Предположим сначала, что WV p1  − не нормальная подгруппа в группе G. Отсюда следу-

ет, что GWVN pG )( 1 . В группе G возьмѐм такую максимальную нормальную подгруппу H, 

чтобы выполнялось включение: HGV p 1 (очевидно, что XH ). Рассмотрим следующие ра-

венства: WGVGHVHGVHGHV   2222 ,)( . По индукции (с использовани-

ем пункта 4 теоремы 2) получим, что HV 2  есть X-инъектор группы H. Далее, т. к. 

HGV p 1 , то GVVGVHV pp
 1212   есть X-инъектор в группе GV p


1 . Аналогично 

рассуждая, можно показать, что подгруппа GVV p


11   − X-инъектор в группе GV p


1 . Приме-

няя формулу (1) и тождество Дедекинда, получим равенство: GVVGVVWV ppp
 11111 )(  . 

Значит, WV p1  − X-инъектор в группе GV p


1 . (Заметим, что   S
X
GV p1 ). По индукции (с 

применением пункта 2 теоремы 2) получим сопряженность X-инъекторов в группе GV p


1 : 

WVGVV pp
a

112  , GVa p
 1 . Отсюда следует включение: a

p VV 21  . Так как 

GVVWV pp
 111  , то 11 VWV p  . Значит, )( 11 WVNV pG . Применяя тождество Дедекинда, по-

лучим следующие соотношения: GVVGVVWV p
aa

pp
 12211 )(  , )( 12 WVNV pG

a  . Далее, 

т. к. W есть X-инъектор в группе G  и GWVN pG
))(( 1 , то подгруппа ))(( 1

 WVNWW pG  

есть X-инъектор в группе ))(( 1
WVN pG . Значит, W  − X-максимальная подгруппа в группе 

))(( 1
WVN pG . По индукции (с применением пункта 2 теоремы 2) подгруппы 1V  и aV2  сопряжены 

в группе )( 1 WVN pG . Отсюда следует, что 1V  и 2V  сопряжены в группе G. 

Полагаем теперь, что GWV p 1 . В силу индукции X-инъекторы GVV p


12   и 

WVGVVGVV ppp 11111 )(    сопряжены в группе GV
p


1 . Значит, в силу того, что 

GWV p 1 , эти инъекторы совпадают: WVGVV pp 112  . Отсюда следует, что 21 VV p   и, 

следовательно, справедливо включение: 

pp VV 21  ,       (5) 
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Символ pV2  обозначает силовскую p-подгруппу группы 2V . 

Если допустить, что для всех простых )( 1Vp   справедливо включение (4), то отсюда 

следует включение (5) для всех простых )( 1Vp  . Значит, 21 VV  . В силу того, что 2V  явля-

ется X-максимальной подгруппой в группе G, получим равенство 21 VV  . Пусть существует 

такое простое )( 1Vp  , что выполняется равенство GGV p 1 . Так как 

GVVGGVGG ppp
 111 /// , то GG /  есть р-группа. Используя равенство (3), получим 

следующие соотношения: GVVWV  111 //  GGGGV  //1 . Очевидно, что WV /1 есть  

р-группа. Следовательно, WWGWV p //1  , где WWGp /  есть р-силовская подгруппа в 

группе WG / . Опять используя равенство (3), получим соотношения: 

GGGGVGVVWV  //// 2222  . Отсюда следует, что WV /2  также есть р-группа. Зна-

чит, WWGWV y
p //2  , Gy . Следовательно, 1V , WGV p

x 2 , 1 yx . 

В случае, когда GWGp   легко показать, что 1V  и 2V  сопряжены в группе G. Пусть 

WGp  − не нормальная подгруппа в группе G. В этом случае справедливо строгое включе-

ние: GWGN pG )( . Т. к. )()( WGNWG pGp  , то )()( WGNGWG pGp   . Пусть Т –  

X-инъектор в группе )( WGNG pG . Поскольку  )( WGNGW pG  , то WT   –  

X-инъектор в XW . Теперь ясно, что WWT   и TW  . В силу того, что W −  

X-максимальная подгруппа в группе )( WGNG pG , то WT  , т. е. W есть X-инъектор в 

группе )( WGNG pG . Далее, используя включение )())(( WGNGWGN pGpG   и усло-

вие )())(( WGNWGN pGpG  , получим: )())(( WGNGWGN pGpG   . Значит, подгруппа 

))(( WGNW pG является X-инъектором в группе ))(( WGN pG . По индукции (применением 

пункта 1 теоремы 2) получаем сопряжѐнность подгрупп 21,VV  в группе )( WGN pG , т. е. 1V и 

2V сопряжены в G . 

2. W − не нормальная подгруппа в группе G. В этом случае имеем строгое включение: 

GWNG )( . Заметим, что так как XW , а XG , то GW  . Кроме того, GWNG
))(( . 

Покажем далее, что коммутант ))(( WNG  обладает такой X-максимальной подгруппой, кото-

рая входит и в 1V , и в 2V . Используем включения: GWNWW G
 ))(( . Допустим, что 

GWNW G
))(( . Поскольку W и ))(( WNG  входят в )(WNG , то )(WNG G . Т. к. (в силу 

формулы 1) )(WNV Gi  , то GWNGV Gi  )( . Следовательно, GGVi  . Поскольку 

)(WNW G , то для X-инъектора R группы )(WNG  получим, что RW   есть X-инъектор в 

группе FW . Отсюда следует, что WRW  , RW  . Так как GGVi  , то )(WNGV Gi  . 

Значит, GVR i
  есть X-инъектор в группе GVi

  для всех 2,1i . Теперь из включений 

GGRW    и того факта, что W есть X-максимальная подгруппа в группе G , получим: 

либо GGR  , либо GRW   . Если допустить, что GGR  , то получим противоре-

чивое включение: XG . Остаѐтся положить, что WGR  . Далее видно, что подгруппы 

21,VV  сопряжены в группе G. 

Пусть GWNW G
))(( . Допустим, что X))(( WNW G . Из включения ))((  WNWW G  

и того факта, что подгруппа W – X -максимальная в группе G , получаем равенство 

))((  WNWW G . Отсюда следует, что WWNG ))(( . В силу включения iVW   теперь по-

лучим, что iG VWN ))(( . Следовательно, )(WNV Gi  , 2,1i . Если X)(WNG , то 

)(WNV Gi  , 2,1i . Отсюда следует, что 21 VV  . Пусть X)(WNG . Так как )(WNV Gi  , 

2,1i , то iVR  есть X-инъектор в группе iV . Теперь очевидно, что ii VVR  , RVi  . В 

силу того, что iV  есть X -максимальные подгруппы в группе G, то из последнего включения 
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следует равенство: RVi   для всех 2,1i . Значит, 21 VV  . Теперь рассмотрим случай: 

X))(( WNW G . Возьмем X-инъектор H в группе ))(( WNW G . Так как W – нормальная под-

группа в группе ))(( WNW G , то WH   есть X-инъектор  в группе XW . Отсюда следует, 

что WWH  , HW  . Следовательно, из включений GWNWHW G
 ))((  и того 

факта, что W – X-максимальная подгруппа в G , получим равенство HW  , т. е. W – это  

X -инъектор в группе ))(( WNW G . Теперь ясно, что ))(( WNW G  есть X-инъектор в группе 

))(( WNG . Значит, ))(( WNW G  − X-максимальная подгруппа в группе ))(( WNG . Кроме 

того, ))(( WNW G  входит в iV  для всех 2,1i . (Заметим, что 
SX ))(( WNG ). По индук-

ции 1V  и 2V  сопряжены в группе )(WNG . Следовательно, 1V  и 2V  сопряжены в группе G. 

Утверждение 1 доказано. 

Докажем утверждение 2 (напомним, что GG  ). Пусть подгруппы 21 , VV  –  

X-инъекторы в группе G . Если допустить, что 1G , то в силу определения класса X полу-

чим противоречивое включение XG . Значит, 1G . Ясно, что GVi
  − X-инъекторы в 

группе G , 2,1i . Следовательно (в силу индуктивных рассуждений), справедливо равенство: 

GVGV
x   21 , Gx  . Так как GVGVW x   21  является X-максимальной подгруппой 

в группе G  и 1VW  , xVW 2 , то (в силу пункта 1 теоремы 2) подгруппы xVV 21 ,  сопряжены в 

группе G , т.е. подгруппы 1V  и 2V  сопряжены в группе G. Утверждение 2 доказано. 

Доказательство утверждения 3 (по-прежнему GG  ). Пусть Н – X-максимальная под-

группа группы G и GH   − X-инъектор в группе G . Возьмем X-инъектор K группы G. То-

гда GK   есть X-инъектор в группе G . Получим сопряжѐнность X-инъекторов группы G  

(с применением пункта 2 теоремы 2): GKGKGH xx   )( , Gx  . Очевидно, что 

GKGHW x    является X-максимальной подгруппой в группе G . Кроме того, под-

группы H  и xK  − X-максимальные подгруппы в группе G. В силу пункта 1 теоремы 2 полу-

чим сопряжѐнность подгрупп H  и xK  в группе G, т. е. H  и K  сопряжены в группе G.  

Доказательство обратного утверждения очевидно. Утверждение 3 доказано. 

Доказательство утверждения 4. 

Покажем сначала, что подгруппа L  является X-максимальной подгруппой группы G. 

Допустим противное, т.е. X HL , где GH  . Так как XG , то GH  . Далее, поскольку 

справедливы соотношения X NHNL   и XNL -максимальная подгруппа в груп-

пе N , то XNL -максимальная подгруппа в группе NH  . Значит, NHNL   . Рас-

смотрим равенства (используем тождество Дедекинда): 

.)()( LNLLNHLLNHGHH    

Получили противоречие. Значит, L  является X-максимальной подгруппой группы G. 

Допустим, что GGL  . Рассмотрим равенства (применяя тождество Дедекинда): 

)( NGLLLNGLGL   . Т. к. NLNGLL    и NNGL  , то NGLL    есть 

X-инъектор группы NGL  . (Заметим, что ))( SX GL . По индукции L  есть есть  

X-инъектор группы GL  . Значит, GL   есть X-инъектор группы G . Применяя пункт 3 тео-

ремы 2, получим, что подгруппа L  есть X-инъектор группы G . 

Пусть GGL  . В этом случае, применяя лемму 11.6 из [12], определение максималь-

ного локального внутреннего экрана формации  X , получим: L − X-инъектор группы G. 

Утверждение 4 доказано. 

Теорема 2 доказана. 
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