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равновесия (0,  0)  используют линейное уравнение x x u  . Если же 

начальное состояние заметно удалено от (0,  0) , то с помощью такой 

линеаризации решить указанную задачу часто просто невозможно. 

Здесь для исследования поведения нелинейной системы вводится ее 

кусочно-линейная аппроксимация, что позволяет решать задачу демп-

фирования для любых начальных возмущений и движений маятника. 

Обратную связь ( ) ( ,  )u u z u x x  , 2z R , назовем ограниченной 

дискретной (с периодом квантования 0  ) демпфирующей в области 
2G R  для состояния равновесия (2), если: 1) ( ) 0ku z  ; 2) ( )u z L , 

z G ; 3) траектория замкнутой системы (1): sin ( )x x u z  , 

0(0)z z G  , представляет собой непрерывное решение уравнения (1) 

с управлением ( ) ( )u t u k , [ , ( 1) [t k k   , 0,1,...k  ; 4) решение 

( ) 2x t k , 0t  , замкнутой системы асимптотически устойчиво, и G  

– область притяжения состояния равновесия 2x k .  

Для построения указанной обратной связи используется реализа-

ция в режиме реального времени позиционного решения следующей 

задачи  

 2

0
( ) minB z u t dt



   , ( )x f x u  , ( (0),  (0))x x z ,  (3) 

( ( ),  ( )) kx x z   , ( )u t L , [0,  ]t  , 

где   ( ) 2f x x k  , [ / 2 2 ,   / 2 2  ]x k k       ;  

( ) (2 1)f x x k     , [ / 2 2 ,   3 / 2 2  ]x k k      , k Z . 

При этом минимум в задаче (3) берется не только по u , но и по момен-

там переключения функции кусочно-линейной аппроксимации  с одно-

го линейного участка на другой. 

Построенные демпферы программно реализованы, просчитаны 

тестовые примеры. 
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На данный момент явление генерации второй гармоники в объѐме 

кристаллов достаточно хорошо изучено. К задачам, требующим допол-

нительного исследования, можно отнести генерацию второй гармоники 

от поверхности центрально-симметричных объектов. Знание особенно-

стей данного явления можно использовать при исследовании процес-

сов, проходящих в поверхностном слое таких частиц. 

Рассмотрим генерацию второй гармоники от поверхностного слоя 

сферической формы. Пусть уравнение падающей волны запишется в виде 

   0 exp ,in inE r e E ik z i t    

где ine  – вектор поляризации падающей волны, 
0E  – еѐ амплитуда, 

k  – модуль еѐ волнового вектора,   – циклическая частота падаю-

щего излучения, c  – скорость света в вакууме. Воспользуемся при-

ближением Рэлея-Ганса-Дебая (РГД). Согласно этой модели нелиней-

ная поляризация ( 2

iP  ) определяется напряжѐнностью падающей вол-

ны без учѐта рассеяния: 

         
3 3

2

1

1 1

, ,in in

i ijk j k ijk i j k

j k

P x x E x E x x n n n   
 

 
 

где , ,i j kn n n  – это компоненты единичной нормали к элементу поверхно-

сти, находящемуся в точке x , 1  – коэффициент пропорциональности. 

Тогда напряжѐнность поля второй гармоники [1] вычисляется по формуле 

         
2 2 2 22 / 1 exp / .r r

V
E r c ik r x r x P x dx      

 e e  

При интегрировании получены диаграммы направленности 

(рис. 1) для падающей волны циркулярной (а) и линейной поляризации 

(б).  
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Рисунок 1 – Диаграммы направленности для поля 

второй гармоники 
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