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Пусть G – конечная группа. Напомним, что максимальной цепью длины n в G называется всякая цепь вида 

1 1 0n nH H H H G       где iH  – максимальная подгруппа в 1iH   для всякого 1i … n     В данном обзоре продолжен 

анализ наиболее известных работ, связанных с исследованиями конечных групп с заданными максимальными цепями.  
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Let G be a finite group. Recall that a maximal chain of G of length n is a chain 1 1 0n nH H H H G      such that iH  is a 

maximal subgroup of 1iH   for every 1i … n     In this review we continue the analysis of the most famous papers in which fi-

nite groups with given maximal chains are developed.  
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Введение  
Все рассматриваемые в работе группы яв-

ляются конечными и G обозначает конечную 
группу. Символ ( )G  обозначает множество 

всех простых делителей порядка G, n обозначает 
некоторое натуральное число.  

Напомним, что максимальной цепью длины 
n в G называется всякая цепь вида  

1 1 0n nH H H H G       

где iH  – максимальная подгруппа в 1iH   для 

всякого 1i … n     Подгруппа H  из G  называет-
ся n-максимальной подгруппой в G, если H явля-
ется последним членом некоторой максимальной 
цепи длины n.  

В [1] автором были рассмотрены наиболее 
известные работы, в которых авторами изуча-
лись группы с обобщенно нормальными n-макси-
мальными подгруппами. В данной статье про-
должен анализ работ, связанных с исследова-
ниями групп с заданными максимальными цепя-
ми подгрупп. В частности, рассмотрены группы, 
в каждой максимальной цепи длины n которых 
содержится собственная (обобщенно) субнор-
мальная подгруппа, а также группы, все n-макси-
мальные подгруппы которых обладают некоторым 
наследственным теоретико-групповым свойст-
вом. Кроме того, рассмотрено такое интересное 
обобщение максимальной подгруппы, как мак-
симальная пара подгрупп.  

Используемые в статье обозначения и терми-
нологию можно при необходимости найти в [2]–[4]. 

1 Группы, каждая максимальная цепь 
длины n которых содержит собственную суб-
нормальную подгруппу  

В работе [5] Манном были изучены группы, 
все n-максимальные подгруппы которых являют-
ся субнормальными. В частности, Манном было 
доказано, что если все n-максимальные подгруп-
пы разрешимой группы G субнормальны и 

( ) 1G n      то G нильпотентна; если ( ) 1G n      
то G  является  -дисперсивной для некоторого 

упорядочения   множества ( )G   И, наконец, в 

случае, когда ( )G n     Манн привел полное 

описание G [5, теорема 8] (см. также теорему 2.1 
в [1]). Поскольку каждая n-максимальная под-
группа является последним членом некоторой 
максимальной цепи длины n, возникла естест-
венная задача исследования групп, каждая мак-
симальная цепь длины n которых содержит соб-
ственную субнормальную подгруппу. В данном 
направлении следует, прежде всего, отметить 
работы Дескинса [6] и Спенсера [7], [8]. В [6] 
Дескинсом было введено понятие вариантности 
группы. При этом под вариантностью макси-
мальной цепи длины n группы G понимается от-
ношение n к числу членов цепи, отличных от G, 
в случае, когда такое число не равно 0, и n в про-
тивном случае; вариантность G равна наиболь-
шей из вариантностей максимальных цепей из G. 
Изучая влияние вариантности на строение груп-
пы, Дескинс получил следующий результат.  
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Теорема 1.1 [6, теорема 3]. В каждом из 
следующих случаев G разрешима:  

(i) вариантность G меньше 5 и ( 3) 1G      
(ii) вариантность G меньше 4. 
В дальнейшем Асаадом [9] была установле-

на разрешимость G в случае, когда вариантность 
G меньше 8 и ( 3) 1G     Более того, Асаад по-

казал, что группа G, вариантность которой равна 
8 и ( 3) 1G     изоморфна 3(2 )Sz  – простой 

группе Судзуки над полем из 32  элементов.  
В работе [7] Спенсер, рассматривая нениль-

потентные разрешимые группы G, каждая мак-
симальная цепь длины n которых содержит соб-
ственную субнормальную в G подгруппу, пока-
зал, что для таких групп ( )G n    и нильпо-

тентная длина и ранг G не превышают n. Более 
того, в случае, когда ( )G n     все силовские 

подгруппы из G являются абелевыми; в случае 
же, когда ( ) 1G n      G является  -диспер-

сивной для некоторого упорядочения   множе-

ства ( )G   В [7] были также рассмотрены груп-

пы, каждая максимальная цепь длины n которых 
содержит собственную субнормальную подгруп-
пу и в которых существует по крайней мере одна 
максимальная цепь длины 1n    не содержащая 
собственных субнормальных подгрупп. Для этого 
была введена функция ( )h G   причем ( )h G n   
если G обладает указанным выше свойством 
(впоследствии группы с ( )h G n  были названы 

группами высоты Спенсера n [10]).  
Теорема 1.2 [7, теоремы 1–4]. Для разрешимой 

группы G справедливы следующие утверждения: 
(i) нильпотентная длина G не превышает 

( )h G   

(ii) если ( ) ( )h G G    то G нильпотентна;  

(iii) если ( ) ( ) 1h G G      то G является  -

дисперсивной для некоторого упорядочения   

множества ( )G    

(iv) если ( ) ( ) 2h G G     то силовские 

подгруппы из G либо цикличны, либо являются 
элементарными абелевыми группами. Более то-
го, если в G существуют по крайней мере две 
неизоморфные ненормальные силовские подгруп-
пы, то все ненормальные силовские подгруппы из 
G имеют простые порядки.  

Теорема 1.3 [7, теорема 7]. Если ( ) 2h G    

то ранг G не превосходит ( )h G    
Заметим также, что в случае, когда ( ) 2h G    

в [7] было установлено, что G является группой 
Шмидта с абелевыми силовскими подгруппами. 
Кроме того, развивая результаты Дескинса [6], 
Спенсер установил разрешимость G при 

( ) 3h G   и ( ) 4h G   с ( 3) 1G    [7, теорема 6].  

Исследования работы [7] были продолжены 
в дальнейшей работе Спенсера [8]. Один из ос-
новных результатов этой публикации позволяет 
обобщить результат Манна [5, теорема 8].  

Теорема 1.4 [8]. Если G разрешима и 
( ) ( ) 2h G G     то G NH   где N – нормаль-

ная нильпотентная холлова подгруппа из G, все 
силовские подгруппы которой являются элемен-
тарными абелевыми группами, и H – дополнение 
к N, причем H является циклической группой и в 
случае, когда ( ) 2H     H   является свобод-

ным от квадратов числом.  
В [8] Спенсеру удалось также улучшить 

границу для нильпотентной длины разрешимой 
группы G. Было доказано, что нильпотентная 
длина G не превосходит ( ) ( ) 2h G G       В этой 

же работе Спенсер обобщил результаты работы 
Янко [11] о группах с нормальными 4-макси-
мальными подгруппами (см. также раздел 1 в 
[1]), доказав следующую теорему.  

Теорема 1.5 [8, теорема 4]. Если G неразре-
шима и ( ) 4h G    то G изоморфна либо группе 

(2 5)SL    либо группе (2 )PSL p   где 5p   или p – 

такое простое число, что 1p   и 1p   являют-

ся произведением не более трех простых чисел и 
либо 3(mod 40)p     либо 13(mod 40)p      

Среди современных исследований групп, 
каждая максимальная цепь длины n которых со-
держит собственную субнормальную подгруппу, 
отметим работы Андреевой, Скибы и В. Го [10], 
[12]. В [12] изучались группы, каждая макси-
мальная цепь длины два или три которых содер-
жит собственную субнормальную подгруппу. 
Так, в случае, когда каждая максимальная цепь 
длины два группы содержит собственную суб-
нормальную подгруппу, было установлено, что 
группа является группой Шмидта с абелевыми 
силовскими подгруппами (из чего, в частности, 
следует отмеченный выше результат Спенсера). 
В дальнейшем в [10] было получено полное опи-
сание групп, каждая максимальная цепь длины 3 
которых содержит собственную субнормальную 
подгруппу и в которых существует по крайней 
мере одна максимальная цепь длины 2, не со-
держащая собственных субнормальных подгрупп 
(групп высоты Спенсера 3).  

Теорема 1.6 [12, теорема]. Пусть p q r   – 

различные простые числа, P  Q  R  – соответ-

ствующие им силовские подгруппы из G. В том и 
только в том случае G является группой высо-
ты Спенсера 3  когда G p q r      где p q  и 

3       и G является группой одного из 

следующих типов:  
I. G PQ  и G  удовлетворяет по крайней 

мере одному из условий:  
(1) G – группа Шмидта с ( )P p      
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(2) P – минимальная нормальная подгруппа 
в G и либо 2

GQ Q q    и все максимальные под-

группы из Q являются циклическими, либо Q – 
нециклическая группа, GQ Q q    и любая мак-

симальная подгруппа из Q  отличная от GQ   
является циклической;  

(3) G G M N  где нильпотентный кора-

дикал GN  группы G является минимальной нор-
мальной подгруппой в G  pM M Q   – пред-

ставитель единственного класса ненормальных 
максимальных подгрупп из G, pM p    Q a  – 

циклическая группа и GQ Q q      
(4) ( ) 1P   и G – подпрямое произведение 

ненормальной максимальной подгруппы A и под-
группы B, где pA A Q   – группа Шмидта с 

абелевыми силовскими подгруппами и pA  – мини-

мальная нормальная подгруппа в G, pB B Q   и 

либо B нильпотентна, pB p   и ( )pB Z G   ли-

бо B A   

(5) ( ) 1P    ( )A P Q    – представитель 

единственного класса ненормальных максималь-
ных подгрупп из G, A – группа Шмидта с абеле-
выми силовскими подгруппами и GQ Q q      

II. ( )G P R Q    и G имеет только три 

класса максимальных подгрупп, представителя-
ми которых являются ненормальная холлова 
r -подгруппа A, ненормальная холлова p -под-

группа L и нормальная подгруппа M, причем 
G M q     Более того, выполнены следующие 

утверждения: 
(a) L – либо группа Шмидта с абелевыми 

силовскими подгруппами, либо нильпотентная 
группа с R r     

(b) A P Q   – группа Шмидта с абелевы-

ми силовскими подгруппами и GQ Q q     Более 
того, если A нормальна в G, то L нильпотентна;  

(c) P – минимальная нормальная подгруппа в 
G и либо R является минимальной нормальной 
подгруппой в G  либо R r   и Q q     

 
2 Группы, каждая максимальная цепь 

длины n которых содержит собственную 
обобщенно субнормальную подгруппу  

Как и в случае обобщенно субнормальных 
n-максимальных подгрупп (см. раздел 3 в [1]), 
естественно рассмотреть группы, каждая макси-
мальная цепь длины n которых содержит собст-
венную обобщенно субнормальную подгруппу.  

Группы, каждая максимальная цепь длины n 
которых содержит собственную p-субнормаль-
ную подгруппу. Кегелем [13] было введено сле-
дующее обобщение субнормальности. Подгруп-
па H из G называется p-субнормальной в G, если 

для каждой силовской p-подгруппы pG  из G 

пересечение pH G  является силовской p-под-

группой в H. В работах Новицкого и Дуки [14], 
[15] были рассмотрены группы, все максималь-
ные pd-цепи (максимальные цепи, каждый не-
единичный член которых является pd-группой) 
длины n которых содержат хотя бы одну собст-
венную p-субнормальную подгруппу. Новицким 
были рассмотрены только те максимальные pd-це-
пи длины n, у  которых силовская p-подгруппа  
n-го члена имеет наибольший порядок (макси-
мальные pd-цепи. В [14] было установлено, что в 
случае, когда в каждой максимальной pd-цепи 
группы G существует собственная p-субнормаль-
ная подгруппа, G является p-нильпотентной 
группой Миллера-Морено; в случае, когда в ка-
ждой максимальной pd-цепи группы G сущест-
вует собственная p-субнормальная подгруппа и в 
G имеется такая максимальная pd-цепь длины 

1n    которая не содержит p-субнормальных в G 
подгрупп (p – наименьший простой делитель 
порядка G), G является p-нильпотентной. Кроме 
того, в [14] был получен следующий результат.  

Теорема 2.1 [14, теорема 6]. В том и только 
в том случае каждая максимальная 2d-цепь дли-
ны 4 неразрешимой группы G содержит собст-
венную 2-субнормальную подгруппу и в G имеет-
ся максимальная 2d-цепь длины 3, не содержа-
щая 2-субнормальных в G подгрупп, когда G изо-
морфна одной из следующих групп:  

(1) (2 )SL p   (2 )PSL p   где p – простое число, 

причем 5 13p    или ( 1) 3p    и 1(mod10)p      

(2) (2 3 )pSL    (2 3 )pPSL    где 2p   – про-

стое число и (3 1) 3p      
В теореме 2.1, как и в дальнейшем, ( )m  – 

сумма показателей канонического разложения 
числа m. В частности, ( )G  – сумма показателей 

канонического разложения числа G     
В работе Дуки [15] были исследованы такие 

pd-группы G, все максимальные pd-цепи длины n 
которых содержат хотя бы  одну  собственную  
p-субнормальную подгруппу и в G существует 
по крайней мере одна максимальная pd-цепь 
длины 1n    не содержащая собственных p-суб-
нормальных в G подгрупп. Было установлено, 
что для 2n   такие группы ненильпотентны, 
причем все их собственные подгруппы являются 
абелевыми. Кроме того, для случая 2p   и 

3n   Дука установил разрешимость pd-группы. 
И, наконец, в случае 2p   и 4n   было уста-

новлено, что G изоморфна одной из групп, ука-
занных в теореме 2.1.  

Заметим, что следствиями отмеченных ре-
зультатов Новицкого и Дуки являются результа-
ты Дескинса [6, теорема 3] (см. также выше тео-
рему 1.1) и Спенсера [7, теоремы 5–6].  
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Группы, каждая максимальная цепь длины n 
которых содержит собственную (обобщенно) 
модулярную подгруппу. В работе Решко и Харла-
мовой [16] были исследованы группы, все n-мак-
симальные подгруппы которых являются либо 
модулярными, либо p-субнормальными (под-
группа H из G называется модулярной, если 

X H Z X H Z      для всех X Z G   и 

H Y Z H Y Z      для всех таких подгрупп 

Y, Z из G, что ).H Z  Исследования этой работы 

были в дальнейшем продолжены в работах [17], 
[18]. В [17] было доказано, что для всякого 3n   
существует такая неразрешимая группа, у кото-
рой каждая максимальная 2d-цепь длины n обла-
дает собственной модулярной подгруппой, а 
также получена классификация неразрешимых 
групп, у которых максимальные 2d-цепи длины 4 
содержат собственную модулярную подгруппу. 
В [18] были описаны группы, у которых макси-
мальные pd-цепи длины n содержат хотя бы одну 
собственную модулярную подгруппу. Отметим, 
что в работе Ведерникова и Дуки [19] была най-
дена точная оценка p-длины групп, каждая мак-
симальная pd-цепь длины n которых содержит 
собственную модулярную подгруппу.  

Обобщением понятия модулярной подгруп-
пы яляется понятие субмодулярной подгруппы, 
введенное в работе Зиммерманн [20]. Подгруппа 
H из G называется субмодулярной в G, если су-
ществует такая цепь подгрупп  

0 1 tH H H H G       

что 1iH   модулярна в iH  для всякого 1i … t     
Развивая отмеченные выше результаты Дескинса 
[6] и Асаада [9] (см. раздел 1), Зиммерманн [21] 
установила разрешимость группы G в случае, 
когда каждая максимальная цепь длины 3 из G 
содержит собственную субмодулярную в G под-
группу, а также в случае, когда каждая макси-
мальная цепь длины 7 из G содержит собствен-
ную субмодулярную в G подгруппу и ( 3) 1G      

Задача Шеметкова для максимальных це-
пей. Группы, каждая максимальная цепь длины n 
которых содержит собственную K - U -субнор-
мальную подгруппу. В 2005 году на Гомельском 
алгебраическом семинаре Шеметковым был по-
ставлен вопрос о строении разрешимых групп, в 
каждой максимальной цепи длины n которых 
имеется собственная обобщенно субнормальная 
подгруппа. Кроме того, Шеметковым была по-
ставлена задача получить полное описание таких 
групп хотя бы в случае, когда 3n    В связи с 
этим в упомянутой выше работе Андреевой и 
Скибы [12] было получено описание групп, каж-
дая максимальная цепь длины два или три кото-
рых содержит собственную S-квазинормальную 
(перестановочную со всеми силовскими под-
группами) подгруппу. Заметим при этом, что 

авторами была установлена эквивалентность ус-
ловия существования в каждой максимальной 
цепи длины три группы собственной S-
квазинормальной подгруппы и условия сущест-
вования в каждой максимальной цепи длины три 
группы собственной субнормальной подгруппы.  

Напомним, что подгруппа H из G называет-
ся U -субнормальной в смысле Кегеля [22] или 
K - U -субнормальной [3] в G, если найдется та-
кая цепь подгрупп  

0 1 kH H H H G       

что либо 1iH   нормальна в iH   либо 1( )
ii i HH H   

сверхразрешима, 1i … k     В случае, когда в ка-
честве обобщения субнормальной подгруппы 
рассматривается K - U -субнормальная подгруп-
па и 2n    решение задачи Шеметкова получено 
в работе [23], где доказано, что группа, в каждой 
максимальной цепи длины два которой сущест-
вует собственная K - U -субнормальная под-
группа, либо сверхразрешима, либо является ми-
нимальной несверхразрешимой группой с абеле-
вым сверхразрешимым корадикалом. Для случая 
же 3n   вопрос о строении групп, каждая мак-
симальная цепь длины n которых содержит соб-
ственную K - U -субнормальную подгруппу, ос-
тается открытым до сих пор.  

Задача 2.2 [24, § 4, задача 5.10]. Получить 
описание групп, каждая максимальная цепь дли-
ны 3 которых содержит собственную K - U -суб-
нормальную подгруппу.  

Группы, каждая максимальная цепь длины n 
которых содержит собственную ступенчато 
субнормальную подгруппу. Расмотрим еще одно 
интересное обобщение понятия субнормальной 
подгруппы, введенное в работе В. Го и Скибы 
[25]. Пусть   – некоторое теоретико-групповое 
свойство подгрупп. Тогда подгруппа A из G сту-
пенчато обладает свойством   в G  если G  
имеет такой нормальный ряд  

0 11 tG G … G G       
что для каждого 1i … t    подгруппа 1 1( )i i iA G G G    

обладает свойством   в 1iG G    В частности, 

подгруппа A называется ступенчато субнормаль-
ной в G, если G имеет такой нормальный ряд  

0 11 tG G … G G       
что для каждого 1i …t    подгруппа 1 1( )i i iA G G G    

является субнормальной в 1iG G    В [25] было 

установлено, что для фиксированного 3n   ка-
ждая максимальная цепь длины n из G содержит 
собственную ступенчато субнормальную в G 
подгруппу в том и только в том случае, когда G 
разрешима. В общем случае в [25] была постав-
лена следующая  

Задача 2.3 ([25, вопрос 5.4] или [24, § 4, за-
дача 5.21]). Пусть 0 ( ) { ( )XX A X X N A       – 

простое число или квадрат простого числа} для 
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любой группы X. Предположим, что для некото-
рого фиксированного 1 3n   каждая макси-
мальная цепь длины n из G содержит собствен-
ную в G подгруппу, ступенчато обладающую 
свойством 0  в G  Верно ли, что в этом случае 

G разрешима?  
Группы, каждая максимальная цепь длины n 

которых содержит собственную  -субнор-
мальную подгруппу. Одним из новых активно 
развивающихся направлений современной тео-
рии конечных групп является исследование 
структуры группы с заданными арифметически-
ми свойствами. Начало этому направлению было 
положено Скибой в работах [26]–[30], где были 
введены следующие понятия. Пусть { }i i I      – 

некоторое разбиение множества всех простых 
чисел   т. е. i I i    и i j     для всех 

i j   Группа G называется: (i)  -примарной, 

если G является i -группой для некоторого 

i I   (ii)  -разрешимой, если каждый ее глав-
ный фактор  -примарен; (iii)  -нильпотент-
ной, если G является прямым произведением 
некоторых  -примарных групп. Под  -нильпо-
тентной длиной  -разрешимой группы G по-
нимается длина самого короткого ряда из G  с 
 -нильпотентными факторами. Подгруппа A из 
G называется  -субнормальной в G, если най-
дется такая цепь подгрупп  

0 1 lA A A A G       

что либо 1iA   нормальна в iA   либо 1( )
ii i AA A   

 -примарна для всех 1i … l     Рассматривая 
группы G с  -высотой Спенсера ( )h G n   (ка-

ждая максимальная цепь длины n из G содержит 
собственную  -субнормальную подгруппу и по 
крайней мере одна максимальная цепь длины 

1n   из G не содержит собственных  -субнор-
мальных погрупп), Скиба в [31] установил, что 

( ) 1h G   в том и только в том случае, когда G 

является  -нильпотентной группой; ( ) 2h G   в 

том и только в том случае, когда ( ) ( )G G      
и G является группой Шмидта с абелевыми си-
ловскими подгруппами, где 

( ) { ( ) ( ) }i iG G i I G            

и, наконец,  для  ( ) 3h G    была  установлена 

 -разрешимость G. Более того, в [31] получен 
следующий результат.  

Теорема 2.4 [31, теорема 7.19]. Пусть G – 
 -разрешимая группа и 0  – такое разбиение 
множества   что 0    Справедливы сле-
дующие утверждения:   

(i)  -нильпотентная длина G не превышает 
( )h G    

(ii) если либо ( ) ( )h G G     либо G являет-

ся 0 -разрешимой и каждая n-максимальная 

подгруппа из G, где 0 ( )n G    является  -суб-

нормальной в G, то G  -нильпотентна;  
(iii) если ( ) ( )n h G G     то каждая n-мак-

симальная подгруппа из G  -субнормальна в G.  
Заметим, что полученные Скибой результа-

ты позволяют обобщить отмеченные выше ре-
зультаты работ Манна [5, теорема 8] и Спенсера 
[7, теоремы 1–4] (см. также теорему 2.1 в [1] и 
теорему 1.2 выше).  

 
3 Группы с заданными ограничениями на 

длины и индексы максимальных цепей  
В работе [11] Янко, развивая результаты 

Хупперта [32] о группах с нормальными n-мак-
симальными подгруппами, исследовал группы, 
все 4-максимальные подгруппы которых нор-
мальны. В частности, им было доказано, что 
группа (2 5)SL   является единственной неразре-

шимой и непростой группой, в которой все 4-мак-
симальные подгруппы нормальны. В этой же 
работе Янко установил, что неабелевы простые 
группы, у которых длины максимальных цепей 
не превышают 4, изоморфны группе (2 )PSL p  

для некоторого простого числа p. В дальнейшем 
в работе [33] Янко доказал, что неабелевы про-
стые группы, у которых длины максимальных 
цепей не превышают 5, также изоморфны группе 

(2 )PSL q  для некоторого простого числа q.  

Говорят, что группа G удовлетворяет усло-
вию Жордана – Дедекинда относительно цепей, 
если для любой ее подгруппы H все максималь-
ные цепи, проведенные к H, имеют одну и ту же 
длину. В работе Берковича [34] были изучены 
группы, удовлетворяющие ослабленным услови-
ям Жордана – Дедекинда относительно цепей. 
Одним из результатов, полученных в работе [34], 
является следующая  

Теорема 3.1 [34, теорема 2]. Пусть для вся-
кой подгруппы H из G с ( ) 2H   все макси-

мальные цепи из G, проведенные к H, имеют од-
ну и ту же длину. Тогда справедливо одно из сле-
дующих условий:  

(а) G сверхразрешима; 
(b) если G разрешима, но не сверхразреши-

ма, то G является группой типа A;  
(c) если G неразрешима, то она изоморфна 

одной из групп (2 )PSL p   где p – такое простое 

число, что ( 1) 3p    и 2 9(mod 80)p     
В работе Полякова [35] была изучена связь 

между главными рядами и максимальными це-
пями p-разрешимых групп.  

Теорема 3.2 [35, теорема]. Пусть p – про-
стое число. p-ранг p-разрешимой группы G сов-
падает с максимальным p-рангом G.  

В теореме 3.2 под p-рангом p-разрешимой 
группы G [32] понимается показатель наибольшей 
степени числа p, встречающейся среди индексов 
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всех главных рядов из  G.  Под  максимальным  
p-рангом p-разрешимой группы G [32] понимает-
ся показатель наибольшей степени числа p, 
встречающейся среди индексов всех максималь-
ных цепей из G.  

Группы с заданными системами  -субнор-
мальных подгрупп. Среди современных исследо-
ваний групп с заданными максимальными цепя-
ми подгрупп несомненный интерес представля-
ют исследования, связанные с понятием  -суб-
нормальной подгруппы. Напомним, что собст-
венная подгруппа H из G является  -субнор-
мальной в G [36], если найдется максимальная 
цепь  

0 1 kH H H H G       

где индексы 1i iH H     являются простыми чис-

лами для всякого 1i … k     Изучению влияния 
 -субнормальных подгрупп на строение группы 
посвящены работы Васильева, Васильевой и Тю-
тянова [36]–[38], Княгиной и Монахова [39], 
[40], Семенчука и Скибы [41], Мурашко [42]. В 
[36]–[38] авторами были описаны некоторые 
свойства групп, силовские подгруппы которых 
являются  -субнормальными. В частности, в 
[37] было доказано, что все такие группы  -дис-

персивны и класс групп, все силовские подгруп-
пы которых являются  -субнормальными, явля-
ется наследственной насыщенной формацией. В 
работе [38] Васильев, Васильева и Тютянов по-
лучили новые характеризации групп, являющих-
ся произведением  -субнормальных подгрупп. 
Так, было доказано, что группа, которая пред-
ставима в виде произведения двух разрешимых 
 -субнормальных подгрупп, является разреши-
мой. Кроме того, в этой же работе была установ-
лена  -субнормальность всех силовских под-
групп из G в случае, когда G содержит две  -суб-
нормальные подгруппы, индексы которых в G 
взаимно просты.  

Отметим, что в [36] были поставлены зада-
чи об описании групп, все 2-максимальные или 
все примарные циклические подгруппы которых 
являются  -субнормальными. Решение таких 
задач получено Монаховым и Княгиной в [39]. 
Установлено, что группы, все вторые макси-
мальные подгруппы которых являются  -суб-
нормальными, либо сверхразрешимы, либо яв-
ляются минимальными несверхразрешимыми 
группами с абелевым сверхразрешимым коради-
калом. В случае же, когда все примарные цикли-
ческие подгруппы группы являются  -субнор-
мальными, в [39] получен следующий результат.  

Теорема 3.3 [39, теорема B]. Пусть X  – 
класс групп, у которых все примарные цикличе-
ские подгруппы являются  -субнормальными. 
Справедливы следующие утверждения:  

(i) X  является наследственной насыщенной 
формацией;  

(ii) в том и только в том случае G X  ко-
гда G дисперсивна по Оре и каждая бипримар-
ная подгруппа из G с циклической силовской под-
группой является сверхразрешимой;  

(iii) каждая минимальная не X -группа яв-
ляется бипримарной минимальной несверхраз-
решимой группой, у которой все ненормальные 
силовские подгруппы цикличны.  

В [40] Княгиной и Монаховым получены 
новые критерии сверхразрешимости групп с задан-
ными системами  -субнормальных подгрупп.  

Теорема 3.4 [40, теоремы 3.1, 3.2 и 3.3]. 
Следующие утверждения эквивалентны.  

(1) G сверхразрешима.  
(2) Нормализаторы всех силовских подгрупп 

из G являются  -субнормальными в G.   
(3) Все холловы подгруппы из G являются 

 -субнормальными в G   
(4) Все примарные подгруппы из G и все би-

примарные нециклические подгруппы из G, все 
силовские подгруппы которых цикличны, явля-
ются  -субнормальными в G    

Напомним, что подгруппа H из G называет-
ся U -субнормальной в G  если найдется такая 
цепь подгрупп  

0 1 tH H H H G       

что 1 1( )
ii i HH H   сверхразрешима для всякого 

1i … t     Заметим, что если G разрешима, то соб-
ственная подгруппа H из G является U -субнор-
мальной в G в том и только в том случае, когда 
существует такая максимальная цепь  

0 1 tH H H H G       

что 1i iH H     является простым числом для 

всех 1i … t     т. е. H является  -субнормальной 
в G  и H  является U -абнормальной в G в том и 
только в том случае, когда L K    не является 

простым числом для всех подгрупп K и L из G, 
для которых H K L G      

В работе [41] Семенчуком и Скибой был 
получен следующий результат.  

Теорема 3.5 [41, теорема A]. Если каждая 
неединичная подгруппа из G является либо U -суб-
нормальной, либо U -абнормальной в G, то G DH   
где D G U  – сверхразрешимый корадикал груп-
пы G, и выполнены следующие условия:  

(i) H является холловой гашюцевой подгруп-
пой в G. Следовательно, если H нильпотентна, 
то H является картеровой подгруппой в G; 

(ii) каждый главный фактор из G ниже D 
является нециклическим. Следовательно, H – 
сверхразрешимый нормализатор G в смысле [43]; 

(iii) G DG    является степенью простого 

числа;  
(iv) если H – нециклическая группа порядка 

np   где p – простое число и 1n    то группа D  

нильпотентна;   
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(v) ( ) ( )H G G   является либо группой Мил-

лера – Морено, либо примарной абелевой группой;  
(vi) каждая собственная подгруппа из G, 

содержащая D, сверхразрешима.  
Обратно, если G удовлетворяет условиям 

(i)–(vi), то каждая неединичная подгруппа из G 
является либо U -субнормальной, либо U -абнор-
мальной в G. 

Заметим, что в случае, когда каждая нееди-
ничная подгруппа из G является либо  -субнор-
мальной, либо  -абнормальной в G  в [41] до-
казана разрешимость G. Поэтому описание групп, 
в которых каждая подгруппа либо  -субнор-
мальна, либо  -абнормальна, является следст-
вием теоремы 3.5.  

 
4 Группы, n-максимальные подгруппы 

которых обладают некоторым наследствен-
ным теоретико-групповым свойством  

Группы с абелевыми n-максимальными под-
группами. Одной из наиболее ранних работ, свя-
занных с изучением максимальных цепей и, в 
частности, n-максимальных подгрупп ( 1),n   

является работа Редеи [44], посвященная описа-
нию неразрешимых группы с абелевыми вторы-
ми максимальными подгруппами. В дальнейшем 
Берковичем [45] было получено описание нераз-
решимых групп с абелевыми третьими макси-
мальными подгруппами.  

Теорема 4.1 [45, следствие]. Пусть p – про-
стое число.  В  том  и  только в том случае все 
3-максимальные подгруппы неразрешимой груп-
пы G являются абелевыми, когда G изоморфна 
одной из следующих групп: 

(1) (2 2 )pSL    где (2 1) 3p     кроме случаев, 

когда ( 1) 3np    или 2 1(mod 5)np   для 2p     

(2) (2 3 )pPSL    (2 3 )pSL    где (3 1) 4p     
1p     
(3) (2 )PSL р   где ( 1) 4p      

(4) (2 )SL р   где ( 1) 4p     7p     
(5) (2 5)PGL     
(6) L D   где (2 5)L PSL    D p     
Исследованию групп, все n-максимальные 

подгруппы которых являются абелевыми, по-
священы также работы Шериева [46], [47] и Дра-
ганюка [48]–[50]. Так, в работах [46], [47] с точ-
ностью до образующих элементов и определяю-
щих соотношений был изучен класс p-групп с 
абелевыми 2-максимальными подгруппами. В 
[48] изучено строение примарных групп с абеле-
выми вторыми максимальными подгруппами. В 
[49] получено описание p-групп с неабелевой 
подгруппой Фраттини, у которых все 3-макси-
мальные подгруппы являются абелевыми. В 
дальнейшем Драганюком [50] было получено 
описание регулярных 2-порожденных подгрупп с 
абелевыми 3-максимальными подгруппами.  

Поскольку каждая подгруппа абелевой 
группы также является абелевой группой, есте-
ственно рассмотреть вопрос о том, какими свой-
ствами обладает группа, каждая n-максимальная 
подгруппа которой обладает некоторым наслед-
ственным теоретико-групповым свойством    

Группы с нильпотентными n-максималь-
ными подгруппами. Среди исследований групп с 
нильпотентными n-максимальными подгруппами 
следует, прежде всего, отметить работы Судзуки 
[51], Янко [52] и Берковича [53]. В работе Судзу-
ки были изучены неабелевы простые группы, все 
собственные подгруппы максимальных подгрупп 
(в частности, все 2-максимальные подгруппы) 
которых нильпотентны. Было установлено, что 
все такие группы изоморфны группе (2 5)PSL    
Янко и Беркович в свою очередь получили опи-
сание неразрешимых групп с нильпотентными 
вторыми максимальными подгруппами и доказа-
ли, что все такие группы изоморфны либо группе 

(2 5)PSL    либо группе (2 5)SL    В разрешимом 

случае описание групп с нильпотентными вто-
рыми максимальными подгруппами было полу-
чено Белоноговым [54].  

Теорема 4.2 [54, теорема]. Пусть p, q, r – 
простые числа. В том и только в том случае все 
2-максимальные подгруппы разрешимой группы 
G являются нильпотентными, когда G – группа 
одного из следующих типов:  

(1) G Q P   P p    Q q    Q Q q     

Q q    всякий элемент из P, порядок которо-

го меньше 1p   принадлежит ( )GC Q    
(2) G Q P   P – циклическая группа по-

рядка p   Q q    2( ) ( ) ( )GC P PZ G P G     
2( )G Z G pq        

(3) G Q P   P a  – циклическая группа 

порядка p   Q q    ( ) pG a G     G q    

( )G G   является прямым произведением груп-

пы типа A и группы порядка q. 
(4) ( )G b Q P   1b     P p    

Q q    ( )GN P b P   Q Q q     0 1      

(5) ( )G Q R P    P a  – циклическая 

группа порядка p   Q q    R r    ( )pa Z G   
( )GC a P     является показателем числа r по 

модулю p. 
(6) ( )G R P Q    P p    Q q    

R r     PR  и QR  – группы Шмидта.  

(7) G H R    H p q     R r    H – 

группа Шмидта.  
В дальнейшем Манном [55] были изучены 

простые группы с 3-нильпотентными вторыми 
максимальными подгруппами. Было установлено, 
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что такие группы G с (3 ) 1G    изоморфны 

(2 )PSL q  для некоторого простого числа q. В 

свою очередь, Гаген и Янко в работе [56] полу-
чили описание простых групп, все 3-макси-
мальные подгруппы которых являются нильпо-
тентными. Оказалось, что все такие группы изо-
морфны либо (2 )PSL q   где 3q    либо 3(2 )Sz    

Заметим, что в случае, когда все n-
максимальные подгруппы из G являются груп-
пами Шмидта, каждая ( 1)n  -максимальная под-

группа из G нильпотентна. В этой связи, отметим 
работу Берковича [57], в которой, в частности, 
были исследованы группы, все n-максимальные 
подгруппы которых являются группами Шмидта. 
Было установлено, что для таких групп 1n   и 
группа изоморфна либо (2 5)PSL    либо (2 5)SL    

Отметим, что работе [57] предшествовала пуб-
ликация Берковича [58], в которой был рассмот-
рен вопрос о строении групп, каждая n-макси-
мальная подгруппа которых является обобщен-
ной группой Шмидта.  

Группы со сверхразрешимыми или диспер-
сивными n-максимальными подгруппами. В [4, 
глава VI, проблема 26] Шеметковым была по-
ставлена задача описания разрешимых групп, у 
которых все вторые максимальные подгруппы 
сверхразрешимы. Частично такая задача была 
решена Семенчуком в работе [59]. Семенчук по-
казал, что несверхразрешимая группа G, у кото-
рой все 2-максимальные подгруппы сверхразре-
шимы и ( )G G   непроста, является разреши-

мой и ( ) 4G     Таким образом, для решения 

задачи Шеметкова в случае, когда ( )G G   – 

непростая группа, нужно было рассмотреть лишь 
несверхразрешимые группы, число простых де-
лителей порядка которых не превышает 4. В ча-
стности, если ( ) 4G     справедлив следующий 

результат.  
Теорема 4.3 [59, теорема 1]. Пусть ( ) 4G     

1 2 3 4p p p p    – различные простые делители 

G   
1pG   

2pG   
3pG   

4pG  – соответствующие 

им силовские подгруппы из G  и ( )G G   не яв-

ляется простой группой. Если все вторые мак-
симальные подгруппы из G сверхразрешимы, то 
справедливы следующие утверждения:  

(i) G дисперсивна по Оре;  
(ii) 

3pG   
4pG  – циклические группы;  

(iii) если 
2 3 4p p pG G G  сверхразрешима, то 

2pG  

является циклической;  
(iv) 

1 1
( )p pG G     

1 2 1 1 1
( )

i i i ip p p p p p pG G …G G G …G G
 

   

– главные факторы в G  где 2 3 4i       
(v) G имеет точно четыре класса макси-

мальных сопряженных подгрупп.  

В дальнейшем полученное Семенчуком 
описание было уточнено в работе Левищенко и 
Кузенного [60], в которой было найдено 34 типа 
групп со сверхразрешимыми вторыми макси-
мальными подгруппами. Результаты работ [59], 
[60] нашли развитие в работе Ш. Ли [61], где 
были описаны неразрешимые группы со сверх-
разрешимыми 2-максимальными 3d-подгруппами.  

Заметим, что в случае, когда все 3-макси-
мальные подгруппы из G K - U -субнормальны в 
G, все 2-максимальные подгруппы из G сверх-
разрешимы. Поэтому полученное Ковалевой и 
С. Йи [62], [63] описание групп с K - U -субнор-
мальными третьими максимальными подгруппа-
ми также является развитием результатов работы 
Семенчука [59].  

Хорошо известно, что сверхразрешимые 
группы являются дисперсивными по Оре. Этот 
факт нашел применение в отмеченной выше ра-
боте Левищенко и Кузенного [60], в которой ав-
торами для классификации групп, все 2-макси-
мальные подгруппы которых сверхразрешимы, 
было использовано полученное ими ранее строе-
ние групп с дисперсивными по Оре 2-макси-
мальными подгруппами [64]. Отметим, что груп-
пы с дисперсивными 2-максимальными подгруп-
пами были также рассмотрены в одной из работ 
Берковича [65].  

Некоторые другие результаты о группах с 
заданными наследственными теоретико-груп-
повыми свойствами для n-максимальных под-
групп. Рассмотрим еще несколько работ, в кото-
рых авторами изучались группы с заданными 
наследственными теоретико-групповыми свой-
ствами для n-максимальных подгрупп. Так, в 
двух работах Берковича [57], [66] были описаны 
неразрешимые группы с циклическими 3-макси-
мальными или 4-максимальными подгруппами.  

Теорема 4.4 [66, следствие 3]. Пусть G – 
неразрешимая группа с циклическими третьими 
максимальными подгруппами. Тогда ( ) 6G   и 

выполнены следующие условия:  
(1) если ( ) 4G    то (2 5)G PSL     

(2) если ( ) 5G    то G  изоморфна одной 

из групп (2 5)SL    (2 11)PSL    (2 13)PSL     
(3) если ( ) 6G    то (2 )G PSL p   причем 

( 1) ( 1) 3p p        где p – простое число и 

1 (mod 5)p       

Исследованию групп с метациклическими 
вторыми максимальными подгруппами посвяще-
ны работы [67]–[69]. В [67] Левищенко и Семко 
получили 11 классов несверхразрешимых групп, 
все 2-максимальные подгруппы которых являют-
ся метациклическими. Развивая результаты рабо-
ты Левищенко и Семко, авторы работы [68] по-
лучили 17 типов 2-групп, все вторые максималь-
ные  подгруппы  которых являются метацикли-
ческими  и  которые  содержат  хотя бы одну 
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неметациклическую максимальную подгруппу. В 
дальнейшем в работе [69] с точностью до изо-
морфизма были определены все такие p-группы 
(для нечетных простых чисел p), содержащие 
неметациклическую максимальную подгруппу, 
все 2-максимальные подгруппы которых являют-
ся метациклическими.  

Напомним,  что  группа  G   называется   
(A)-группой, если каждая подгруппа простого 
порядка из G является пронормальной (подгруп-
па H из G называется пронормальной в G, если H 

сопряжена с xH  в xH H  для всякого )x G  и 

либо все силовские 2-подгруппы из G являются 
абелевыми, либо каждая циклическая подгруппа 
порядка 4 из G пронормальна в G. Асаадом в 
работе [70] была получена классификация про-
стых групп, все вторые максимальные подгруп-
пы которых являются (A) -группами.  

Отметим также работы, в которых авторы 
исследовали не  -разложимые группы, все 2-мак-
симальные подгруппы которых являются  -раз-
ложимыми. Группа называется  -разложимой, 
если ее можно представить в виде прямого про-
изведения  -группы и  -группы. Так, в работе 
Берковича [53] было доказано, что не 2-разло-
жимая неразрешимая группа G, все вторые мак-
симальные подгруппы которой 2-разложимы, 
изоморфна либо (2 5)PSL    либо (2 5)SL    В даль-

нейшем Берковичем [71] были описаны нераз-
решимые группы G, у которых каждая 2-мак-
симальная подгруппа любой разрешимой под-
группы из G является 2-разложимой. В недавней 
же работе Белоногова [72] рассмотрена общая 
ситуация и получено описание не  -разложимых 
групп, все 2-максимальные подгруппы которых 
 -разложимы.  
 

5 Замечание о группах с заданными сис-
темами максимальных пар  

Несомненный интерес среди исследований 
групп с заданными обобщенно максимальными 
подгруппами представляют исследования групп 
с заданными системами максимальных пар. 
Пусть K H  – подгруппы из G  Напомним, что 
пара ( )K H  называется максимальной парой в G, 

если K является максимальной подгруппой в H. 
Очевидно, что если ( )K H  – максимальная пара из 

G, то для некоторого n в G существует максималь-
ная цепь длины n  

1 1 0n nK H H H H H G         

Одной из наиболее значимых публикаций, 
посвященных изучению групп с заданными мак-
симальными парами, является работа В. Го и 
Скибы [73]. Исследуя группы, некоторые под-
группы которых покрывают или изолируют за-
данные системы максимальных пар (подгруппа A 
из G покрывает пару ( )K H   если AH AK   

подгруппа A изолирует пару ( )K H   если 

),A H A K    в [73] авторы получили харак-

теризации таких важных классов конечных 
групп, как классы p-разрешимых, разрешимых, 
p-нильпотентных, метанильпотентных, p-сверх-
разрешимых и сверхразрешимых групп.  

Отметим, что исследования, начатые в [73], 
продолжены в работах многих авторов (см., на-
пример [74]–[77]), которыми были рассмотрены 
группы, выделенные системы подгрупп которых 
обладают свойством обобщенного покрытия-
изолирования по отношению к заданным систе-
мам максимальных пар.  
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