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ИЗЛУЧЕНИЕ БЕССПИНОВОЙ ЧАСТИЦЫ В ПОЛЕ ПЛОСКОЙ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ

Аннотация. Получено решение уравнения движения заряженной бесспиновой частицы в поле плоской электро-
магнитной волны. Рассчитаны релятивистские выражения для сечения комптоновского рассеяния на заряженной 
частице спина 0, взаимодействующей с полем плоской электромагнитной волны. Проведено численное моделирова-
ние полной вероятности излучения в зависимости от величины амплитуды электромагнитной волны. Установлено 
согласование вероятности излучения с полным сечением комптоновского рассеяния на заряженной частице спина 0. 
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Abstract. In this paper, we obtained a solution for the equation of motion of a charged spinless particle in the field of 
a plane electromagnetic wave. Relativistic expressions for the cross section of Compton scattering by a charged particle of 
spin 0 interacting with the field of a plane electromagnetic wave are calculated. Numerical simulation of the total probability 
of radiation as the function of the electromagnetic wave amplitude is carried out. The radiation probability is found to be 
consistent with the total cross section for Compton scattering by a charged particle of spin 0.

Keywords: cross section, electromagnetic wave, Compton scattering, pion
For citation. Vakulina E. V., Andreev V. V., Maksimenko N. V. The radiation of a spin-free particle in the field of a plane 

electromagnetic wave. Vestsі Natsyianal'nai akademіі navuk Belarusі. Seryia fіzіka-matematychnykh navuk = Proceedings of 
the National Academy of Sciences of Belarus. Physics and Mathematics series, 2021, vol. 57, no. 4, pp. 455–463 (in Russian). 
https://doi.org/10.29235/1561-2430-2021-57-4-455-463

Введение. Процессы распадов, излучения элементарных частиц в поле плоской электро-
магнитной волны активно исследуются на протяжении более 50 лет [1–4]. Известное решение 
Д. М. Волкова [5], описывающее движение электрона в поле плоской электромагнитной волны, 
нашло широкое применение в исследованиях квантовых эффектов в электродинамических про-
цессах [1–4]. В связи с созданием источников интенсивного электромагнитного поля, включая 
лазерные источники, исследования электродинамических и адронных процессов взаимодей-
ствия элементарных частиц в электромагнитных полях получили новый импульс [6–8].

В реакциях взаимодействия структурных частиц с электромагнитным полем проявляются 
квантовые свойства как самих составных систем, так и механизмов взаимодействия интенсив-
ных электромагнитных полей с этими частицами. В процессах с участием фотонов появляется 
возможность экспериментального изучения поляризуемостей структурных частиц спина 0 [9]. 
Поэтому актуальным и важным является исследование влияния электромагнитного поля на 
квантовые процессы излучения пионов и каонов, взаимодействующих с полем плоской электро-
магнитной волны.
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В работах [9, 10] было проведено исследование движения скалярных частиц и частиц спина 
1/2 в электромагнитном поле на основе преобразования Фолди – Ваутхойзена. Установлено, что 
для частиц спина 1/2, имеющих аномальный магнитный момент, возникают отличные от нуля 
так называемые квазистатические поляризуемости. Аналогичные структуры для бесспиновых 
частиц равны нулю. Следовательно, важную роль в электромагнитных взаимодействиях играют 
поляризуемости наведенных электрических и магнитных диполей пионов, которые обусловлены 
их структурными свойствами [11–13].

В настоящей работе будем исследовать излучение частиц со спином 0, взаимодействующих 
с полем плоской электромагнитной волны. Это обусловлено тем, что экспериментальное опре-
деление поляризуемости таких частиц требует знания сечения рассеяния фотона на бесструк-
турной частице [9]. Данная статья посвящена определению амплитуды вероятностей и сечению 
этого процесса, а также сравнению результатов расчетов с полным сечением комптоновского 
рассеяния на частице спина 0 с использованием методов, предложенных в [5, 14, 15]. Все вычис-
ления проводятся в системе 1.c= =

Сечение комптоновского рассеяния на частице спина 0. Амплитуда комптоновского рас-
сеяния Mfi на частице спина 0 в общем случае может быть представлена в виде [12]

 
* ,fiM T′λλ m ν

mν′λ λ= ε ε   (1)

где m
λε  и *ν

′λε  – векторы поляризации начального и конечного фотонов с 4-импульсами k и k′.
Тензор Tμν в борновском приближении равен

 
2

2 2
2 2

2 .
p p p p

T Q g
s m u m

m ν ν m
mν mν

′ ′ 
= − − − −   

 (2)

В формуле (2) введены следующие обозначения: gμν – метрический тензор, p и p′ – четырех-
мерные импульсы начальной и конечной частиц спина 0, Q – заряд частицы, кинематические 
инварианты s и u определяются через 4-импульсы 2( )s k p= +  и 2) .(u p k ′= −

Дифференциальное сечение, вычисленное на основе (2), выражается через инвариантные ки-
нематические переменные следующим образом [12]:
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где 2) .(t p p′= −
Учитывая, что 22 ,s t u m+ + =  представим выражение (3) в виде разложения
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    σ  = + + + +       π − − − − −      
(4)

Удобно ввести безразмерные переменные
2 2

2 2,      .s m m ux y
m m
− −

= =

Тогда с учетом того, что 2 ,dt m dy=  дифференциальное сечение (4) принимает вид

 

24

2 2
1 1 1 11 2 2 .

4
d Q
dy x y x ym x

    σ  = + − + −    π       
(5)

Поскольку величина x является фиксированной при известных энергиях начальных частиц, 
то, интегрируя (5) по переменной y в пределах от 

1
x

x+
 до x, получим полное сечение комптонов-

ского рассеяния на частице спина 0 в борновском приближении:
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  σ = + − + +   +π     
 (6)

Ограничиваясь в разложении (6) первым порядком по x, получим известное соотношение для 
полного сечения:
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Q x
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π
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В системе покоя мишени ( 0)p =  формула (7) преобразуется к виду
4

2 2
8 1 2 .

(4 ) 3
Q

mm
π ω σ = − π  

Амплитуда излучения фотона частицей спина 0 в поле плоской электромагнитной вол-
ны. Лагранжиан частицы спина 0, взаимодействующей с электромагнитным полем, имеет вид

 
* 2 * * * 2 2 *1( ) ( ) .

4
L m F F iQA Q Am mν ν ν

m mν ν= ∂ φ ∂ φ − φ φ − + φ∂ φ − φ ∂ φ + φ φ
 

(8)

В уравнении (8) ,  ( )vF A A xm m ν ν m= ∂ − ∂ ϕ  – волновая функция частицы; Q – заряд и m – масса ча-
стицы; Aμ – четырехмерный потенциал электромагнитного поля.

Из лагранжиана (8) и условия Лоренца ( ) 0A xm
m∂ =  следует уравнение движения

 
2 2 22 .m iQA Q Am m

m m∂ ∂ φ + φ = − ∂ φ + φ  (9)

Решение уравнения (9) будем искать в виде [1, 13]

 
( )( ) ( ),i pxx eφ = χ ϕ  (10)

где φ = (kx), k – волновой 4-вектор, p – 4-импульс частицы спина 0.
Из уравнений (9) и (10) следует
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где ( ) .∂χ ϕ
χ′ =

∂ϕ
 Таким образом, решение уравнения (9) имеет вид [1]
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(12)

Элемент S-матрицы для перехода пиона из состояния ϕp в состояние ϕp′ в случае излучения 
фотона с импульсом ( , )k km ′= ω′ ′



 и поляризацией m
λε  равен
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Плотность тока в (13) определяется следующим образом:

 
* μ 2 *( ) ( )2 ,p p p pj x iQ Q Aμ μ

′ ′= φ ∂ φ − ϕ φ φ


 (14)

где ì ì ì ,∂ = ∂ − ∂
  

 а функция Aμ(φ) определяет потенциал плоской электромагнитной волны.
Рассмотрим взаимодействие пиона с плоской электромагнитной волной, которая определяет-

ся потенциалом вида [4, 13]

 1 2cos i( ) .s nA x a a= ϕ+ ϕ  (15)
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Амплитуды a1 и a2 представляют собой четырехмерные векторы, равные по величине и ортого-
нальные вектору k и между собой:

2 2 2
1 2 1 2 1 2,         ( ) 0,        ( ) ( ) 0.a a a a a a k a k= = = = =

Амплитуда циркулярно поляризованной волны связана со средней плотностью числа фотонов nγ 
и частотой ω соотношением 2 .

n
a g= −

ω
В выражении (12) выполним интегрирование по переменной φ′ с учетом представления (15) 

для внешнего поля. В итоге получим 
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где
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В определении (17) введен четырехмерный квазиимпульс
2 2

,
2( )
Q aq p k

kp
= −

который удовлетворяет соотношению
2 2 2 2 2 ,q p Q a m∗= − =

где 
2 2

21 Q am m
m

∗ = −  – эффективная масса частицы с квазиимпульсом q. Если в формуле (17) 

провести замену ,  ,q q p p′ ′→ →  то получим выражение для функции S(q′).
После подстановки формул (14), (15) и (17) в уравнение (13) S-матричный элемент в поле пло-

ской электромагнитной волны примет следующую форму:
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В (18) введены следующие обозначения:
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Как следует из формулы (18), в определении S-матрицы имеются три комбинации:

 ( )0 1 2sinexp ( )os ,ciΣ − α ϕ−α ϕ  (19)

 ( )1 1 2cos sin cosexp ( ) ,iΣ ϕ − α ϕ−α ϕ  (20)

 ( )2 1 2sin sin cosexp ( ) .iΣ ϕ − α ϕ−α ϕ  (21)

Следуя методике, предложенной в работе [13], разложим комбинации (19)–(21) в ряд Фурье. Тогда 
сумма трех слагаемых (19)–(21) примет вид
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Коэффициенты Bn, B1n и B2n в (22) выражаются через функции Бесселя Jn(z) следующим об-
разом:
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Подставляя соотношение (22) в определение S-матричного элемента (18), получим
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Амплитуда ( )
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nM  n-й гармоники в S-матричном элементе задается выражением

( )
0 1 1 2 2( ).n
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Поскольку 2 2 2 ,q q m∗= =′  то равенство nk q q k′= + ′+  возможно, если n ≥ 1.
Определение вероятности излучения частицей в поле плоской электромагнитной вол-

ны. Дифференциальная вероятность dW излучения, рассчитанная на единицу объема и единицу 
времени, представляет собой сумму гармоник dWn и связана с амплитудой ( )n

fiM  формулой [3, 13]
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Проведя суммирование по поляризации излучаемого фотона λ в (23) с помощью замены
* gm m
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mνε ε → −

и используя свойство функций Бесселя
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(24)

Для дальнейшего упрощения величины вычислим параметры α1, α2, β1 и β2 в (24) в системе 
отсчета, в которой векторы 1 2,  ,  a a k



   направлены соответственно по осям x1, x2, x3 [13]. В резуль-
тате получим
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Параметры β1 и β2 отличаются от α1 и α2 знаками 1 1 2 2,    , β = −α β = −α  а амплитуды плоской вол-
ны удовлетворят соотношению 22 2 2 2

1 2 .a a a a a= = = − = −


 Результат вычисления (24) с учетом 
выражений для α1, α2, β1 и β2 можно представить следующим образом:
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1

( ) ( )4 ( )2 2 ( ) .
i
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n n n nfM Q m J z J J Jz zm z+ −
λ=−
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(25)

Определим дифференциальную вероятность излучения dW, рассчитанную на единицу объе-
ма и единицу времени. Как правило, эта вероятность рассматривается как функция сферических 
углов вектора q′ в системе центра инерции 0.q k′ ′+ =



  Как отмечено в [3], в данном случае для 
каждой n-й гармоники имеется своя система центра инерции, поэтому более удобно использо-
вать угол между плоскостями, задаваемыми парами векторов ,  )'(k q



  и ( ),k a


  в системе, где k


 и p 
направлены навстречу друг другу, и инвариантную переменную

( ) .
( )
kkU
kq
′
′

=

Выполняя интегрирование в формуле (25), получим, что полная вероятность излучения W опре-
деляется двумя инвариантными параметрами [3]
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В формуле (26) переменная 
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а аргументы функции Бесселя z определяются соотношением
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Дифференциальная вероятность зависит еще от двух переменных: числа n поглощенных из 
поля фотонов и переменной U.

В случае, если 1,ξ  то вероятности Wn переходят в соответствующие вероятности теории 
возмущений, при этом плоская волна играет роль отдельного фотона. Очевидно, что в данном 
подходе, если при расчете W учесть только вероятность возникновения первой гармоники W1, то 
эта процедура должна приводить к сечению комптоновского рассеяния на бесспиновой частице, 
аналогично случаю для частицы спина 1/2 [3, 13].

Для этого функции Бесселя в (26) разложим с точностью до второго порядка по ξ, а затем 
выполним интегрирование. Тогда для функции W1 получим
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С учетом того, что 
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ω

 и определения сечения бинарного процесса рассеяния фотона на 

частице с квазиимпульсом q0
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где j – плотность падающего потока, получим выражение для полного сечения
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Принимая во внимание, что 2 2
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1 ,/U x s m m≈ = −  получаем следующее 
выражение для полного сечения:

 

4 2

2 2
1 2( , ) 4 2 1 ln(1 ) ,

14
Q x x

x xm x

  σ ξ χ ≈ + − + +   +π     
 (28)

которое совпадает с полученным ранее выражением (6). Наличие такого предельного перехода 
свидетельствует о корректности вычислений.

Результаты численного моделирования. Как мы уже отмечали, изучение данного процес-
са является важным для экспериментального определения структурных характеристик частиц. 
Поэтому в данном разделе проведем численные оценки вероятностей испускания фотона с точ-
ностью до ξ4 в системе центра инерции лазерного пучка с амплитудой 0  и пучка заряженных 
π±-мезонов с квазиимпульсом q. В этом случае необходимо учитывать в (26) также вклад с n = 2. 
Очевидно, что лазер должен быть включен на период времени, больший, чем время жизни пи-
она, а интенсивность используемого лазера выбирается так, чтобы не допустить создания пар 
заряженных частиц.

Инвариантные параметры в данном случае определяются формулами
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Полные вероятности излучения первых двух гармоник при 1ξ  с точностью до членов порядка 
ξ4 можно представить в виде
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где αem – постоянная тонкой структуры. В (30) слагаемое, пропорциональное ξ2, описывает по-
глощение одного фотона из волны и соответствует комптоновскому рассеянию на заряженной 
бесспиновой частице, пропорциональное ξ4 слагаемое описывает интерференцию амплитуды 
поглощения одного фотона и амплитуды взаимодействия частицы спина 0 с тремя фотонами 
волны. Формула (31) описывает поглощение двух фотонов из плоской электромагнитной волны.

Для оценки полученных значений вероятности испускания фотона заряженным π-мезоном 
сравним их со значением полной ширины 82,5285 10W −

π = ⋅  эВ.
Несложно найти зависимость величины
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где αem – постоянная тонкой структуры. В (30) слагаемое, пропорциональное ξ2, описывает 
поглощение одного фотона из волны и соответствует комптоновскому рассеянию на заряженной 
бесспиновой частице, пропорциональное ξ4 слагаемое описывает интерференцию амплитуды 
поглощения одного фотона и амплитуды взаимодействия частицы спина 0 с тремя фотонами 
волны. Формула (31) описывает поглощение двух фотонов из плоской электромагнитной волны. 
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от амплитуды лазерного излучения 0  в диапазоне от 106 до 1012 В/м при частоте ω = 2 эВ. 
Используя экспериментальные значения αem и массы π-мезона mπ, можно установить, что в 
исследуемом диапазоне выполняются неравенства , 1   и 1,2 1.U   Это приводит к простой 
функциональной зависимости для величины 0Br( ),  которая представлена на рисунке. 

 
Зависимость 0Br( )  (32) от амплитуды лазера при ω = 2 эВ 

Dependence 0Br( )  (32) on the laser amplitude at ω = 2 eV 
 

Как следует из рисунка, полная вероятность испускания фотона в поле циркулярно-
поляризованной волны заряженным пионом сравнима с полной шириной при амплитуде порядка 

2
0

110  В/м.  
Заключение. Представлен метод вычисления вероятности излучения заряженной частицы 

спина 0 в поле плоской электромагнитной волны. С использованием этого метода найдено 
решение уравнения движения заряженной бесспиновой частицы в поле плоской электромагнитной 
волны. Получены релятивистские выражения для сечения комптоновского рассеяния на 
бесструктурной заряженной частице спина 0, взаимодействующей с полем плоской 
электромагнитной волны. Эти выражения получены в ковариантной форме с помощью 
разложения амплитуды излучения в ряд Фурье – Бесселя. На основе результатов расчетов 
проведено численное моделирование полной вероятности излучения для различных значений 
амплитуды электромагнитной волны.  
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