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Том 89 выпуск 3 март 2011

УДК 512.542.4

Об одном классе решеточных подгрупповых функторов

С. Ф. Каморников

В работе строится континуум естественных транзитивных решеточных под-
групповых функторов на классе всех конечных групп, не отвечающих ника-
ким наследственным решеточным формациям. Этот результат представляет
собой ответ на вопрос 15.39 из “Коуровской тетради”, поставленный автором и
А.Ф. Васильевым в связи с их теоремой, утверждающей, что на классе разре-
шимых групп все такие функторы отвечают наследственным локальным реше-
точным формациям.

Библиография: 12 названий.

1. Введение. Отправной точкой в исследовании решеточных свойств подгрупп
конечной группы явилась известная теорема Виландта [1], устанавливающая, что
множество всех субнормальных подгрупп образует подрешетку решетки всех под-
групп в любой конечной группе. Развивая этот результат, Кегель в [2] доказал, что
множество всех F-достижимых подгрупп образует решетку в любой конечной груп-
пе, если F – наследственная, замкнутая относительно расширений формация. Здесь
же Кегель поставил задачу нахождения других классов F с этим свойством. Парал-
лельно с ним Шеметков в [3] инициировал следующий вопрос: в каких случаях
множество всех F-субнормальных подгрупп группы образует решетку? Этот вопрос
в несколько другой редакции вошел в “Коуровскую тетрадь” [4; проблема 9.75].

Определение 1. Формация F называется решеточной, если множество всех
F-субнормальных подгрупп образует подрешетку решетки всех подгрупп в любой
конечной группе.

В работе [5] с использованием техники теории формаций перечислены все наслед-
ственные локальные решеточные формации. Отметим, что эта задача для конечных
разрешимых групп независимо решена Баллестером-Болинше, Дёрком и Перец-Ра-
мош в [6].

Наряду с формационными разрабатывались и другие подходы развития отме-
ченного выше результата Виландта. Один из них предложен в [7]. Он заключается
в аксиоматизации основных свойств субнормальных подгрупп (инвариантность при
гомоморфизмах, транзитивность, наследственность в подгруппах) и базируется на
понятии естественного транзитивного решеточного функтора.

Пусть 𝐴, 𝐵 – группы, 𝜙 : 𝐴 −→ 𝐵 – эпиморфизм. И пусть Ω и Σ – некоторые
системы подгрупп из 𝐴 и 𝐵 соответственно. Обозначим через Ω𝜙 множество

{𝐻𝜙 | 𝐻 ∈ Ω}
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образов в 𝐵 всех подгрупп из Ω, а через Σ𝜙−1
– множество

{𝐻𝜙−1
| 𝐻 ∈ Σ}

полных прообразов в 𝐴 всех подгрупп из Σ.
Если 𝑅 – подгруппа из 𝐴, то через 𝑅 ∩Ω обозначим множество {𝑅 ∩𝐻 | 𝐻 ∈ Ω}.
Пусть X – класс групп, 𝜃 – отображение, ставящее в соответствие каждой группе

𝐺 ∈ X некоторую непустую систему 𝜃(𝐺) ее подгрупп. Следуя [8], будем говорить,
что 𝜃 – подгрупповой X-функтор (или, иначе, 𝜃 – подгрупповой функтор на X), если
выполняется следующее условие абстрактности:

(𝜃(𝐺))𝜙 = 𝜃(𝐺𝜙)

для любого изоморфизма 𝜙 каждой группы 𝐺 из X. Если X = G – класс всех
групп (X = S – класс разрешимых групп), то подгрупповой X-функтор называется
просто подгрупповым функтором (разрешимым подгрупповым функтором, соот-
ветственно).

Подгрупповой X-функтор 𝜃 называется:
1) регулярным, если (𝜃(𝐴))𝜙 ⊆ 𝜃(𝐵) и (𝜃(𝐵))𝜙−1 ⊆ 𝜃(𝐴) для любого эпиморфиз-

ма 𝜙 : 𝐴 −→ 𝐵, где 𝐴, 𝐵 ∈ X;
2) естественным, если 𝜃 регулярен и, кроме того, 𝐻 ∩ 𝜃(𝐺) ⊆ 𝜃(𝐻) для любой

X-подгруппы 𝐻 группы 𝐺 ∈ X;
3) транзитивным, если для любой группы 𝐺 ∈ X всегда из 𝑆 ∈ 𝜃(𝐻) и 𝐻 ∈

𝜃(𝐺) ∩ X следует 𝑆 ∈ 𝜃(𝐺);
4) решеточным, если всегда из 𝐻,𝐾 ∈ 𝜃(𝐺) следует, что 𝐻∩𝐾 ∈ 𝜃(𝐺) и ⟨𝐻,𝐾⟩ ∈

𝜃(𝐺).

Определение 2. Подгрупповой X-функтор называется ЕТР-функтором, если
он одновременно является естественным, транзитивным и решеточным.

Из свойств субнормальных подгрупп следует, что субнормальный функтор 𝑠𝑛,
выделяющий в каждой группе 𝐺 множество всех ее субнормальных подгрупп 𝑠𝑛(𝐺),
является ЕТР-функтором.

Все разрешимые ЕТР-функторы описаны в [7]. Как это ни удивительно, но они
исчерпываются F-субнормальными функторами 𝑠𝑛F, где F пробегает все разреши-
мые наследственные локальные решеточные формации, перечисленные в [5], [6].

Теорема 1 [7]. Пусть 𝜃 – разрешимый ЕТР-функтор. Тогда справедливы сле-
дующие утверждения:

1) класс F = {𝐺 ∈ S | 𝜃(𝐺) – множество всех подгрупп группы 𝐺} – наслед-
ственная локальная формация;

2) существует такое разбиение {𝜋𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} множества 𝜋(F) на попарно непе-
ресекающиеся подмножества, что F = 𝐷0(

⋃︀
𝑖∈𝐼 S𝜋𝑖);

3) 𝜃(𝐺) = 𝑠𝑛F(𝐺) для любой разрешимой группы 𝐺.

Что касается универсума всех конечных групп, то вытекающий из теоремы 1
вопрос о соотношении ЕТР-функторов и F-субнормальных функторов сформулиро-
ван в [4] под номером 15.39.
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Пусть 𝜏 – ЕТР-функтор. Существует ли такая наследственная формация F,
что 𝜏(𝐺) совпадает с множеством всех F-субнормальных подгрупп в любой конеч-
ной группе 𝐺? Другими словами, существует ли наследственная решеточная фор-
мация F, для которой 𝜏 = 𝑠𝑛F?

Отрицательный ответ на этот вопрос предлагается в данной работе. Более того,
здесь строится континуум ЕТР-функторов, которые не являются F-субнормальными
ни для какой наследственной формации F.

В работе рассматриваются только конечные группы, используются определения
и обозначения, принятые в [8], [9].

2. (F, B)-субнормальные подгруппы. Центральное место в работе занимает
следующее определение, объединяющее понятия F-субнормальной и F-достижимой
подгрупп.

Определение 3. Пусть F, B – непустые классы групп. Подгруппа 𝐻 группы 𝐺

называется (F, B)-субнормальной, если либо 𝐻 = 𝐺, либо существует цепь подгрупп

𝐻 = 𝐻0 ⊆ 𝐻1 ⊆ · · · ⊆ 𝐻𝑛 = 𝐺

такая, что для каждого 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 либо подгруппа 𝐻𝑖−1 нормальна в 𝐻𝑖 и
𝐻𝑖/𝐻𝑖−1 ∈ B, либо подгруппа 𝐻𝑖−1 максимальна в 𝐻𝑖 и 𝐻𝑖/Core𝐻𝑖

(𝐻𝑖−1) ∈ F. Мно-
жество всех (F, B)-субнормальных подгрупп группы 𝐺 будем обозначать 𝑠𝑛F,B(𝐺),
а подгрупповой функтор, выделяющий в каждой группе 𝐺 все ее (F, B)-субнормаль-
ные подгруппы, – через 𝑠𝑛F,B.

Замечание. 1) Если B – класс единичных групп, то, очевидно, подгруппа 𝐻

группы 𝐺 является (F, B)-субнормальной тогда и только тогда, когда она F-суб-
нормальна в 𝐺. Определение F-субнормальной подгруппы в классе разрешимых
групп введено Картером и Хоуксом в [10]. В произвольном случае оно впервые
использовалось Шеметковым в [3].

2) Если B = G – класс всех групп, а F – наследственный класс, то подгруп-
па 𝐻 группы 𝐺 является (F, B)-субнормальной в том и только в том случае, когда
она F-достижима (или F-субнормальна в смысле Кегеля в другой терминологии).
Понятие F-достижимой подгруппы впервые предложено Кегелем в работе [2].

Лемма 1. Пусть F, B – непустые гомоморфы. Пусть 𝐻 и 𝑁 – подгруппы груп-
пы 𝐺, причем 𝑁 E 𝐺. Тогда

1) если 𝐻 ∈ 𝑠𝑛F,B(𝐺), то 𝐻𝑁/𝑁 ∈ 𝑠𝑛F,B(𝐺/𝑁) и 𝐻𝑁 ∈ 𝑠𝑛F,B(𝐺);
2) если 𝑁 ⊆ 𝐻 , то 𝐻 ∈ 𝑠𝑛F,B(𝐺), если и только если 𝐻/𝑁 ∈ 𝑠𝑛F,B(𝐺/𝑁).

Доказательство. 1) Так как 𝐻 ∈ 𝑠𝑛F,B(𝐺), по определению либо 𝐻 = 𝐺, либо
существует цепь подгрупп

𝐻 = 𝐻0 ⊆ 𝐻1 ⊆ · · · ⊆ 𝐻𝑛 = 𝐺

такая, что для каждого 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 либо 𝐻𝑖−1E𝐻𝑖 и 𝐻𝑖/𝐻𝑖−1 ∈ B, либо подгруппа
𝐻𝑖−1 максимальна в 𝐻𝑖 и 𝐻𝑖/Core𝐻𝑖

(𝐻𝑖−1) ∈ F. Если 𝐻 = 𝐺, то утверждение леммы
очевидно. Рассмотрим цепь подгрупп

𝐻𝑁/𝑁 = 𝐻0𝑁/𝑁 ⊆ 𝐻1𝑁/𝑁 ⊆ · · · ⊆ 𝐻𝑛𝑁/𝑁 = 𝐺/𝑁.
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Предположим, что 𝐻𝑖−1 E 𝐻𝑖 и 𝐻𝑖/𝐻𝑖−1 ∈ B. Тогда, очевидно, 𝐻𝑖−1𝑁 E 𝐻𝑖𝑁 и,
кроме того, из

𝐻𝑖𝑁/𝑁/𝐻𝑖−1𝑁/𝑁 ≃ 𝐻1𝑁/𝐻𝑖−1𝑁 ≃ 𝐻𝑖/𝐻𝑖−1(𝐻𝑖 ∩𝑁)

следует, что 𝐻𝑖/𝐻𝑖−1(𝐻𝑖 ∩ 𝑁) ∈ B как гомоморфный образ группы 𝐻𝑖/𝐻𝑖−1. Так
как B – гомоморф, то 𝐻𝑖𝑁/𝑁/𝐻𝑖−1𝑁/𝑁 ∈ B.

Пусть теперь 𝐻𝑖−1 – максимальная подгруппа группы 𝐻𝑖 и 𝐻𝑖/Core𝐻𝑖
(𝐻𝑖−1) ∈ F.

Тогда либо выполнено 𝐻𝑖𝑁/𝑁 = 𝐻𝑖−1𝑁/𝑁 и, значит, 𝐻𝑖𝑁/𝑁/𝐻𝑖−1𝑁/𝑁 ∈ (1) ⊆ B,
либо 𝐻𝑖𝑁/𝑁 – максимальная подгруппа группы 𝐻𝑖𝑁/𝑁 . В последнем случае из

Core𝐻𝑖𝑁/𝑁 (𝐻𝑖−1𝑁/𝑁) ⊇ Core𝐻𝑖
(𝐻𝑖−1)𝑁/𝑁,

𝐻𝑖𝑁/𝑁/Core𝐻𝑖
(𝐻𝑖−1)𝑁/𝑁 ≃ 𝐻𝑖/𝐻𝑖 ∩ Core𝐻𝑖

(𝐻𝑖−1)𝑁

получаем, что 𝐻𝑖𝑁/𝑁/Core𝐻𝑖𝑁/𝑁 (𝐻𝑖−1𝑁/𝑁) ∈ F. Следовательно, имеем 𝐻𝑁/𝑁 ∈
𝑠𝑛F,B(𝐺/𝑁). Отсюда из рассмотрения цепи

𝐻𝑁 = 𝐻0𝑁 ⊆ 𝐻1𝑁 ⊆ · · · ⊆ 𝐻𝑛𝑁 = 𝐺

аналогично показывается, что 𝐻𝑁 ∈ 𝑠𝑛F,B(𝐺).
Утверждение 2) следует из утверждения 1). Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть F, B – непустые наследственные классы, причем F – гомо-
морф. Тогда справедливы следующие утверждения:

1) если 𝐻 и 𝐾 – подгруппы группы 𝐺, причем 𝐻 ∈ 𝑠𝑛F,B(𝐺), то 𝐻 ∩ 𝐾 ∈
𝑠𝑛F,B(𝐾);

2) если 𝐻 ∈ 𝑠𝑛F,B(𝐾) и 𝐾 ∈ 𝑠𝑛F,B(𝐺), то 𝐻 ∈ 𝑠𝑛F,B(𝐺);
3) если 𝐻 , 𝐾 ∈ 𝑠𝑛F,B(𝐺), то 𝐻 ∩𝐾 ∈ 𝑠𝑛F,B(𝐺).

Доказательство. По определению существует цепь подгрупп

𝐻 = 𝐻0 ⊆ 𝐻1 ⊆ · · · ⊆ 𝐻𝑛 = 𝐺

такая, что для каждого 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 либо 𝐻𝑖−1E𝐻𝑖 и 𝐻𝑖/𝐻𝑖−1 ∈ B, либо подгруппа
𝐻𝑖−1 максимальна в 𝐻𝑖 и 𝐻𝑖/Core𝐻𝑖(𝐻𝑖−1) ∈ F. Рассмотрим цепь подгрупп

𝐻 ∩𝐾 = 𝐻0 ∩𝐾 ⊆ 𝐻1 ∩𝐾 ⊆ · · · ⊆ 𝐻𝑛 ∩𝐾 = 𝐾.

Если подгруппа 𝐻𝑖−1 нормальна в 𝐻𝑖 и 𝐻𝑖/𝐻𝑖−1 ∈ B, то 𝐻𝑖−1 ∩𝐾 E 𝐻𝑖 ∩𝐾. Кроме
того, из наследственности класса B следует, что (𝐻𝑖 ∩𝐾)𝐻𝑖−1/𝐻𝑖−1 ∈ B. Отсюда
ввиду изоморфизма

(𝐻𝑖 ∩𝐾)𝐻𝑖−1/𝐻𝑖−1 ≃ 𝐻𝑖 ∩𝐾/𝐻𝑖−1 ∩𝐾

следует, что 𝐻𝑖 ∩𝐾/𝐻𝑖−1 ∩𝐾 ∈ B.
Пусть теперь 𝐻𝑖−1 – максимальная подгруппа группы 𝐻𝑖 и 𝐻𝑖/Core𝐻𝑖

(𝐻𝑖−1) ∈ F.
Не нарушая общности рассуждений, можно считать ввиду наследственности клас-
са F, что 𝐻𝑖−1 ∩𝐾 – максимальная подгруппа группы 𝐻𝑖 ∩𝐾 (в противном случае
можно уплотнить участок между подгруппами 𝐻𝑖−1 ∩ 𝐾 и 𝐻𝑖 ∩ 𝐾 до максималь-
ной цепи). Так как класс F является наследственным, то из 𝐻𝑖/Core𝐻𝑖

(𝐻𝑖−1) ∈ F

следует, что (𝐻𝑖 ∩𝐾)Core𝐻𝑖(𝐻𝑖−1)/Core𝐻𝑖(𝐻𝑖−1) ∈ F.
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Так как 𝐻𝑖 ∩𝐾 ∩Core𝐻𝑖
(𝐻𝑖−1) E 𝐻𝑖 ∩𝐾 и 𝐻𝑖 ∩𝐾 ∩Core𝐻𝑖

(𝐻𝑖−1) ⊆ 𝐻𝑖−1 ∩𝐾, то
𝐻𝑖∩𝐾 ∩Core𝐻𝑖

(𝐻𝑖−1) ⊆ Core𝐻𝑖∩𝐾(𝐻𝑖−1∩𝐾). Ввиду того, что F – гомоморф, имеем
𝐻𝑖 ∩𝐾/Core𝐻𝑖∩𝐾(𝐻𝑖−1 ∩𝐾) ∈ F.

Итак, 𝐻 ∩𝐾 ∈ 𝑠𝑛F,B(𝐾). Утверждение 1) доказано.
Утверждение 2) следует из определения (F, B)-субнормальной подгруппы через

соединение соответствующих цепей подгрупп. Утверждение 3) есть следствие утвер-
ждений 1) и 2). Лемма доказана.

Напомним, что если F – непустая формация, то через 𝐺F обозначается F-кора-
дикал группы 𝐺, т.е. наименьшая нормальная подгруппа группы 𝐺, факторгруппа
по которой принадлежит F. В случае, когда F – непустая формация, B – непустой
класс групп, по определению подгруппа 𝐻 является (F, B)-субнормальной в 𝐺 тогда
и только тогда, когда либо 𝐻 = 𝐺, либо существует цепь подгрупп

𝐻 = 𝐻0 ⊆ 𝐻1 ⊆ · · · ⊆ 𝐻𝑛 = 𝐺

такая, что для каждого 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 либо 𝐻𝑖−1E𝐻𝑖 и 𝐻𝑖/𝐻𝑖−1 ∈ B, либо подгруппа
𝐻𝑖−1 максимальна в 𝐻𝑖 и (𝐻𝑖)F ⊆ 𝐻𝑖−1.

Лемма 3. Пусть F – непустая наследственная формация, B – непустой класс
групп. Если 𝐻 ∈ 𝑠𝑛F,B(𝐺), то 𝐻F ∈ 𝑠𝑛(𝐺).

Доказательство. Так как 𝐻 ∈ 𝑠𝑛F,B(𝐺), по определению существует цепь под-
групп

𝐻 = 𝐻0 ⊆ 𝐻1 ⊆ · · · ⊆ 𝐻𝑛 = 𝐺

такая, что для любого 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 либо подгруппа 𝐻𝑖−1 максимальна в 𝐻𝑖 и
(𝐻𝑖)F ⊆ 𝐻𝑖−1, либо 𝐻𝑖−1 E 𝐻𝑖 и 𝐻𝑖/𝐻𝑖−1 ∈ B.

Пусть 𝐻𝑖−1 E 𝐻𝑖 и 𝐻𝑖/𝐻𝑖−1 ∈ B. Так как формация F наследственна, то выпол-
нено 𝐻𝑖−1(𝐻𝑖)F/(𝐻𝑖)F ∈ F, а значит, ввиду изоморфизма

𝐻𝑖−1(𝐻𝑖)F/(𝐻𝑖)F ≃ 𝐻𝑖−1/𝐻𝑖−1 ∩ (𝐻𝑖)F

имеем (𝐻𝑖−1)F ⊆ (𝐻𝑖)F. Кроме того, подгруппа (𝐻𝑖−1)F характеристична в 𝐻𝑖−1,
а 𝐻𝑖−1 E 𝐻𝑖. Поэтому (𝐻𝑖−1)F E 𝐻𝑖, а значит, (𝐻𝑖−1)F E (𝐻𝑖)F.

Пусть теперь 𝐻𝑖−1 – максимальная подгруппа группы 𝐻𝑖−1 и (𝐻𝑖)F ⊆ 𝐻𝑖−1.
Тогда, ввиду наследственности формации F, (𝐻𝑖−1)F ⊆ (𝐻𝑖)F. А так как (𝐻𝑖−1)F E
𝐻𝑖−1 и (𝐻𝑖)F ⊆ 𝐻𝑖−1, то (𝐻𝑖−1)F E (𝐻𝑖)F.

Рассмотрим цепь подгрупп

𝐻F = (𝐻0)F ⊆ (𝐻1)F ⊆ · · · ⊆ (𝐻𝑛)F = 𝐺F.

В этой цепи (𝐻𝑖−1)F E(𝐻𝑖)F для любого 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. Кроме того, 𝐺F E𝐺. Поэтому
𝐻F ∈ 𝑠𝑛(𝐺). Лемма доказана.

Лемма 4. Пусть F – непустая наследственная формация, B – непустой наслед-
ственный гомоморф, и пусть все композиционные факторы группы 𝐺 принадле-
жат F. Тогда и только тогда 𝐻 ∈ 𝑠𝑛F,B(𝐺), когда 𝐻 ∈ 𝑠𝑛F(𝐺).
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Доказательство. Если подгруппа 𝐻 F-субнормальна в 𝐺, то по определению
𝐻 ∈ 𝑠𝑛F,B(𝐺) для любого непустого класса B.

Пусть 𝐻 ∈ 𝑠𝑛F,B(𝐺). Тогда существует цепь подгрупп

𝐻 = 𝐻0 ⊆ 𝐻1 ⊆ · · · ⊆ 𝐻𝑛 = 𝐺

такая, что для любого 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 либо 𝐻𝑖−1 E𝐻𝑖 и 𝐻𝑖/𝐻𝑖−1 ∈ B, либо подгруппа
𝐻𝑖−1 максимальна в 𝐻𝑖 и (𝐻𝑖)F ⊆ 𝐻𝑖−1.

Пусть 𝐻𝑖−1E𝐻𝑖 и 𝐻𝑖/𝐻𝑖−1 ∈ B. Так как B – наследственный гомоморф, не нару-
шая общности рассуждений, можем считать, что 𝐻𝑖/𝐻𝑖−1 – простая группа, принад-
лежащая B. Так как формация F наследственна и все композиционные факторы
группы 𝐺 принадлежат F, то 𝐻𝑖/𝐻𝑖−1 ∈ F. Уплотним участок между 𝐻𝑖−1 и 𝐻𝑖 ука-
занной выше цепи до максимальной цепи. Так как 𝐻𝑖/𝐻𝑖−1 ∈ F, то все подгруппы
из 𝐻𝑖, содержащие 𝐻𝑖−1, являются F-субнормальными в 𝐻𝑖. Ввиду утверждения 2)
леммы 2 (при B = E) 𝐻 ∈ 𝑠𝑛F(𝐺). Лемма доказана.

3. Новые серии ЕТР-функторов. Нам понадобится в дальнейшем следую-
щая лемма, доказательство которой можно найти в [8]. Напомним только, что
класс F называется классом Фиттинга, если выполняются следующие условия:

1) из 𝐺 ∈ F и 𝑁 E 𝐺 всегда следует 𝑁 ∈ F;
2) из 𝐺 = 𝐴𝐵, где 𝐴 E 𝐺, 𝐵 E 𝐺, 𝐴 ∈ F, 𝐵 ∈ F, всегда следует 𝐺 ∈ F.

Формация, являющаяся классом Фиттинга, называется формацией Фиттинга.
Пусть F – непустой класс Фиттинга. Тогда F-радикалом группы 𝐺 (обозначается

через 𝐺F) называется наибольшая нормальная подгруппа из 𝐺, принадлежащая F

(она совпадает с произведением всех нормальных F-подгрупп из 𝐺).

Лемма 5. Пусть F – наследственная локальная формация. Тогда следующие
утверждения эквивалентны:

1) формация F является решеточной;
2) группа 𝐺 = ⟨𝐴1, 𝐴2⟩ принадлежит F, если 𝐴1 , 𝐴2 – F-субнормальные F-под-

группы группы 𝐺;
3) F – формация Фиттинга и всякая F-субнормальная F-подгруппа группы 𝐺

содержится в F-радикале этой группы.

Лемма 6. Пусть F – наследственная локальная формация, B – непустой нас-
ледственный гомоморф. Если формация F является решеточной, то

1) формация F является формацией Фиттинга;
2) каждая (F, B)-субнормальная F-подгруппа любой группы содержится в F-ра-

дикале этой группы.

Доказательство. Утверждение 1) вытекает из леммы 5.
2) Предположим, что утверждение 2) не верно. Пусть 𝐺 – группа наименьшего

порядка, обладающая (F, B)-субнормальной F-подгруппой 𝐻, не лежащей в 𝐺F.
Очевидно, 𝐺 – непростая группа. Пусть 𝑁 – минимальная нормальная подгруппа

группы 𝐺. Тогда ввиду выбора группы 𝐺 на основании утверждения 1) данной
леммы имеем

𝐻𝑁/𝑁 ⊆ (𝐺/𝑁)F = 𝐾/𝑁.

Если 𝐾 ⊂ 𝐺, то ввиду выбора группы 𝐺, 𝐻 ⊆ 𝐾F, а значит, 𝐻 ⊆ 𝐺F. Противоре-
чие. Таким образом, 𝐺/𝑁 ∈ F. Отметим, что наличие в 𝐺 еще одной минимальной
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нормальной подгруппы приводит к тому, что 𝐺 ∈ F. Поэтому 𝑁 – единственная
минимальная нормальная подгруппа группы 𝐺, а так как формация F является
локальной, то 𝐶𝐺(𝑁) ⊆ 𝑁 .

Пусть 𝑁 /∈ F. Предположим, что 𝐻𝑁 ⊂ 𝐺. Тогда ввиду выбора группы 𝐺 на
основании леммы 2 имеем 𝐻 ⊆ (𝐻𝑁)F. Так как 𝑁 /∈ F, (𝐻𝑁)F ∩𝑁 = 1. А так как
𝐻 ̸= 1, приходим к противоречию с тем, что 𝐶𝐺(𝑁) ⊆ 𝑁 . Значит, 𝐻𝑁 = 𝐺. По
определению (F, B)-субнормальной подгруппы существует цепь подгрупп

𝐻 = 𝐻0 ⊆ 𝐻1 ⊆ · · · ⊆ 𝐻𝑛 = 𝐺

такая, что для любого 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 либо 𝐻𝑖−1 E 𝐻𝑖 и 𝐻𝑖/𝐻𝑖−1 ∈ B, либо 𝐻𝑖−1 –
максимальная подгруппа группы 𝐻𝑖 и (𝐻𝑖)F ⊆ 𝐻𝑖−1. В частности, либо 𝐻𝑛−1 E 𝐺 и
𝐺/𝐻𝑛−1 ∈ B, либо подгруппа 𝐻𝑛−1 максимальна в 𝐺 и 𝐺F ⊆ 𝐻𝑛−1.

Если 𝐻𝑛−1 E 𝐺 и 𝐺/𝐻𝑛−1 ∈ B, то 𝐺 = 𝐻𝑛−1 ×𝑁 . Тогда из 𝐶𝐺(𝑁) ⊆ 𝑁 следует,
что 𝐻𝑛−1 = 1, а значит 𝐻 = 1. Пришли к противоречию. Если подгруппа 𝐻𝑛−1

максимальна в 𝐺 и 𝐺F ⊆ 𝐻𝑛−1, то ввиду 𝐺F = 𝑁 и 𝐻𝑛−1𝑁 = 𝐺 получаем 𝐻𝑛−1 = 𝐺,
что противоречит максимальности 𝐻𝑛−1 в 𝐺.

Итак, 𝑁 ∈ F. Тогда все композиционные факторы группы 𝐺 принадлежат F.
Ввиду леммы 4 𝐻 ∈ 𝑠𝑛F(𝐺). На основании лемм 4 и 5 𝐻 ⊆ 𝐺F. Лемма доказана.

Лемма 7. Пусть F – наследственная локальная решеточная формация, B –
непустой наследственный гомоморф. Если 𝐻 ∈ 𝑠𝑛F,B(𝐺) и 𝐾 ∈ 𝑠𝑛F,B(𝐺), то вы-
полнено ⟨𝐻,𝐾⟩ ∈ 𝑠𝑛F,B(𝐺).

Доказательство. Пусть 𝐺 – группа наименьшего порядка, для которой лемма
не верна. Тогда в 𝐺 имеются (F, B)-субнормальные подгруппы 𝐻 и 𝐾 такие, что
⟨𝐻,𝐾⟩ /∈ 𝑠𝑛F,B(𝐺). Если 𝑁 – минимальная нормальная подгруппа группы 𝐺, то
ввиду леммы 1 𝐻𝑁/𝑁 ∈ 𝑠𝑛F,B(𝐺/𝑁) и 𝐾𝑁/𝑁 ∈ 𝑠𝑛F,B(𝐺/𝑁). Ввиду выбора группы
𝐺 ⟨𝐻,𝐾⟩𝑁/𝑁 ∈ 𝑠𝑛F,B(𝐺/𝑁), а значит, на основании леммы 1 ⟨𝐻,𝐾⟩𝑁 ∈ 𝑠𝑛F,B(𝐺).
Если ⟨𝐻,𝐾⟩𝑁 ⊂ 𝐺, то ввиду выбора группы 𝐺 и леммы 2 ⟨𝐻,𝐾⟩ ∈ 𝑠𝑛F,B(⟨𝐻,𝐾⟩𝑁).
Отсюда на основании леммы 2 ⟨𝐻,𝐾⟩ ∈ 𝑠𝑛F,B(𝐺). Пришли к противоречию.

Итак, ⟨𝐻,𝐾⟩𝑁 = 𝐺. Пусть 𝐷 = ⟨𝐻F, 𝐾F⟩. Ввиду леммы 3 подгруппы 𝐻F и 𝐾F

субнормальны в 𝐺. По теореме Виландта из [1] 𝐷 ∈ 𝑠𝑛(𝐺). Кроме того, на основа-
нии [11] 𝑁 ∈ 𝑁𝐺(𝐷).

Поэтому
𝐷𝐺 = 𝐷⟨𝐻,𝐾⟩𝑁 = (𝐷𝑁 )⟨𝐻,𝐾⟩ = 𝐷⟨𝐻,𝐾⟩ ⊆ ⟨𝐻,𝐾⟩.

Если 𝐷 ̸= 1, то, взяв 𝑁 в ⟨𝐻,𝐾⟩, придем к противоречию. Следовательно, 𝐷 = 1,
𝐻 ∈ F, 𝐾 ∈ F. Тогда ввиду леммы 6 ⟨𝐻,𝐾⟩ ⊆ 𝐺F. Так как 𝐺F ∈ F, а формация F

наследственна, то ⟨𝐻,𝐾⟩ ∈ 𝑠𝑛F,B(𝐺F). Кроме того, подгруппа 𝐺F = 𝐻𝐺F является
(F, B)-субнормальной в 𝐺. Теперь на основании леммы 2 ⟨𝐻,𝐾⟩ ∈ 𝑠𝑛F,B(𝐺). Снова
пришли к противоречию с выбором группы 𝐺. Лемма доказана.

Теорема 2. Пусть F – наследственная локальная решеточная формация, B –
непустой наследственный гомоморф. Тогда 𝑠𝑛F,B – ЕТР-функтор.

Доказательство. Ввиду лемм 1 и 2 подгрупповой функтор 𝑠𝑛F,B является есте-
ственным и транзитивным. На основании леммы 7 и утверждения 3) леммы 2
𝑠𝑛F,B – решеточный функтор. Теорема доказана.
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Учитывая полученное в [5] описание наследственных локальных решеточных
формаций, имеем

Следствие 1. Пусть F – формация, удовлетворяющая следующим условиям:
1) F = 𝐷0(M ∪ H), 𝜋(M) ∩ 𝜋(H) = ∅;
2) существует такое разбиение {𝜋𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} множества 𝜋(H) на попарно непе-

ресекающиеся подмножества, что H = 𝐷0(
⋃︀

𝑖∈𝐼 S𝜋𝑖
);

3) M = S𝜋(M)M – наследственная локальная формация, являющаяся классом
Фиттинга, нормальным в M2 ;

4) всякая нециклическая минимальная не M-группа 𝐺 с единичной подгруппой
Фраттини является монолитической с неабелевым цоколем 𝑁 = 𝐺M , при-
чем 𝐺/𝑁 – циклическая примарная группа.

Тогда для любого непустого наследственного гомоморфа B подгрупповой функ-
тор 𝑠𝑛F,B является ЕТР-функтором.

Покажем теперь, что множество ЕТР-функторов из теоремы 2 шире множества
ЕТР-функторов вида 𝑠𝑛F, где F –наследственная формация. Нам понадобится сле-
дующая лемма, доказательство которой можно найти в [12].

Лемма 8. Для каждой группы 𝐺 найдется натуральное число 𝑛 такое, что 𝐺

изоморфно вкладывается в знакопеременную группу 𝐴𝑛 степени 𝑛.

Напомним еще, что если X – непустой класс групп, то через 𝐸X обозначается
класс всех групп, обладающих субнормальными рядами, все факторы которых при-
надлежат X.

Лемма 9. Пусть 𝐴 – простая группа и

X = (1) ∪ (𝐻 | 𝐻 изоморфна простой секции группы 𝐴).

Тогда 𝐸X – наследственный гомоморф.

Доказательство. Пусть 𝐺 ∈ 𝐸X. Тогда по определению существует субнор-
мальный ряд

1 = 𝐺0 ⊆ 𝐺1 ⊆ · · · ⊆ 𝐺𝑛 = 𝐺

такой, что 𝐺𝑖/𝐺𝑖−1 ∈ X для всех 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.
Пусть 𝑁 – нормальная подгруппа группы 𝐺. Рассмотрим ряд подгрупп

1 = 𝐺0𝑁/𝑁 ⊆ 𝐺1𝑁/𝑁 ⊆ · · · ⊆ 𝐺𝑛𝑁/𝑁.

Так как
𝐺𝑖𝑁/𝑁/𝐺𝑖−1𝑁/𝑁 ≃ 𝐺𝑖𝑁/𝐺𝑖−1𝑁 ≃ 𝐺𝑖/𝐺𝑖−1(𝐺𝑖 ∩𝑁),

то 𝐺𝑖𝑁/𝑁/𝐺𝑖−1𝑁/𝑁 ∈ X. Следовательно, X – гомоморф.
Пусть 𝐻 – подгруппа группы 𝐺. Рассмотрим ряд

1 = 𝐻 ∩𝐺0 ⊆ 𝐻 ∩𝐺1 ⊆ · · · ⊆ 𝐻 ∩𝐺𝑛 = 𝐻. (*)

Очевидно, 𝐻 ∩𝐺𝑖−1 E 𝐻 ∩𝐺𝑖 для любого 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, и кроме того,

(𝐻 ∩𝐺𝑖)𝐺𝑖−1/𝐺𝑖−1 ≃ 𝐻 ∩𝐺𝑖/𝐻 ∩𝐺𝑖−1.
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Отсюда и из 𝐺𝑖/𝐺𝑖−1 ∈ X следует, что все простые секции группы 𝐻 ∩𝐺𝑖/𝐻 ∩𝐺𝑖−1

принадлежат X. Уплотняя теперь ряд (*) до композиционного ряда, получаем, что
𝐻 ∈ 𝐸X. Следовательно, класс 𝐸X является наследственным. Лемма доказана.

Теорема 3. Для любого непустого наследственного класса F, отличного от
класса всех групп, существует счетное множество наследственных гомоморфов
B𝑖 таких, что 𝑠𝑛F,B𝑖 ̸= 𝑠𝑛X для любого 𝑖 ∈ N и любой наследственной формации X.

Доказательство. Так как класс F является наследственным и F ̸= G, ввиду
леммы 8 найдется натуральное число 𝑘 > 5 такое, что знакопеременная группа 𝐴𝑘

степени 𝑘 не принадлежит F. Тогда 𝐴𝑘+𝑖 /∈ F для любого 𝑖 ∈ N. Обозначим через
X𝑖 класс

(1) ∪ (𝐻 | 𝐻 изоморфна простой секции группы 𝐴𝑘+𝑖).

Пусть B𝑖 = 𝐸X𝑖. Ввиду леммы 9 B𝑖 – наследственный гомоморф для любого 𝑖 ∈ N.
Предположим, что для некоторого 𝑖 ∈ N найдется наследственная формация X

такая, что 𝑠𝑛F,B𝑖(𝐺) = 𝑠𝑛X(𝐺) для любой группы 𝐺. Тогда, в частности, выполнено
𝑠𝑛F,B𝑖

(𝐴𝑘+𝑖) = 𝑠𝑛X(𝐴𝑘+𝑖). При этом из 𝐴𝑘+𝑖 /∈ F и простоты группы 𝐴𝑘+𝑖 следует,
что

𝑠𝑛F,B𝑖
(𝐴𝑘+𝑖) = {1, 𝐴𝑘+𝑖}.

Отсюда и из равенства 𝑠𝑛F,B𝑖(𝐴𝑘+𝑖) = 𝑠𝑛F(𝐴𝑘+𝑖) имеем, что 1 ∈ 𝑠𝑛X(𝐴𝑘+𝑖). Это
означает по определению, что существует максимальный ряд подгрупп

1 = 𝐺0 ⊂ 𝐺1 ⊂ · · · ⊂ 𝐺𝑛 = 𝐴𝑘+𝑖,

в котором 𝐺𝑗−1 ⊇ (𝐺𝑗)X для любого 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. В частности, 𝐺𝑛−1 ∈ 𝑠𝑛X(𝐴𝑘+𝑖).
Но тогда 𝐺𝑛−1 ∈ 𝑠𝑛F,B𝑖(𝐴𝑘+𝑖), а значит, 𝐺𝑛−1 = 1, что невозможно, так как 𝐴𝑘+𝑖 –
простая неабелева группа. Следовательно, 𝑠𝑛F,B𝑖

̸= 𝑠𝑛X для любого 𝑖 ∈ N и любой
наследственной формации X. Теорема доказана.

Замечание. Как следует из [5], существует континуум наследственных локаль-
ных решеточных формаций F. Для каждой такой формации F и любого наслед-
ственного гомоморфа B ввиду теоремы 2 подгрупповой функтор 𝑠𝑛F,B являет-
ся ЕТР-функтором. На основании теоремы 3 из множества всех наследственных
гомоморфов можно выбрать, по крайней мере, счетное множество таких B, что
ЕТР-функтор 𝑠𝑛F,B не является X-субнормальным ни для одной наследственной
формации X. Тем самым теоремы 2 и 3 дают континуум контрпримеров к вопросу
15.39 из [4].
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