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И З В Е С Т И Я В Ы С Ш И Х У Ч Е Б Н Ы Х З А В Е Д Е Н И Й 

1995 МАТЕМАТИКА № 6 (397) 

УДК 512.542 
С.Ф.КАМОРНИКОВ, М.В.СЕЛЬКИН 

О ВЛИЯНИИ МАКСИМАЛЬНЫХ ПОДГРУПП ПРИМАРНОГО ИНДЕКСА 
НА СТРОЕНИЕ КОНЕЧНОЙ ГРУППЫ 

Хорошо известно, что каждая максимальная подгруппа конечной разрешимой группы име
ет примарный индекс. Обращая этот результат, Гуральник [1] показал, что Индекс любой 
максимальной подгруппы конечной группы G примарен в том и только том случае, когда либо 
группа G разрешима, либо G/S(G)«PSL(2,7) (через S(G) обозначается наибольшая нор
мальная разрешимая подгруппа группы G). Отметим, что доказательство этого результата 
опирается на классификацию конечных простых групп. 

В [2], [3] исследовалась более общая, нежели в [1], ситуация: здесь условие при
марности индексов налагается лишь на те максимальные подгруппы группы G, которые не со
держат ее некоторую нормальную подгруппу К. При этом показывается, что либо К разреши
ма, либо K/S(K) = PSL(2,7). В данной работе этот результат обобщается в двух направле
ниях. Во-первых, требование нормальности подгруппы К ослабляется до субнормальности. 
Во-вторых, показывается, что отмеченное ограничение на индексы максимальных подгрупп 
существенно влияет не только на строение подгруппы К, но и на строение самой группы G. 
Это позволяет в следующем смысле обратить указанный результат из [2], [3]. 

ТЕОРЕМА. Пусть К - субнормальная подгруппа конечной группы G. Тогда и только тогда 
каждая максимальная подгруппа из G, не содержащая К, имеет примарный индекс, когда 
выполняется одно из следующих утверждений: 

1) К разрешима; 
2) группа G/S(KG) представима в виде G/S(KG) = KG/S(KG)xH/S(KG), причем KG/S(KG) £ 

^PSLQ.,1) и H=Hf, где /=form PSLQ, 7). 
Теорема применяется для изучения свойств пересечения максимальных подгрупп непри-

марного индекса, что продолжает исследования по этому вопросу, начатые одним из авторов 
в работах [4]-[6]. В частности, в [6] изучались свойства пересечений максимальных под
групп, имеющих простой и составной индексы. 

В работе рассматриваются только конечные группы. Используемые определения и обозна
чения стандартны, их можно найти в ([7],с.248). Напомним лишь некоторые. Если / - непус
тая формация групп, то через G* обозначается /-корадикал группы G, т.е. наименьшая нор
мальная подгруппа группы G, факторгруппа по которой принадлежит / . Через form PS£(2, 7) 

обозначается пересечение всех формаций, содержащих PSL(2,1). Отметим, что каждая груп
па из form PSL{2,7) есть прямое произведение групп, изоморфных PSL(2,7). Если К — 
подгруппа группы G, то К =(Kx\xeG) - нормальное замыкание К в G. 
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ЛЕММА. Пусть К - субнормальная подгруппа группы G. Если каждая максимальная 
подгруппа из G, не содержащая К, имеет примарный индекс, то 

G/SOC*) = I^/Si^xH/SiK6), 
причем либо К0/SiK0)^, либо KG/S(KG)spSL(2>7). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим tfG=I. Предположим, что подгруппа К разрешима. Тогда 
ввиду следствия 7.7.2 из [7] L - разрешимая группа. В этом случае, очевидно, лемма 
справедлива. 

Итак, подгруппа К не является разрешимой. Поэтому существует, по крайней мере, 

одна максимальная подгруппа группы G, не содержащая L. Пусть М -— одна из таких под

групп. Так как L=*(Kx\xeG), то найдется такой peG, что М не содержит Кх. Тогда Мх 

-1 
не содержит К. По условию леммы \G:MX \=pa для некоторого простого р, но тогда 
\G:M\=pa. Таким образом, для L все условия леммы выполняются. Поэтому будем считать да
лее, что K<G. Покажем, что 

G/S(Ky = K/S(K) x H/S(K), 
где K/S(K) = PSL(2, 7). Применим индукцию по величине суммы IG \ +1К \. 

Предположим, что S(K)-R*l. Тогда факторгруппа G=G/R имеет нормальную подгруппу 
K*=K/R. Если максимальная подгруппа M-M/R группы G не содержит К, то максимальная 
подгруппа М группы G не содержит К. Значит, индекс \G:M\ = \G:M\ примарен. Таким обра
зом, для группы G и ее нормальной подгруппы К выполняются все условия леммы. Так как 
|G | + |Jf| < |G| + |Jf|, то по предположению индукции имеем G - КхН, где либо К = 1, либо 
К s PSL(2, 7). Отсюда следует, что 

G/S(K) = K/saOxH/S(K), 
причем либо K/S{K)=l, либо K/S(K)sPSL(2,l). 

Значит, далее полагаем 5(Ю=1. Предположим, что найдется нормальная в G подгруппа 
N, которая собственно содержится в К. Очевидно, S(N) ZS(K)=l. Кроме того, любая мак
симальная в G подгруппа М, не.содержащая JV, не содержит К. Поэтому индекс \G:M\ прима
рен. Так как \G\ + \N\ < \G\ + [К\, то ввиду выбора группы G и ее подгруппы К имеем G=NxHv 

где N = PSL(2,7). Очевидно, H^C^N) и поэтому G=NxCQ(N). В силу тождества Дедекинда 

K=Nx(K{]CG(N)), причем K(]CG(N)<G. Как и для N, показывается, что F=K(\CG(N)z 
sP5L(2, 7) и G=FxCJF)=NxFxCJNF)=KxCJK). По лемме 3 из [2] диагональ D в NxF=K m-
ляется максимальной подгруппой группы К, причем \К:D\ =168. Поэтому подгруппа M=DxCG(NF) 
максимальна в G и |G:M 1=168. Очевидно, U не содержит К. Пришли к противоречию с услови

ем леммы. 
Итак, К - минимальная нормальная подгруппа группы G. Пусть М - максимальная под

группа G, не содержащая К. По условию леммы \G:M\=pa, где р - некоторое простое число. 
Кроме того, G-MK и ра = \G:M\ = \К:К(\М\, т.е. р делит порядок К. Пусть Р - силовская 
р-подгруппа К. Ввиду леммы Фраттини KNG(P)=G, поэтому для максимальной в G подгруппы 
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5, содержащей NQ(P), индекс | G : S | = \K:K[\S\ будет взаимно прост ср. По условию леммы 
\G:S\=qP, где q - простое число, отличное от р. 

Итак, индексы подгрупп МГ[К и S0K в К взаимно просты и равны соответственно ра 

и qP. Так как К - минимальная нормальная подгруппа G, то K=L.xL х.. ,xL. - прямое про
изведение изоморфных простых неабелевых групп. Не нарушая общности рассуждений, мо
жем считать, что Lx не содержится в М. Тогда | Lx: Lx П М | = | LX(K П М): (К П М) | делит 
IК:КЛМ | =р". Таким образом, простая группа Lt содержит подгруппу Lxf\M примарного 
индекса. Так как подгруппы Lx,L2,...,Lt сопряжены, то можем считать, что L. не содер
жится в S, а поэтому Lx Л S будет иметь в Lx примарный индекс qY. Следовательно, прос
тая группа Z.J содержит подгруппы М (\LX и S Л Ьх взаимно простых примарных индексов. По 
теореме Гуральника [1] Lx& PSL(2, 7). 

Допустим, что LXCG(LX)*NG(LX). Тогда NG(LX)/CG(LX) я Aut Lx at PGL(2,7). Пусть Т 
- силовская 2-подгруппа группы К. По лемме Фраттини G = KNG(T). Теперь, основываясь на 
тождестве Дедекинда, заключаем NG(LX) = K(NG(Lx)f\NG(T)), т.е. существует элемент 
xeNG(T)t который на Lx индуцирует внешний автоморфизм. Пусть F - максимальная подгруппа 
группы G, содержащая NQ(T). Если Lx £ F, то K=LG

X=LI
X

F=LF £ F, что противоречит равенству 
G=KF. Следовательно, Lxf]F - собственная в Lx подгруппа, допустимая относительно внеш
него автоморфизма, индуцированного элементом х. В этом случае 21=|L1:I/, Л F | = | G : F | , что 
противоречит условию леммы. 

Таким образом, L.CG(L.)-Ne(.L.). Пусть <>1. В этом случае ввиду леммы 2 из [2] 
G-KCG(D), где D - некоторая диагональ в К. Пусть М - максимальная в G подгруппа, над
строенная над DCG(D). Тогда М = .(M(\K)'CG(D). Так как DQM(\K, то по лемме 3 из [2] 
подгруппа М{\К имеет в К индекс, равный 168п для некоторого натурального п. Кроме того, 
\в"М\ = \К:МГ[К|=168п и М не содержит К - противоречие с условием леммы. 

Итак, *=1, т.е. LX=K. В этом случае G=KxCG(K) и KsPSL(2,l). Лемма доказана. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ. НЕОБХОДИМОСТЬ. Пусть каждая максимальная под

группа группы G, не содержащая К, имеет примарный индекс. Пусть подгруппа К не является 
разрешимой. Ввиду леммы имеем 

G/S(KG) = Kc/S(KG)xH/S(KG), 
где # G / S ( # G ) = PSL(2J). Обозначим KG=L. Предположим, что Н} - собственная подгруппа Я. 
Если Н**1, то, переходя к факторгруппе G/H*, имеем 

G/S(Z) = I/S(I)xH/sCb), 
где G=G/H*, 1=LHf/Hf, ~H-H/H}. Так как \G\<\G\, то по индукции ~Н*=Н. Ввиду леммы 
1.2 из [7] Я / = ( Я / Я / ) / = Я / / Я / . Поэтому Я / Я / = Я / / Я / , а значит, H=Hf - противоречие. 

Следовательно, Я^=1, а значит, Яе / . В этом случае S(L)=l и G=KxH, где К = Р5£(2,7), 

Я е form PSL(2,7). Из строения формации / имеем Н=Нхх.. .xHt, где Я{ = PSL(2,7) для 
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всех i=l,2,...,t. Пусть D - диагональ группы G-КхН^...хН^ Пусть. О I . Тогда по лемме 3 
из [2] M=DHl...Htl - максимальная подгруппа G, не содержащая К. Индекс этой подгруппы 
в G равен 168, в противоречие с условием. Значит, t=l. Тогда сама подгруппа D макси
мальна в G. Так как |G:P|=168 и D не содержит if, то снова приходим к противоречию. 
Значит, остается положить Н*=Н. 

ДОСТАТОЧНОСТЬ. Пусть K«G и выполняется одно из утверждений 1) или 2) тео
ремы. Если подгруппа К разрешима, то, очевидно, любая максимальная подгруппа группы G, 
не содержащая К, имеет примарный индекс. 

Значит, подгруппа К не является разрешимой. Обозначим L^K0. Тогда G/S(L)=L/S(L)x 
xH/S(L), L/S(L) = PSL(2,7) и Я=ЯЛ Пусть М - максимальная подгруппа группы G, не со
держащая L. Если М не содержит S(L), то индекс \G:M\ примарен. Поэтому M'2S(L). Если 
S(L)*1, то, переходя к факторгруппе G/S(L), получаем по индукции, что индекс \G:M\ = 

= \G/S(L):M/S(L)\ примарен. Значит, S(L)=1. В этом случае K=LщPSLC2, 7), G=KxH, Hf^H. 
Предположим, что М не содержит Я. Тогда NQ{MПЯ) 3 (М,К) -G, т.к. М - макси

мальная подгруппа G и М не содержит К. Если Mf\H*l, то по индукции индекс, \G:M\ = 
= |G/MflЯ:Л/"/Л/ПЯ| примарен. Поэтому полагаем далее, что А/ПЯ = 1. Тогда из макси
мальности М в G имеем М я МН/Н а КН/Н = К s PSL(2, 7). Допустим, что.'ЛШДГ*1, тогда 
из K<G следует МПК<М, что противоречит простоте группы М. Значит, МГ\К-1. Но 
тогда Я а НК/К=МК/К = М/М(]К *М =•= Р5£(2, 7). Пришли к противоречию с условием Я=Я'. 

Значит, М содержит Я. Тогда М / Я - максимальная подгруппа группы G/H. Так как 
G/H*PSL(2, 7), то либо \G:M|=8, либо |G:M|=7. 

Итак, индекс любой максимальной подгруппы группы G, не содержащей JC, примарен. Те
орема доказана. 

СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть К - нормальная подгруппа группы G. Тогда и только тогда каж
дая максимальная подгруппа из G, не содержащая К, имеет примарный индекс, когда выпол
няется одно из следующих утверждений: 

1) К разрешима; 
2) G/S(K)=K/S(K)xH/S(K), причем K/S(K) * PSL(2,1), я=ЯГ о г т Р Ш 2 , 7 ) . 
СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть К - субнормальная подгруппа группы G. Если каждая максималь

ная подгруппа группы G, не содержащая К, имеет примарный индекс, то либо К разрешима, 
либо K/S(K)*PSL(2,7). 

Обозначим через A_(G> пересечение всех максимальных подгрупп группы G, имеющих 

непримарный индекс. Если все максимальные подгруппы группы G имеют примарный индекс, то 

полагаем A_(G)=G. 

СЛЕДСТВИЕ 3. Пусть Д=Д_(6'). Тогда выполняется одно из следующих утверждений: 
рг 

1) Д разрешима; 
2) С/5(Д)=Д/5(Д)хЯ/5(Д), причем Д/5(Д) * PSL(2, 7), Н=н!ошРБШ'1). 
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