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Аннотация. Рассматривается задача приближённого расчёта напряженно-деформированного состояния изотропного 
основания (покрытия) на примере контакта шины и дорожного покрытия. Представлены основные зависимости для 
расчета напряженно-деформированного изотропного основания. На основе представленных формул разработан алго-
ритм решения исследуемой задачи и создана программа для расчёта напряженно-деформированного состояния мас-
сивной шины при контакте её с дорожным покрытием. 
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Abstract. The problem of approximate calculation of the stress-strain state of an isotropic base (pavement) is considered using 
the example of the contact between a tire and a road surface. The main dependences for calculating the stress-strain isotropic 
base are presented. Based on the presented formulas, an algorithm for solving the problem under study has been developed and 
a program has been written to calculate the stress-strain state of a massive tire in contact with a road surface. 
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Введение 
В настоящее время задача определения на-

пряженно-деформированного состояния покры-
тия на изотропном основании является достаточ-
но актуальной. Одним из примеров таких задач 
является определение напряжённо-деформирован-
ного состояния массивной шины при контакте с 
дорожным покрытием [1], [2]. Точный расчёт на-
пряжений и перемещений, возникающих в мас-
сивной шине, необходим для определения физи-
ко-технических характеристик шины, оказываю-
щих непосредственное влияние на её износо-
устойчивость, долговечность, выбор способа ар-
мирования, определение оптимального рисунка 
протектора шины и др. Целью работы является 
расчёт напряженно-деформированного состояния 
шины при её контакте с дорожным покрытием. 

 

1 Постановка задачи исследований. Ос-
новные зависимости для приближённого рас-
чёта напряженно-деформированного состоя-
ния покрытия на изотропном основании и 
массивной шины 

При исследовании напряженно-деформиро-
ванного состояния покрытия на изотропном 

основании на примере контакта шины и дорож-
ного покрытия (рисунок 1.1) используем методы 
расчета, представленные в работах [3]–[7], в ко-
торых подробно показаны основные формулы 
для расчёта напряженно-деформированного со-
стояния. 

Так, например, если покрытие обладает ор-
тотропными свойствами, то аналитические зави-
симости и методика реализации определения 
напряженно-деформированного состояния в по-
крытии и основании подробно изложены в [7]. 
Если же покрытие обладает изотропными свой-
ствами и толщина его достаточно большая, то 
приближенно можно рассчитывать напряженно-
деформированное состояние, как в покрытии, так 
и в изотропном основании с учётом граничных 
условий по ниже описанной методике, считая, 
что упругие свойства покрытия и основания 
близки. Также можно вводить корректирующие 
экспериментально-теоретические коэффициенты 
постели, как это делается в механике грунтов. 
Точное решение расчета будет в том случае, если 
упругие свойства покрытия и основания совпа-
дают (или покрытие отсуствует). Дискретное 
распределение давлений, при контакте шины с 
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покрытием, определяется с помощью методов 
граничных или конечных элементов. 

 

 
 

Рисунок 1.1 – Схема контактного взаимодействия 
шины с покрытием 

 
Пусть на границу упругого полупростран-

ства х3 > 0 действует сосредоточенная сила Р, 
приложенная в точке 1 2( , ,0)y y  и направленная 

вдоль оси 3.Ox  Будем считать, что  
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доточенная сила. 
 Ниже, на основании [4], изложена теорети-
ческая методика расчёта напряжений и переме-
щений с целью программной реализации их рас-
чёта. 

Следовательно, формулы Буссинеска для 
перемещений точки М можно записать в сле-
дующем виде 
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В случае, когда на упругое тело действует 
нормальная нагрузка, распределенная по пло-
щадке   с плотностью 1 2( , )p x x  будем иметь [4, 

6]: 
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С учётом (1.1) получим 
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 Функции V(x) и W(x) называются потенциа-
лом простого слоя и логарифмическим потен-
циалом соответственно [4]. 

Формулы (1.2), (1.3) для перемещений точек 
упругого полупространства можно записать в 
следующем виде 
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 Полю перемещений (1.5), (1.6) соответст-
вуют следующие компоненты тензора напряже-
ний [4, 6]:  
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 Здесь ,   – постоянные Ламе; ij – компо-

ненты тензора напряжений; iu  – перемещения, 

, 1,2,3.i j   

Исходя из этих аналитических зависимо-
стей, перемещения и напряжения в упругой по-
луплоскости (или в достаточно толстом покры-
тии [4]) могут быть, с некоторым приближением, 
найдены по формулам Беляева (1.5)–(1.7), как 
только будет известна функция V(x), определяе-
мая выражением (1.4). В свою очередь, потенци-
ал V(x) может быть вычислен, как только будет 
определена плотность 1 2( , )p x x  распределения 

контактного давления. 
 
2 Программная реализация расчетов на-

пряженно-деформированного состояния мас-
сивной шины при контакте с покрытием на 
изотропном основании 

В качестве примера рассмотрим систему 
«массивная шина – дорожное покрытие». Эпюру 
нагрузок на шину (см. левое изображение на ри-
сунке 2.1) при её соприкосновении с дорожным 
покрытием можно получить, как эксперимен-
тально (для этого применяется специальная 
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чувствительная бумага), так и численно [2], [6]. 
Необходимо определить напряженно-деформи-
рованное состояние массивной шины. 

На основе экспериментальных или числен-
ных данных рассчитывается зона контакта и рас-
пределение давления в ней. Был разработан ал-
горитм и создана программа для расчёта напря-
женно-деформированного состояния массивной 
шины при контакте с дорожным покрытием. 

Для решения поставленной задачи был 
применён и запрограммирован метод конечных 
элементов, использовались прямоугольные ко-
нечные элементы [6]. 

На рисунке 2.1 изображено главное окно 
разработанного программного комплекса, в ко-
тором можно задать размеры параллелепипеда, 
количество узлов (конечных элементов), модуль 
Юнга, коэффициент Пуассона. Шаги по осям 
рассчитываются автоматически и считаются рав-
ными по величине. В этом же окне можно загру-
зить исходное изображение для последующего 
анализа (т. е. эпюра нагрузок на шину [6] при её 
соприкосновении с дорожным покрытием), ис-
ходное изображение находится слева, а справа 
находится изображение, составленное из конеч-
ных элементов, цвет которых максимально при-
ближен к цвету соответствующей точки исход-
ного изображения (берётся цвет средней точки в 
конечном элементе). Чтобы рассчитать давление, 
был использован только показатель оттенка цве-
та, т. е. яркость и насыщенность не использова-
лись. В программе также предусмотрена 

возможность «ручной» корректировки цвета ко-
нечного элемента с помощью мыши. Это связано 
с возможными погрешностями автоматического 
распознавания цветов. 

С целью оптимизации работы программы 
(уменьшения времени её выполнения) при вы-
числении интегралов задаётся количество раз-
биений областей интегрирования, а не точность 
вычисления значения интеграла. Если по класси-
ческому алгоритму численного интегрирования 
задавать точность вычисления значения интегра-
ла, то очень много времени занимает подбор 
программой требуемого количества разбиений 
областей интегрирования для достижения задан-
ной точности. Для нахождения значений инте-
гралов были использованы кубатурная и квадра-
турная формулы Симпсона. Для нахождения 
производных использовались центральные про-
изводные и сплайны. 

Результаты работы программы (значения 
искомых напряжений и перемещений) и исход-
ные показатели давления отображаются в глав-
ном окне программы непосредственно под ис-
ходными данными (изображениями эпюра, рису-
нок 2.1). В программе предусмотрена возмож-
ность изменения значений по каждой оси на раз-
личных срезах и просмотра полученных резуль-
татов (рисунок 2.2), графики напряжений и пе-
ремещений автоматически изменяются при из-
менении параметров среза, которые можно изме-
нить в выпадающих списках. 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Главное окно программы с выводом результатов  
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Рисунок 2.2 – Данные для выбранных срезов по разным осям для 22  

 
В программе предусмотрен экспорт полу-

ченных результатов в файл в формате .csv. В 
файле автоматически будет создана таблица, в 
которой содержаться значения выбранного на-
пряжения или перемещения по координатам x и y 
для заданного z. Полученные табличные данные 
могут быть использованы для дальнейшего ана-
лиза с помощью возможностей Microsoft Excel 
или другого программного обеспечения. Напри-
мер, с помощью Microsoft Excel были построены 
трехмерные графики на основе табличных зна-
чений (рисунок 2.3). 

 

 
 

Рисунок 2.3 – Трехмерный график значений 

11  для 0z   

 
Заключение 
В статье рассмотрена задача о приближен-

ном расчёте напряженно-деформированного со-
стояния изотропного основания (покрытия) на 
примере контакта шины и дорожного покрытия. 
Разработан алгоритм решения исследуемой зада-
чи, создана программа, реализующая расчёт на-
пряженно-деформированного состояния массив-
ной шины при контакте с дорожным основанием 
(покрытием). Универсальность разработанной 
программы состоит в том, что расчет напряже-
ний, как в изотропном основании, так и в шине 
можно производить по одному алгоритму с по-
следующей оценкой точности. Проведена серия 
численных экспериментов. Их результаты согла-
суются с данными, полученными в ходе натур-
ных экспериментов. Разработанный алгоритм 
может быть легко адаптирован для решения по-
добных задач контактного взаимодействия. 
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