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ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ 
УРАВНЕНИЙ КОЛМОГОРОВА—ФОККЕРА—ПЛАНКА 

ДЛЯ НЕАВТОНОМНЫХ КВАЗИЛИНЕЙНЫ Х СИСТЕМ 
С НЕПАРАМЕТРИЧЕСКИМ СЛУЧАЙНЫМ ВОЗДЕЙСТВИЕМ

T he sufficient conditions of analytic integration of K olm ogorov — Fokker — Planck 
equations for the quasilinear oscillatory system s with different types of external periodic forces 
and unparametric random effect are investigated in this paper.

Исследование влияния случайных возмущений на колебательные 
системы является исключительно важной и актуальной проблемой. Во 
многих современных задачах механики, теории управления, радиофизи­
ки и электроники основную роль играют воздействия, которые не могут 
быть описаны детерминированными функциями времени. Под действи­
ем этих возмущений в динамических системах будут наблюдаться 
случайные процессы, изучение которых является предметом статисти­
ческой динамики.

При решении подобного класса задач весьма эффективным является 
применение метода марковских диффузионных процессов в сочетании 
с асимптотическими методами нелинейной механики, особенно для 
квазилинейных колебательных систем с одной степенью свободы. Од­
нако применение данного метода крайне затруднено вследствие слож­
ности задачи получения аналитического решения соответствующего 
уравнения Колмогорова—Фоккера—Планка (КФП). В данной работе 
определяется один, достаточно широкий класс неавтономных квазили­
нейных колебательных систем, удовлетворяющих полученному нами 
достаточному условию интегрируемости соответствующих уравнений 
КФП.

Рассмотрим следующую неавтономную механическую квазилиней­
ную систему с одной степенью свободы:

х ( t ) + CO2X ( t ) = ef ( t, х, x ) + y rT g ( t ,  х, x ) £ ( t ) ,  ( I )
где е > 0  — малый параметр, со — частота собственных колебаний 
системы, £(t) — случайный процесс типа «белого шума», f, g — 
дифференцируемые функции своих аргументов, периодические по t. 
Используя замену переменных:

x(t )  = a(t)cosV|/(t),
(2 )

x( t )  = — соа( t )sin\p( t ), v ( t )  =cot+ 0(t),

где a(t ) ,  0( t) — медленно меняющиеся функции времени, и применяя 
формулу Ито дифференцирования сложной случайной функции, прихо­
дим к следующей системе стохастических дифференциальных уравне­
ний, определяющих двухмерный марковский случайный процесс (a(t ) ,  
0 (0 }  [ I ] :

da ( t ) — Г -  — f ( t, acosv, -coasinv )sinv + t&.Ah.a.C0Sfi  -  ??sinft ) cos2y  ] d t -
u 2v \

- ^ - ^ g ( t ,  acosv, -coasinv) sin vd i i ( t ) ,  (3)0)

d0 ( t ) = [ -  ( t, a co sv ,  -  w asin v )cosV -  ^ ( A a c o s f t  *>asin? ) x
(0 3

xsin v c o s v  ] dt -  ( t, a co sv ,  -  coasinv )cosvd^ ( t ).

Соответствующее уравнение КФП для стационарной плотности 
вероятностей амплитуды и фазы колебаний w(a,  0) после применения
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к нему метода усреднения (что вполне оправдано, поскольку система
(3) имеет стандартную по Н. Н. Боголюбову форму [2] )  принимает
следующий вид:

A  ( K 1 (a, 0 ) w ) + | ( K 2 (a, 6 ) w )  = | | i ( K 11( a ) 9 ) w )  +

+  5 ^ ( K l 2 ( a ’  0 ) w )  + T  £ ^ K 2 2 ( a ’  0 ) w ) ’  ( 4 )

где

K1 (a,  0 ) =  М [  -  J L f s i n v + I,
t *> 2u  a

K2 (a , 0 )=  M [  - J - f c o s V - £ ^ f ] ,
t 2 u V

K11 (a,  0 ) =  M [  ^ g 2S in V ], (5)
t U i

K12 (a , 0 )=  M [ —i - g 2sin2vj/] ,
t 2a<u

K22 (a , 0 )=  M [ 4 - g2cos2V ],
t a и

M — оператор усреднения.
t

Получение аналитического решения уравнения КФП (4) для систем 
вида ( I )  в большинстве практических случает невозможно. Для авто­
номных систем, т. е. в случае, когда

f(t, х, х) = f(x, х),
•. , (6) 

g(t, х, х) =g(x,  х), 
коэффициенты усредненного уравнения КФП будут зависеть только от 
амплитуды колебаний а, представляется возможным рассмотрение от­
дельного уравнения КФП для стационарной амплитуды колебаний, 
допускающего аналитическое решение [ I ,  2].

Однако существует широкий класс неавтономных систем вида ( I ) ,  
встречающихся при решении многих практических задач мехацики и 
математической физики, для которых удается получить аналитическое 
решение уравнения КФП (4).  Это класс систем, соответствующие урав­
нения КФП (4) которых обладают условием потенциальности [3].

Рассмотрим частный случай системы типа ( I ) ,  случайные колебания 
в которой могут быть описаны следующим стохастическим дифферен­
циальным уравнением:

s
x + cox = eh(x ,  х ) + е £  PsCos( n scot)xs +

S =  O

+ е £  Rkco s( (^cot)х к + д /г¥ с г 4 (1 ) , (7)
к -1

где h(x, х) — дифференцируемая функция своих аргументов, Ps, Rk, о, 
^s, Cki ю — положительные постоянные, £(t)  — «белый шум» единичной 
интенсивности, е > 0  — малый параметр.

Колебательные системы, подобные (7),  подверженные различным 
типам внешнего периодического воздействия и непараметрическому 
случайному возмущению, довольно часто являю тся предметом многих 
прикладных исследований [4—6]. Класс систем вида (7),  для которых 
выполняются достаточные условия аналитической интегрируемости со­
ответствующего уравнения КФП (4),  может быть определен с помощью 
доказанной нами следующей теоремы.

Теорема. Пусть для системы (7) выполняются условия:
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{ a M [  h  ( acosy, -acosiny )cosy ] } =0, (8)

a * s -  ( 2 n - l ) ,  n = l ,  2, ..., [ ±  ] .  (9)

Тогда уравнение КФП (4) будет удовлетворять условию потенциаль­
ности:

в [ I I TC I аки ) I  _ 
до L к ^ ; V K l  -  у  ~ а г  ) \  -

д  Г I I V  I б к 22 SK12  ̂ 2К12 ( v  I AK11 \  ~|
fe ( К 2 - Т - ^ - - д Г > ~ ъ 1ъ 2 J (10)

и, следовательно, решение w(a,  0) уравнения (4) может быть найдено 
в квадратурах.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для усредненного уравнения КФП, согласно
(5 ), имеем:

г 1 г sKi (а , 9) = M [ -  — { h (  acosy, -acosiny) + J} PsCos(QsCOt) a ’cos sy  +
I Ш s - 0

+ E  Rkcos (£kcot)ak ( -с о )ksin V  }siny + _£LCosV  ],
k= i 2а<у

s
K2 ( a, 0) = M [ — — { h (  acosy, -  acosiny) + 2  Pscos ( Q s COt )a ’cossy  +

o

+ E  RkCOs ( CkCot ) ak( -CO)kSinV }cosy  ?— ?лтл2у ] ,  (11)
k= i ' '  ' 2 a 2<y2

K11 (a , 0 )=  M [ - V s i n  2y ]  ш °
t Ol1 2й>

K12 (a , 0 )=  M [ —i—c 2sin2y] = 0,
t 2a<y

K22 (a , 0) = M [ - J —a 2cos2y] = S -
t ~ a 2<y2 2<y2a 2

Тогда условие потенциальности (10) для системы (7) при выполне­
нии соотношения (8) будет выполняться, если найдутся такие Qs, s = О, 
I, ..., S, и к = I, 2, ..., К, что

я s
— [ E  R a’ M ( cos’ у  siny cos ( Qs cot) )  +
06  s - 0  t

+ E  Rka k ( - c o ) k M (  sink+1y  cos (^kcot)) ] =
k = l  t

= | -  [ E  Ps as+1 M ( cos’+1y  cos ( Qs cot) )  +
0a  s - 0  t

+  £  R ka k + 1 ( - c o ) k M ( cosy sinV cos ( { j - c o t ) )  ] .  ( 1 2 )
k = i  t

Итак, исходя из соотношения (12), необходимо выяснить, при каких 
Qs и б у Д У т  справедливы следующие условия:

^  [ M ( cos V  siny cos ( QsCOt ) ) ] = ( s  + l ) M (  cos’+V  cos ( QsCOt ) ) ,
UU  t  t
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^  [ M ( sink+V  cos ( (JcWt) )  1 =  (k + l ) M (  cosy sin V cos ( CkCOt) ) ,  д а ,  t

(Vs= 0, S ,  Vk= I, K ).
Воспользовавшись формулами для представления sink\j/, cossvj/ через 

тригонометрические функции кратных аргументов [7],  получаем, что
в резонансном случае при Hs = S - I n  + !., п е { о ,  I, ..., [ у ] } ,

Ck = k — 2n + 1, rie { О, I, ..., [ у ] } :

[ M ( cosV  sinVj/ cos ( Qscot) )  ] = [  ( s ) -  ( s ) ] х
66 t 2 n n - 1

xcos( ( s - 2 n  + I )0) ( s - 2n + I ),

M ( coss+V  cos (Q 5COt) )  = ( s + 1 ) cos (  ( s - 2 n  + l ) 0 ) ,
t 2 n

k + 3 + 2n

I  [ M ( s i n k+v COS (CkCOt)) ] = -(- - - Y +- - ( k ^ 1 )x

xsin ( ( k - 2 n  + l ) 0 ) ( k - 2 n  + l ) ,  к -нечетное,
k+2n

JL [ M ( Sink+V  COS (CkCOt)) ] = ( —  ( k ^ 1 )x (14)

xcos ( ( к -  2n + I )0) ( к -  2n + I ), к -  четное,
k + 2 n - l

M (  COSVj/SinV COS ( C k C O t ) )  =   [  (  k  )  -  (  k  )  ] x
t 2 n  n — I

xsin ( ( к -  2n + I )0) ,  к -  нечетное,
k+2n

M (  COSVj/ sin V  COS (  CkCOt )  )  =  —-----------------  [ ( k ) - (  k  ) ] x
t 2 n  n -  I

xcos( ( k - 2 n  + l ) 0 ) ,  к -четное,

где ( s ) =    .
n  n! ( s -  n )!

Исходя из соотношений (14), несложно установить, что условия 
потенциальности (13) выполняются при любых резонансных соотноше­
ниях вида

Ck = к - 2 п  + 1, п = О, I, ..., [ | ] ,  Vk = I, 2, ..., К

и лишь в одном резонансном случае для Qs.

Qs = s + I, Vs = О, I, ..., S,

что соответствует утверждению теоремы. Теорема доказана.
Следствие. При выполнении условий теоремы усредненное уравнение 

КФП (4) будет допускать точное решение

w (а , 0 ) = Cexp { 2 $ ( K1 -  ) da + | j d 0 } , (15)

где С — постоянная нормировки [2].
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УДК 577.3
Г. В. ГРУШЕВСКАЯ, Г. Г. КРЫЛОВ, А . И. ХМЕЛЬНИЦКИЙ

НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫ Х 
УРАВНЕНИЙ С СИНГУЛЯРНЫМ ИСТОЧНИКОМ, 
ОПИСЫВАЮЩИХ МОЛЕКУЛЯРНОЕ УЗНАВАНИЕ

T he aperiodically singularly disturbed system  of ordinary differential equations describing 
the m olecular leve l im m une reaction has been analyzed. The numerical sim ulations have shown  
that there are solutions, that correspond to the primary H opf’s bifurcation and subsequent 
finite number of Feigenbaum ’s period-doubling bifurcations leading to chaotization of the 
system .

В последнее время большой интерес вызывают уравнения с сингу­
лярно возмущенными членами. Это связано с тем, что в этих системах 
возникают качественно новые решения, включающие переход от одного 
устойчивого реш ения к другому [I , 2]. Нами анализируется апериоди­
чески сингулярно возмущаемая система обычных дифференциальных 
уравнений, моделирующих иммунный отклик на молекулярном уровне. 
Функционирование иммунной системы организма характеризуется нали­
чием обратной связи [3]. Причины нелинейного поведения иммунного 
отклика на молекулярном уровне не выяснены. Целью данной работы 
является математическое моделирование иммунохимических реакций.

Предполагается, что взаимодействие «антиген — антитело» протекает 
в две стадии — молекулярное узнавание и кластеризация. На стадии 
молекулярного узнавания происходит специфическое связывание анти­
гена с антителом с образованием их комплекса. Последующее взаимо­
действие специфически связанных комплексов «антиген — антитело» 
приводит, как правило, к формированию пятизвенных замкнутых кла­
стеров. Предположим, что стадия молекулярного узнавания описывается 
следующей системой химических реакций:

Y —»X, ( I )

kOX -I-A siY ', (2)
kl

X + Y'?S2Y, (3)
k3

а стадия кластеризации — системой:

2Y ё  2Y", (4)
ks

2Y" + Y s±2Y" + Y"', (5)
k7

2Y" + Y"' + Y ё  2Y" + 2Y'", ( 6 )
kg
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