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Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е У Р А В Н Е Н И Я 

О К Т Я Б Р Ь 1977 г., T O M X I I I , № iO 

УДК 517.925.6 

В. И . М И Р О Н Е Н К О 

ГАНКЕЛЕВЫ М А Т Р И Ц Ы И Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е СИСТЕМЫ 
С Э Л Е М Е Н Т А Р Н Ы М И Р Е Ш Е Н И Я М И 

Система обыкновенных дифференциальных уравнений называется 
вложимой, если каждое ее решение является решением некоторой, своей 
для каждого решения, линейной стационарной системы, порядок кото
рой не ниже порядка рассматриваемой системы. Системы такого рода 
изучались ранее автором с точки зрения возможности реализации тех 
или иных качественных свойств. 

В настоящей работе устанавливаются связи между вложимыми си
стемами и бесконечными ганкелевыми матрицами конечного ранга 
[1 , 2 ] , а также между вложимыми системами и системами, все траекто
рии которых являются алгебраическими кривыми. 

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений 

x=f(t, х)у / : 2 > - * R n , 0 c R n + 4 . (1) 

Будем считать, что / голоморфна в рассматриваемой области. 
О п р е д е л е н и е 1. Компоненту я* системы (1) будем называть 

вложимой компонентой, если для любого решения x(t) = (Xi(t), ... 
xn(t)) Xi(t) удовлетворяет некоторому линейному стационарному 

скалярному уравнению (своему для каждого решения). 
Наряду с системой (1) рассмотрим бесконечную ганкелеву матрицу 

Ht(t, х) = 

где 

ХГ^Х1; X\l-ft(t, х); ХГ1) = HI) 

X<i0) XV> X\ 

X ( D x i 2 ) Х ( з , 

( 1 ) v < 2 ) 

x<2) x<-3> x\ ( 4 ) 

( f c + 1 ) dX\k) 

О п р е д е л е н и е 2. Рангом функциональной матрицы Я* в обла
сти 3) назовем число r{ = sup rank Я* (f, х). (Определение ранга число-

(t, х)е@ 

вой матрицы см. в [ 1 ] ) . 
Т е о р е м а 1. Для вложимости компоненты х\ системы (1) с голо-

морфной в области 3) функцией f необходимо и достаточно, чтобы мат
рица Hi(t, х) имела конечный ранг в 2>. 
4 * 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как компонента xt системы (1) вложи-
ма, то для любого решения x(t) системы (1) существуют числа т = 
= m(t0, x 0)GN и ak = ah(U, x 0)GR, для которых 

aoXi(t)+aiXi(t)+... +amxf)(t) = 0 vt£Jx, 

' где Jx — интервал существования рассматриваемого решения. Поэтому 
для любого t£Jx и любого &GN 0 = {0, 1,2, . . . } 

aortV(t)+at*b+V(t)+... +amx^)(t) = 0 VfG/*. 

Из голоморфности функции [следует, что число т можно выбрать 
не зависящим от точки ( 4 х0) (см. работы [3] и [4]) . Для этого т и лю
бого 7eGN0 

ctoxf)(t0) +ayX^){U) + . . . +amxfW(t0) = 0 V (t0, x0) 

Полученные равенства можно переписать в виде 

a0Xf)(t0, хо) +ai№+ 1>(f 0 , х0)+... +amX(^)(tQ, х0) = 0 V(t 0, х0)60, 

откуда следует, что rank Hi (t0, х0)^т (см. теорему 7 на стр. 496 в [2] ) . 
Так как т не зависит от (U, Хо), то 

sup rank/ / ? - (^ х) <Zm. 

Теорема доказана. 
С л е д с т в и е 1. Для вложимости системы (1) с голоморфной в об

ласти 2D правой частью необходимо и достаточно, чтобы каждая матрица 
Hi(t, х), i'G{l, 2, . . . , п), имела конечный ранг в 2D. 
• Следствие вытекает из того, что система вложим а тогда и только 

тогда, когда вложимы все ее компоненты. 
С л е д с т в и е 2. Для вложимости системы (1) с голоморфной в 

области 2D правой частью необходимо и достаточно, чтобы каждая из 
функций Fi(z, t, х), определяемых бесконечным рядом: 

Ft(z, /, *) 

была рациональной по z. 
Это следует из доказанной выше теоремы 1 и теоремы 8 на стр. 498 

из [2]. 
З а м е ч а н и е . Число полюсов функции Fi{z, t, х) совпадает с наи

меньшим из чисел m = m(t0, х0), для каждого из которых возможно ука-
m 

зать такие постоянные ai, что auxW(t, to, х()) = 0 (см. [2] ) . 

О п р е д е л е н и е 3. Система (1) называется сильно вложимой, если 
множество ее решений является подмножеством множества решений не
которой линейной стационарной системы. Компонента Xi системы (1) 
называется сильно вложимой, если у любого решения x(t) системы (1) 
Xi(t) является решением некоторого линейного стационарного диффе
ренциального уравнения, общего для всех решений системы (1) (см. 
также [ 3 ] ) . 

Множество сильно вложимых систем является собственной частью 
множества вложимых систем и содержит в качестве своего собственно
го подмножества линейные стационарные системы. Действительно, вло-
жимая система х = хц>(ху)9 у = —уц{ху) с общим решением x = Cie<№)t9 
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у— _ £ _ В - Ф ( с ) < н е является сильно вложимой, а сильно влржимое уравне-

ние i = ] / х 2 + 1 с общим решением x = = z h 0 , 5 ( e ' - c — e ~ t + c ) не является ли
нейным. 

Рассмотрим теперь двумерную систему 

х=Р(х, у), y = Q(x, у), (2) 

где Р и Q — полиномы. Простейшим примером такой системы является 
линейная, а значит, сильно вложимая система. Как известно, линейная 
система может иметь среди своих траекторий и неалгебраические кри
вые. Тем не менее, верна следующая 

Т е о р е м а 2. Если у системы (2) с полиномиальной правой частью 
некоторая (хотя бы одна) компонента вложима, но не является сильно 
вложимой, то всякая траектория системы (2) представляет собой алгеб
раическую кривую или часть алгебраической кривой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть у системы (2) вложима компонента х. 
Тогда для любого решения (x(t), y(t)) этой системы существуют числа 
a?;GR и mGN, для которых верно тождество 

aox(t) +aix(t) +... +amxW(t) =0. 

Вычислив xW(t), в силу системы (2) убедимся в том, что x^(t) = 
= Pi(x(t), y(t))9 где Pi{xf у) есть некоторый полином от х и у. Таким 
образом, 

оо* ( 0 +aiP {x(t),y(t))+... +amPm (x(t),y(t))=0. (3) 

m 
В связи с этим могут представиться два случая: 1) а\Рг{х, у)фО 

1=0 
m 

и 2) 2^ aiPi{x> y)=Q- В первом случае в силу тождества (3) решение 
г = 0 

(x(t), y(t)) задает алгебраическую траекторию. Второго случая быть 
не может, так как в противном случае компонента х должна быть сильно 
вложимой. Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е . Пользуясь теоремой 2 из работы [5], а точнее до
казательством этой теоремы, нетрудно показать, что система (2), удо
влетворяющая условиям доказанной теоремы обязана иметь общий ин
теграл вида R{x, у) =с, где R(x, у) —дробно рациональная функция х 
и у. В случае, когда Р и Q не полиномы, такого заключения сделать 
нельзя, если даже все траектории системы (2) суть алгебраические. 
Примером этого может служить вложимая система 

х=У, у=Цх2+2у—х]у 

с интегралом ~\/ х2-{-2у—х=с, все траектории которой представляют со
бой лучи. 

С л е д с т в и е . Пусть у системы (2) с полиномиальной правой 
частью некоторая компонента вложима, но не является сильно вложи
мой. Тогда система (2) не может иметь особых точек типа «фокус». 

Доказательство следует из того факта, что любая алгебраическая 
кривая может иметь только конечное число общих точек с прямой. 

Т е о р е м а 3. Пусть система 

х=у+Р(х, у), tj = —x+Q(x, у}, 
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где Р и Q — аналитические функции, разложения которых в окрестности 
особой точки (0, 0) не содержат свободных и линейных членов, вложи
ма. Тогда особая точка (0, 0) для этой системы является особой точкой 
типа «центр». 

Д о к а з а т е л ь с т в о о т п р о т и в н о г о . Допустим, что (0, 0) яв
ляется не центром, а фокусом. Тогда для любого решения (x(t)9 y[t))9 

начинающегося в достаточно малой окрестности особой точки, 
limx(t) = limy(t)=0 (4) 

либо при t-*ooy либо при t->—оо. Д л я определенности положим, что ука
занные равенства верны при £->оо. 

Так как система вложима, то 
п п 

*(0=Х,М /)еЧ- г/(0==Х,Фг(0еЧ (5) 
где a i < a 2 < . . . < a n — постоянные, а fi(t) и срг(^) являются многочле
нами по t с почти периодическими коэффициентами. Учитывая равен
ства (4 ) , заключим, что все а г < 0 . Подставляя (5) в рассматриваемую 
систему, после несложных выкладок получим соотношения 

rn+an\n-4n^e-«ntP(x(t)y y(t))-Yi Fi(t)ePrW, 

(6) 
n—i 

Ч>'п+и+<*п<рп = е-*п*С)(хУ)9 Oi(t)eL«rW, < 

где функции Fi(t) и Фг(0 того ж е типа, что и функции fi(t) и срг(0-
И з равенств (4) и свойств функций Р и Q можно заключить, что при 

достаточно больших t для некоторой постоянной М выполнено нера
венство 

\P(x(t), y(t))\ + \Q(x(t), y(t))\<M[xHt)±yHt)]. 

Тогда для указанных t верно следующее соотношение: 
e-%t{\P(x(t), y(t))\ + \Q(x(t), y(t))\]< 

<М [ (' £ U ехр ( ) t)2 + ( £ ф, ехр ( а , - )t ) ' ] 

Переходя в этом неравенстве к пределу при t-^oo и учитывая, что 

ai у - < 0 ( i = 1, 2, . . . , п), получим равенства 

l imе -%*Р(x ( t ) , y ( t ) )= l i m r V Q ( x ( t ) , у(t)) = 0 . 
f-*oo t->oo 

Тогда, согласно (6 ) , будем иметь 

lim [f'+anfn—cpn] = Hm Wn+fn+an^n] =0. 

Так как функции fn(t) и cp n(0 являются многочленами по t с почти пе
риодическими коэффициентами, то полученное равенство может быть 
выполнено лишь при условии 
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откуда 

fn(t) =e-ant[cl s i n t-\-c2cos t]9 фп(0 = e~~ (V[<;icos t—c2s'm t]. 

Это противоречит виду функций fn(t) и фп(0- Теорема доказана. 
З а м е ч а н и е . Линейные стационарные преобразования искомых 

функций и независимого переменного не меняют свойства вложимости. 
Поэтому доказанную теорему можно сформулировать в более общей 
форме: Особая точка голоморфной вложимой системы является центром, 
если только особая точка системы линейного приближения — центр. 
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