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Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е УРАВНЕНИЯ 

МАЙ 1977 г., TOM XIII , № 5 

УДК 517.913 

В. И. МИРОНЕНКО 

ЗАМЕЧАНИЯ О СТАЦИОНАРНЫХ ИНТЕГРАЛАХ 
И О СТАЦИОНАРНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ НЕАВТОНОМНЫХ 

З н а н и е хотя бы одного стационарного интеграла системы дифферен 
циальных уравнений значительно облегчает ее исследование. Поэтом] 
в а ж н о знать условия , при которых существуют упомянутые интегралы, 
и уметь их находить . 

З а д а ч а отыскания стационарных интегралов у систем вида 

поставлена и решена в книге Н. П. Еругина (см. § 1, 2, гл. X I ) . Отыска­
нию специальных стационарных интегралов линейных систем посвяще­
ны работы Н. А. Збойчика [2, 3 ] . 

В первой части данной работы дано эффективно проверяемое необ­
ходимое и достаточное условие существования стационарного интегра­
ла у существенно неавтономной дифференциальной системы 

с голоморфной правой частью. Во второй части выписаны уравнения 
д л я независящего от t преобразования , переводящего решения одной 
системы в решения другой напередзаданной системы при условии, что 
это преобразование существует. 

I. Т е о р е м а 1. Для того чтобы система (1) с п—1 раз дифферен­
цируемой по t правой частью имела в JXD дифференцируемый стацио­
нарный интеграл ы(х), обладающий свойством 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ 

m 

x=f(t,x), (t, x ) G / X £ c : R X R n , ( 1 ) 

необходимо выполнение тождества 

h • • • /» 

dh dfn 

dt ' ' ' dt 
(t, x) = 0 v(t,x)eJx D. (2) 

dt"-1 ' ' ' dt"-1 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть система ( 1 ) имеет стационарный ин­
теграл <о(х). Тогда 

6 * • fi+ • • • + 4г- / » = О V (/, х) 67 X Л dxt "' дхп 

А это означает , что функции / г - ( - , х) : /->~R линейно зависимы на / 
при к а ж д о м x£D. Поэтому их вронскиан, представляющий собой левую 
часть тождества (2 ) , о б я з а н о б р а щ а т ь с я в нуль. Теорема д о к а з а н а . 

Поставим теперь следующий вопрос. Всегда ли при выполнении 
условия (2) система ( 1 ) о б л а д а е т стационарным интегралом? Ответ на 
этот вопрос оказывается отрицательным д л я д > 2 и положительным 
д л я п — 2. 

П р и ответе на этот вопрос мы будем считать функции / г-(«, х) голо­
морфными на / при к а ж д о м фиксированном xdD. Это условие значи­
тельно облегчит ход наших рассуждений . 

И т а к , пусть функции fi(t, х) голоморфны по t и удовлетворяют 
условию (2 ) . Тогда , согласно л е м м е Ногп 'а (см. [4, 5 ] ) , функции 
/ г ( - , х) линейно зависимы на / при к а ж д о м я б Д т. е. существуют функ­
ции фг: D-+R, д л я которых 

<Pi(*)Mt x) + ...+Vn(x)fn{t, х ) = 0 V ( t X)£JXD. (3) 

Функции фг(л:) легко находятся [5] и представляют собой многочле­
ны от функций 

dtk 
(to, х) (i=l,n\ k = Q, п—2), 

где t0 фиксировано на / произвольным образом. С соотношением (3) 
с в я ж е м уравнение П ф а ф ф а 

<pi (x)d*i+ . . . +yn(x)dxn = Q. (4) 

Если уравнение (4) интегрируется с помощью одного соотношения 
(й(х)=с [6, стр. 362] , то со(х) и есть искомый стационарный интеграл 
системы ( 1 ) . Действительно , в этом случае существует функция M(x)f 

д л я к о т о р о й — г — = М ф г - (i=l, п). Поэтому, используя соотношение 
ОХ\ 

(4 ) , получим тождество 

-~h+... + ~-и^мы1+... +9„/n] 

показывающее , что со(х) есть интеграл системы ( 1 ) . 
Если ж е уравнение (4) не интегрируется с помощью одного соотно­

шения , то система ( 1 ) стационарных интегралов , очевидно, не имеет. 
П р и п=2 уравнение (4) имеет вид 

q>i(*b x2)dxi-\-(p2(xi, x2)dx2. 

Общий интеграл этого уравнения ю(*ь х2)= С и будет стационар­
ным интегралом системы ( 1 ) . 

Таким образом верна с л е д у ю щ а я 
Т е о р е м а 2. Для того чтобы система (1) с голоморфной по t пра­

вой частью f(t, х) имела стационарный интеграл, необходимо и доста­
точно, чтобы функции /*(-, х) были линейно зависимы на J при каждом 
xGD, а уравнение Пфаффа (4) удовлетворяло условию полной интегри­
руемости. 
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Для того чтобы двумерная система (1) с голоморфной по t правой 
частью имела стационарный интеграл, необходимо и достаточно, чтобы 
функции fi(t, xif х2) и f2(t, Xi, х2) были линейно зависимы как функции 
переменного t при каждых фиксированных Xi, х2. 

З а м е ч а н и е . И з работы [5] следует, что уравнение П ф а ф ф а (4) 
м о ж н о з а п и с а т ь в виде 

dx± . . . dxn 

hitv*) • • • М'о.*) 

%(*0, х) . . . ^%(<0,х) 

df1-
(*0, х) 

dtn~2 
(t0, х) 

если только (•*) не в ы р о ж д а е т с я в тождество (здесь — произвольная 
фиксированная точка из / ) . В р а с с м а т р и в а е м о м случае система (1) мо­
ж е т иметь только один независимый стационарный интеграл . 

Если ж е соотношение (*) в ы р о ж д а е т с я в тождество , т. е. если коэф­
фициенты при dXi в в ы р а ж е н и и (*) тождественно по (to, х) о б р а щ а ю т ­
ся в нуль, то система (1) м о ж е т иметь несколько независимых стацио­
нарных интегралов . 

В ы в о д . Д л я н а х о ж д е н и я стационарных интегралов голоморфной 
системы (1) проверяем условие (2 ) . Если оно не выполняется , то систе­
ма (1) стационарных интегралов не имеет. Если ж е условие (2) выпол­
нено, то з аписываем соотношение ( * ) . Пусть это соотношение не вы­
р о ж д а е т с я в тождество вида 0 = 0. Тогда оно представляет собой у р а в ­
нение П ф а ф ф а . Если полученное уравнение П ф а ф ф а интегрируется 
с помощью одного соотношения ($(х)=с, то ы(х) я в л я е т с я единствен­
ным независимым интегралом системы ( 1 ) . Если ж е уравнение П ф а ф ф а 
не удовлетворяет условию полной интегрируемости, то система (1) ста­
ционарных интегралов не имеет. 

В случае , когда соотношение (*) в ы р о ж д а е т с я в тождество , записы­
ваем следующую систему конечных уравнений д л я определения функ­
ций фг (х): 

<Pi(*)M*o, х)+ ...+q>n(x)fn(to, х ) = 0 , 

Ф1 (х) ~ ~ ( 4 *) + . . . +<p* (X) (U, х) = 0 , 
(**) 

дп~^4 дп~Ч„ 
ч * М 4 т ^ г *> + • • • + Ф » ( * > -ш=т С* * ) = ° -

Д л я любого решения <pi(x), уп(х) этой системы з а п и ш е м соот­
ветствующее уравнение П ф а ф ф а (4 ) . 

И н т е г р а л ы полученных уравнений П ф а ф ф а я в л я ю т с я искомыми 
стационарными интегралами системы (1 ) . При этом м о ж н о показать , 
что система (1) содержит ровно столько стационарных независимых 
интегралов , сколько произвольных функций содержит общее решение 
системы ( * * ) . 
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0 . 

П р и м е р . Д л я системы 

x=xz—p(t), i)=—yz, z=p(t)y 

условие ( 2 ) выполнено, т ак к а к 

xz—p(t) —yz p(t)y 

-p'(t) 0 p'(t)y 

-p"(t) 0 p"(t)y 

Соответствующее уравнение П ф а ф ф а имеет вид 

dx dy dz 

xz — p{t0) —yz p{t0)y = 0 . 

- P ( ' o ) 0 Р'(*о)У 

Р а с к р ы в этот определитель по первой строке и ра зделив на коэф­
фициент при dz, получим уравнение 

ydx-\-xdy-\-dz=<d. 

Оно интегрируется с помощью одного соотношения xy-\-z=c. Поэтому 
функция b)=xy-{-z является стационарным интегралом р а с с м а т р и в а е ­
мой системы. Всякий другой стационарный интеграл представляет со­
бой некоторую функцию от со, т. е. имеет вид F(xy-\-z). 

II . Рассмотрим теперь две системы д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х уравнений 
одного и того ж е порядка 

x=f(t, х ) , (t, x ) G / X D c z R x R n 

y—g(t, У), {t, t / ) 6 / X A c z R x R n . 

(5) 

(6) 
Будем считать, что х, у, f и g представляют собой векторы-столбцы, 
причем f и g будем считать бесконечно дифференцируемыми вектор-
функциями. Поставим вопрос. Когда существует независящее от t пре­
образование ф.* переводящее решения системы (5) в решения 
системы (6)? 

Д л я ответа на этот вопрос предположим, что у к а з а н н о е преобразо­
вание ф : / ) - ^ Д существует. Тогда д л я всех (t, x)£JxD выполняется 
тождество 

— ( t , x ) Q J X D . 

Д и ф ф е р е н ц и р у я это тождество частным образом по t, получим бес­
конечную последовательность векторных тождеств 

ду{х) dif(t, х) _ dig(t,q,(x)) 
дх dti 

( i = 0 , 1, 2 ) . (7) 

В з я в из последовательности (7) первые п векторных тождеств , соста 
вим одно матричное тождество 

д ф ( * ) [ f df 1 Г dg d«-ig 

дх Г ' а/ ' "'' а/"-1
 ё' dt ' "" dt"-1 

(8) 
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Пусть 

det 
df dn~l f 1 

Тогда из соотношения (8) найдем 

Эф 

дх 
Ли. К д"~ч 1~! 

dt ' at*-* JL df a/-1 J 

П о д с т а в л я я полученное в ы р а ж е н и е д л я в к а ж д о е из тождеств 

последовательности (7 ) , получим новую последовательность тождеств 

dt ' "' ' dt n-l dt dtn 1 J dt1 dt1 

К а ж д о е из этих тождеств не содержит производных от ф. 
В ы в о д . Если существует независящее от / преобразование 

# = ф ( х ) , преобразующее решения системы (5) в решения системы ( 6 ) , 
то оно о б я з а н о удовлетворять системе соотношений (9 ) , не с о д е р ж а ­
щей производных от ф. Соотношения (9) я в л я ю т с я , т аким о б р а з о м , ко­
нечными (не д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м и ) уравнениями д л я ф(х) или пред­
с т а в л я ю т собой т р и в и а л ь н ы е тождества . 

П р и м е р . Д а н ы два уравнения 

J = tx+x3 и y=2ty-{-2y2. 

Требуется выяснить , существует ли д л я этих уравнений в ы ш е р а с -
смотренное преобразование ф : Я - ^ К . В данном случае соотношения (9) 
принимают вид 

dt1 dt1 

П р и i = l имеем следующее соотношение: 3 x^Zy, откуда 
2ty+2f 

tx+x3 

у=ц)(х) =х2. Л е г к о убедиться , что преобразование ф:х->л; 2 действи­
тельно преобразует решения первого уравнения в решения второго 
уравнения . 
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