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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ С ср РЕШЕНИЯМИ 

В. И . МИРОНЕНКО 

Пусть имеется бесконечная последовательность функций 

ф г == фг- х), х = (xv . . . , хп) (i=0, 1, 2, • ) . 

Будем считать, что все фг голоморфны в некоторой области JxD и ни одна из них не 
выражается линейным образом через конечное число остальных. 

Пусть нам задана также система дифференциальных уравнений 

--f (t, х) (1) 
с голоморфной в области JxD вектор-функцией f (t, х). 

Решение х=х (t) системы (1) назовем ф-решением, если существуют постоянные 
а0, . . . , ат (атФО) такие, что 

т 

У | а т (t9 х (t)) =0 у'б'х, 
i = 0 

где Jx—интервал существования решения x(t). Число р — sup {т} называется порядком 
ф-решения. 

Т е о р е м а 1. Для того чтобы все решения системы (1) были ф-решениями порядка 
не выше т, необходимо и достаточно выполнения тождества 

где 

1фо, 

Ф ! 0 ) = Ф * 

Фт1 = 
Ф, (0) 

П<*> 

dt + 
(k) 

dXj ft-
j=i 

Эта теорема по существу является теоремой 1 из [1], сформулированной в терминах 
ф-решений. 

Т е о р е м а 2. Если все решения системы (1) являются ^-решениями, то сущест
вует натуральное число т такое, что порядок всех решений системы (1) не превосхо
дит этого т. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 

Wm(t, х) = |ф0, . . . , ф т | 

ч х^ (t) =x(t,.J0y X) есть решение системы (1), проходящее через точку (/ 0, X)gJxD, 
tQ = fix. Будем считать, что x%(t) представляет собой голоморфную функцию t и X в 
некоторой области, содержащей J0xEn, где J0 есть некоторый отрезок времени, а Еп^ 
С D — некоторый n-мерный замкнутый параллелепипед. Существование J0xEn обеспечи
вается условиями теоремы. 

Из теоремы 1 и обратимости функций х^ (t) относительно X следует, что для доказа
тельства теоремы 2 достаточно доказать утверждение. 

Пусть для любого XgEn существует натуральное число т (X) такое, что 

• . Wm(X) if, * ь ( 0 ) = 0 V t e j 0 . 

Тогда существует не зависящее от X натуральное число т такое, что 

'<2) 



Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е С И С Т Е М Ы 359 

Wm{^
 Х>Л1)) 0 ^)£J^En. ( 3 ) 

Доказательство этого факта проведем методом индукции по п. 
1) Пусть п= 1. Тогда для каждого А, из отрезка Е1С R1 существует m (к), при ко

тором выполнено тождество (2). Так как всех X £ Ех — несчетное множество, то сущест
вует такое т, что 

где М—несчетное множество. 
При каждом фиксированном t £ J0 W~ (/, х% (t)) представляет собой голоморфную 

функцию X, а множество М содержит предельную точку. Поэтому на основании извест
ной теоремы 

Тем самым при п =1 теорема доказана. 
2) Пусть теперь высказанное выше утверждение верно для п. Покажем, что тогда 

оно верно и для Запишем вектор Х= (Хх, . . . , Хп+Х) в виде Х= (Хх, Я), где X 
есть /г-мерный вектор. Зафиксируем Хх и рассмотрим функцию 

Wm(U X(t, t09 k l 9 X)) . 

В силу предложения существует такое тх=тх (Хх), что 

Wmi (/, /0, ХХ,~Х)) =0 у (/, Я ) е / 0 х я л . 
Пользуясь этим фактом, точно так же, как и в первом пункте доказательства, докажем 
утверждение и тем самым теорему 2. 

С л е д с т в и я : / . Пусть i-ая компонента каждого частного решения системы (1) 
представляет собой многочлен по t. Тогда существует т такое, что степень всех этих 
многочленов не превосходит т. 

Оно следует из теоремы 2 при с р 0 ^ * г , ф / г ^ ^ " 1 (k=l, 2, . . . ) . 
2. Пусть i-ая компонента каждого частного решения системы (1) вложима [2], 

т.. е. является решением некоторого линейного однородного уравнения с постоянными 
коэффициентами. Тогда i-ая компонента системы (1) также вложима. 

Это следует из теоремы 2 при 

ф 0 = xt, ф ь + 1 = 

3. Пусть все траектории системы 

'х = Р(х, у), y=Q (х, у) (4) 

с г голоморфной правой частью представляют собой алгебраические кривые (части этих 
кривых). Тогда существует натуральное т такое, что порядок каждой траектории 
системы (4) не превосходит этого т. 

Здесь 
Фо = 1, <Pi=*> Ч>2=У> Фз=* 2> Ф4=*У, Ф 5=У 2> • • • 

Т е о р е м а 3. Пусть нам задана система 

x=f (х), х - (х1У . . . , хп), (5) 

с голоморфной в области D вектор-функцией f (х) и последовательность голоморфных 
в той же области функций ф £ (х) ( i = l, 2, 3, . . . ) . Пусть также нам заданы множе
ства AjCR1 ( / = 1 , 2 , . . . , п), каждое из которых содержит предельную точку. 

Тогда если каждое решение х (t, t0, а) системы (5), проходящее через точку а£ 
£А1хА9х . • • ХАп при t—t0, является ^-решением порядка не выше т, то все реше
ния системы (5) являются ^-решениями порядка не выше т. 

Доказательство основано на теореме 1 и лемме 1 из [2]. 
Таким образом, если все решения системы (5) являются ф-решениями порядка не 

выше т и существует хотя бы одно решение порядка гп, то почти все решения этой 
системы являются ф-решениями порядка т. 

Пусть Pi (х) (i=l, . . . , /г—1) —многочлены от хъ . . . , хп, ни один из которых 
не выражается через остальные. Кривую 

К : {х! Pi (х) : 0 = . . . , n-~\)}CRn 

назовем алгебраической кривой. 
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Т е о р е м а 4. Для того чтобы все траектории системы (5) с голоморфной правой 
частью представляли собой алгебраические кривые (части этих кривых), необходимо и 
достаточно выполнения тождеств 

| 1» x i i xj> x i x j i *y> • • • » A y ^ s O 

для любых t, / = 1 , . . . , n и некоторого т. 
Н е о б х о д и м о с т ь . Используя понятие результанта, уравнение кривой К можно 

записать в виде 
Pi (хи xJ) = 0 , Pi (х) =0 (1=2, 3, . . . , п - 1 ) . 

Поэтому каждое решение рассматриваемой системы удовлетворяет некоторому соотноше
нию вида Р xj) = 0 . Тогда на основании теоремы 2 существует т , для которого вы
полняется тождество 

| 1 , х и Xj, . . . , * y * | . s 0 . 

Достаточность следует из теоремы 1. 
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