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Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е УРАВНЕНИЯ 

И Ю Л Ь 1969 г. ТОМ V, № 7 

УДК 517.917 

ОБ ОДНОМ СПОСОБЕ 
ПОСТРОЕНИЯ ФУНКЦИЙ ЛЯПУНОВА 

И ДИССИПАТИВНОСТИ МНОГОМЕРНЫХ СИСТЕМ 

В. И. МИРОНЕНКО 

Ниже будут рассмотрены системы вида 

х' = Р(х, y)+-R(x, у, t), y'=Q(x, y)+S(x, у, t), ' = 
dt (О 

Здесь и ниже х и у — п-мерные векторы-столбцы с компонентами xi и соответственно. 
Наряду с системой (1) будет рассмотрена также система 

х' = Р(х, у), у' = Q(x, у) (2) 

такая, что первые п компонент х = х (t) полного решения х = х (t), у — у (t) этой системы 
являются одновременно и решением некоторой линейной системы с постоянными коэффициен­
тами. Для такой системы возможно будет построить функцию Ляпунова, которая при неко­
торых условиях на R и 5 будет функцией того же типа и для системы (1). При помощи 
этой функции нам удастся установить диссипативность системы (1). 

Условимся под А у Bt D понимать в дальнейшем постоянные матрицы п X п, под 
Е — единичную матрицу п X п, а под евклидову норму. Будем считать, что Р, Q, 
Rt S удовлетворяют всюду условиям существования и единственности, а Р , кроме того, 
дифференцируемая функция. 

Т е о р е м а 1. Если для системы (1) выполнены условия 
п 

дР 
= АР+ Вх; а) 2 3 К Qi dyi 

б) все корни уравнения 
-ХЕ Е 
В А — ХЕ 

(3) 

имеют отрицательные действительные части; 
в) | |Р | | оо при || г/1| оо равномерно по х, если х принадлежит любому цилиндру 

1 М 1 < / < « ; 

г) [11*11+ПРИ]"1 
I дР дР 

дхъ 

О при ||*|| + \\Р\\ - ю о ; то 

система (1) диссипативна. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим укороченную систему (2). В силу условия а) и 

вместе с ним условия 
хГ = АР + Вх (4) 

можно утверждать, что первые п компонент x = x(t) полного решения системы (2) явля­
ются решением системы 

х" = Ах' + Вх. (5) 

Так как выполнено условие б), то по теореме Ляпунова [ 1 , стр. 76] существует 
определенно-положительная квадратичная форма V (х, х') переменных х, х' такая, что ее 
производная в силу системы (5) имеет вид 

V ' = - I M I (6) 
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Рассмотрим теперь функцию 
U = V(x, Р(х, y)) = U(x, у). 

Благодаря условиям (4) , (6) ее производная вдоль решений системы (2) может быть 
представлена в виде 

tf' = - I M I a - | | P | | a . (7) 
Покажем, что функция U (х, у) будет стремиться к бесконечности, если \\х\\ + \\у\\-+ °°-

В самом деле, если это не так, то из того, что U — положительно-определенная квадра­
тичная форма х и Р , будет следовать существование последовательностей векторов х(0, 
у{1) (/ = 1, 2 , . . . ) таких, что \\хЩ\ + \\уЩ\ - •оо при / + о о , а последовательность 
{||л:(0|| - f | |Р(0 | |} , где Р(0 =Р(х(0, у(О), ограничена, откуда получаем ограниченность 
| |*(0|| < / и \\РЩ < L. Последнее противоречит условию в), так как из ||х(0|| + ||#(0||-*оо 
и | |*(0|| < I следует, что \\уЩ -> °о и потому, согласно в), | | Р ( ' ) | | . ° ° . 

Вычислим производную от U в силу системы (1) 

h 

dU dU „ 
Учитывая условие г) и то, что и есть линейные формы х и Р , можно 

дхк дРк 

утверждать, что по крайней мере для большой суммы ||*|| + | |Р | | V < 0. 
Таким образом, мы нашли бесконечно большую функцию, производная которой в силу 

системы (1) вне достаточно большого шара отрицательна. Тем самым диссипативность систе 
мы (1) доказана [ 2 , стр. 42], 

Т е о р е м а 2. Пусть система 
х' = Ay + R(x, у, /), 

(9) 
у' = Bx + Dy-F(x)Ay + S(xt yt t) 

удовлетворяет условиям: 
д) все корни уравнения 

-IE А 
В D — IE 

= 0 (10) 

имеют отрицательные действительные части; 
е) det А Ф 0; 

( f i l - - f l n \ 

ж) F (х) = \ — ограниченная матрица, элемент fik которой представ-
\ fm • • • fnn I 

ля"т собой частную производную по'хк от ограниченной функции fi(x); 
з) \\R\\ и \\S\\ ограничены; тогда она диссипативна. 
Д о к а з а т е л ь с т во . Перепишем систему (9) в виде 

х' = A[y + f] + [R-Af], 

у'= Bx + D[y+f]-F(x)A\y + f\ + [S + FAf]9 (11) 

где f = f (х) — вектор-столбец, составленный из функций fi (х). 
Считая 

A[y + f] = P. Bx + D[y + f]-F(x)A[y + fl = Q, 

R-Af = Rlt S + FAf = Sl9 

получим систему такого же характера, как и система (1). 
Для доказательства последнего утверждения необходимо проверить условия а), б), в) 

и г). Мы проверим лишь первые два, так как условия в) и г) нетрудно получить из е), 
ж) , з) 

п 
дР дР1 \Л А ду а/ ' 
— ' " 1 Х Л \Qt -f- + Р , — L dyi d*i. 

1 = 1 

i — l 

A[Bx +D(y + f)-FA(y + f)+FA(y + f)]=ABx + ADA-ip. 
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Таким образом, условие а) выполнено. 
Для проверки условия б) достаточно показать, что корни уравнения 

= 0 (12) — ХЕ Е 
АВ ADA'i—kE 

совпадают с корнями уравнения (10). Но последнее следует из равенства 

•ХЕ Е \ /Е 0U-XE А \/Е 0 \ 
АВ A D A ' 1 - X E ) ~ \ 0 А)[ В D —АЯДО A~I) ' 

Тогда диссипативность системы (9) будет следовать из диссипативности системы (1). 
З а м е ч а н и е . В теореме 2 мы требовали ограниченности \\R\\ и ||SJ|. Для справедли­

вости теоремы, однако, достаточно потребовать стремления к нулю [ | | /? | |+[IMI+JI^IU* 1 

при ||*|| + ||</Н -* оо. 
С л е д с т в и е . Система 

п 

t 

с ограниченными функциями \Rt\, |S/ | , \yik (t)j, 1 J yik (s) ds J и матрицами В и D, 
о 

удовлетворяющими при А~Е условию д), диссипативна. Здесь 
(Ьц . . . b l n \ fdu . . . d l n 

В = [ , D=l 
v bnl . . . b n n I \dni • • • dnn 

Чтобы получить высказанное утверждение, достаточно в теореме 2 положить 

А = Е, = 2 fohtods. 
k=l 6 

Функции, построенные таким образом, можно применять также для доказательства 
устойчивости или неустойчивости состояний равновесия. 

Т е о р е м а 3. Система 
*t = yi — fi(Xi)> 

(14) 
Ус = ЩХ1 + Qi(x, У, t) [yi — ft (xt)] (i = 1, . . . , п), 

где все ai=£Q постоянны, a fi(xi) дифференцируемы, имеет единственную особую 
точку (0, . . . , 0, /х(0), . . . , / Л ( 0 ) ) , которая будет устойчива при 

Ос < о; Qi-f'£(Xi)<Q 

и неустойчива, если все Qi — ft (х\) не меняют знак и существует хотя бы одно i = k 
такое, что или aky- 0, или 

Qh-f'k(xk)>o (Qk^fk(4))-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для особой точки будем иметь 

'И— //(*/) = О aiXi = 0, х; = 0 
г „ для всех *' = 1, . . . , п. 

aiXi + Qi[yi-fi(xi)]=0 yi = fi(0) 

Так что особая точка действительно одна. 
Положим теперь Qt = ft (х^ (i = 1, . . . , n). Система 

x't = yi — fi(xi)9 

y . = atXi +f'- (xt) [yt — ft (x^] (i = l, . . . . n), 

(15) 
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полученная при этом, будет обладать свойством 

х[ = аьхь (I = 1, . . . , п). (16) 

Для каждого из уравнений (16) построим функцию Ляпунова 

2Vi = atx*-{xt)*. 

Пусть 

2Ut = { а д 2 - [У1 - h (xi)]2) sign [/; (xt) - Qi]. 

Тогда производная от Ui в силу системы (14) 

Ut = \Qi-fiM\ [ю-/*(*/)]*> о. 
п 

Образуем функцию ^ = = 2 ^ и Э Т 0 М ^ ' В С И Л ^ с и с т е м ы 0^) °УД е т знакополо-
жительная функция. Тогда из вида функции U сделаем заключение о справедливости 
теоремы. 
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