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систему (1) с матрицей A(t) класса j&. В силу того что последователь­
ность {б/г} удовлетворяет соотношению lim 8kt-1= lim (24 min | р , г | ) _ 1 = 

= 0 , а остальные последовательности (кроме {со/г}) постоянны, полу­
ченная система при всяком pG /? \ {0} будет системой класса йУо-

Пусть р(|Ши{0}. Тогда при некотором 8 > 0 и при всех iQN должно 
выполняться неравенство | р / р г — и з которого в силу включения 
(2/ + 1) juiiGM вытекает оценка | рУр^—(2/ + 1) | = | р—(2 /+ 1) \a\l\ Рг| ^ 
^ | 2 / + 1 | е , доказывающая отделенность отношения р/р; от чисел вида 
( 2 / + 1 ) , /GZ, а значит, и отделенность величины | c o s n p / 2 p R | от нуля. 
В силу леммы 6 в этом случае выполнено условие (9) и система пра­
вильна. _ 

Пусть теперь рбМ\М, \1ф0. Тогда при больших k выполняется не­
равенство |co.s яр/2р,й| ^ г / г , и по построению последовательности {4} 
имеем равенство ал (р) = 0 . 

Если же pGM, то по выбору нумерации множества М существует бес­
конечная подпоследовательность k(j), j&N, на которой выполняются ра­
венства \хии)=Ц> сэед)|бад = я/2|х, и в силу леммы 7 система является не­
правильной. 

Для доказательства второго утверждения теоремы положим rk= 
= m i n I cos %/2\ii\. Так как p ^ ( 2 / + l ) " 1 при всех iG/V, /GZ, то гкфО при 

любом k. Строя по последовательности {rk} систему (р) в точности так 
же, как и в предыдущем случае, получаем, что она неправильна при всех 
pGM, а при р = 1 имеем неравенство |cos л/2щ] ^гк, гарантирующее в 
силу леммы 6 правильность системы (1). 

Система (0) во всех случаях, очевидно, правильна. Теорема 2 до­
казана. 
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ОБ ОТРАЖАЮЩЕЙ ФУНКЦИИ УРАВНЕНИЯ ХИЛЛА 

В работе [1] для системы x = X(t, х), £GR, xGR n, решения ф(/; т, х) 
которой однозначно определяются своими начальными данными, введе­
но понятие отражающей функции. Отражающей функцией системы (1) 
можно назвать функцию F: (t, x)->F(t, x)GR ?\ которая по состоянию 
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x(t):=q)(t; т, x) позволяет найти состояние х(—t)=q>(—1\ т, х) по фор­
муле х(—f)=F(t, x(t)). Формально эту функцию можно определить 
формулой F(t, х) : =ф(— t ; t, х). Зная функцию F(t, х), можно построить 
целый класс систем, для которых эта функция будет отражающей. Если 
правая часть системы (1) 2со-периодична по /, то F(—®9 х) = ф(со; —со, х) 
является отображением Пуанкаре (отображением за период) для рас­
сматриваемой системы. Это обстоятельство иногда позволяет найти ото­
бражение Пуанкаре для неинтегрируемых в квадратурах систем. Можно 
показать, что для всякой удовлетворяющей условиям теоремы существо­
вания и единственности системы вида 

где F — вектор-функция, для которой F(—t, F(i, х))=х, отображение 
Пуанкаре Т(х) : = ф(со;—со, х) удовлетворяет условию 

дТ 
^(x)Y{®,x) = Y(n9T(x)). 

В частности, отображение Пуанкаре всякой стационарной системы х= 
= Y(x) за произвольный период 2со удовлетворяет условию 

•^(x)Y(x)^Y(T(x)). 

Можно надеяться, что изучение свойств отражающей функции позво­
лит выявить новые свойства многомерных дифференциальных систем, 
провести классификацию периодических систем, научиться строить не­
линейные системы по заданному отображению Пуанкаре. 

В настоящей работе предпринята попытка исследования с помощью 
отражающей функции хорошо изученного (см. [2, 3]) уравнения Хилла. 

Рассмотрим систему 

х=У, y = P(t)x, (1) 

эквивалентную уравнению Хилла x = p(t)x с 2со-периодической и непре­
рывной на R функцией pit). Отражающая функция этой, как и всякой 
другой линейной системы, согласно [1, с. 30], является линейной функ­
цией. Пусть эта функция задается формулами 

FH г ,л / Ы*>*,У) \ ( m(t)x+s(t)y \ 

\ F2(t,x,y))= I r(t)x+n(t)yr ( 2 ) 

Тогда отображение Т за период для системы (1) может быть найдено по 
формуле (см. [1,с. 12]) 

v ' U ) \ r(—G>)x+n(—со)у / 

Из основного соотношения для отражающей функции [1, с. 11] следует, 
что функция (2) является отражающей функцией системы (1) тогда и 
только тогда, когда выполняются соотношения 

m + s p ( / ) + r = Q , s+m+n=0, 
(4) 

r+mp(—t)+np(t) =0 , n+sp(—t)+r = Q; 

m ( 0 ) = n ( 0 ) . = l, r ( 0 ) = s ( 0 ) = 0 . (5) 

Эти соотношения позволяют доказать нечетность функций r(t), s(t) и 
тождество n(t) = m(—t). 

Как известно [1, с. 11], для отражающей функции выполняются 
тождества Fx(—t, Fi(t, х, у), F2(t, х, у))^х, F2(—t, Fx(t9 х, у), F2(t9 

х, у) )=у, из которых следует, что 

2099 



F ( < - ' • " • ( f ; U . r [ ' i ' i y - 1 , + m , _ „ i ] . <6) 

где s(0—дифференцируемая нечетная функция, m(.0) = l , а функция 
(m(t)m(—t) — l)/s(t) во всех точках оси t доопределяется до некоторой 
дифференцируемой функции г (t). 

Представим теперь функции p(t) и m(t) в виде p(i) = p4(t) +pn(t), 
m(t) =m4(t) -rfnH(t), где рЧ} тч — четные, а р1Ь ти — нечетные функции. 
Такое представление, как известно, единственно. Тогда из соотношений 
( 4 ) , приравнивая в них отдельно четные и нечетные части, получим тож­
дества 

2 2 1 

m4+sp4+-—4 н = 0 , m H + s p H = 0 , s + 2 m 4 = 0. ( 7 ) 
5 

Таким образом, приходим к следующему утверждению. 
У т в е р ж д е н и е . Отражающая функция системы (1) имеет вид 

(6), где дифференцируемые функции m(t), s(t), из которых s(t) нечет­
ная, удовлетворяют соотношениям (7), а также условиям m4(0) = пг (0 ) 
= 1, m H ( 0 ) = s(0) = 0 , s ( 0 ) •=— 2. 

Доказательство этого утверждения можно провести и непосредствен­
но проверив выполнение основного соотношения для отражающей 
функции [1, с. 11]. 

Т е о р е м а 1. Пусть s(t) есть нечетная функция, для которой s ( 0 ) = 
•=— 2 и 

t \ 

s*p4{t} = f - + l + [ j p n ( T ) s ( T ) d T I . ( 8 ) 

Тогда отражаюш^ая функция системы (1) имеет вид (6), где 
t 

m(t) = ^ J p „ ( T ) s ( x ) d T . 
z о 

s(t) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Функции m4(t)=~ <jT~> m*(t\ — 

t 

— — J pn(x)s(%)d% и s(t) при указанных условиях являются реше-
о 

ниями системы (7). 
Из теоремы 1 следует, что, задавая нечетную функцию s(t), s ( 0 ) = 

= —2, произвольным образом, мы тем самым задаем соотношение ( 8 ) , 
связывающее нечетную pn(t) и четную p4(t) части функции p(t), при ко­
тором отражающая функция, а значит, и отображение за период для си­
стемы (1) известны. 

З а м е ч а н и е L Если функция p(t) дважды дифференцируема, то, 
как следует из системы (7) или уравнения (8), функция s(t) обязана 
удовлетворять также и линейному уравнению 

/ 7 H S ( 4 ) — р н 5 ( 3 ) — - 4 р ч р н £ + (4/7нРч —брнрч) S + 
(9) 

+ ( 2 р п р ч — 2 р н р ч + 4 р ^ ) s = 0. 

Если при этом р н ( 0 —0» то уравнение (9) можно заменить уравнением 
sW = 2p4s + 4p4s. 

З а м е ч а н и е 2. Пусть для непрерывной 2<о-периодической функ­
ции p(t) функция удовлетворяющая условиям теоремы 1, есть так-
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же 2со-периодическая. Тогда все решения системы (1) будут 4со-периоди* 
ческими. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как s(t) есть 2со-периодическая, то из 
последнего уравнения в системе (7) следует 2со-периодичность функции 
m4(t). Тогда из первого соотношения в (7) следует 2со-периодичность 
mK(t). Это значит, что отражающая функция F системы (1) 2со-периодич-
на. Поэтому отображение за период 4© F (—2со, х, у) = f ( 0 , х, у) = (х9 

у)т является тождественным. 
Как следует из [1, с. 13], 2со-периодичность всех решений системы 

влечет за собой 2со-периодичность ее отражающей функции. 
Рассмотрим теперь наряду с системой (1) систему 

х=У, y = q{t)x. (10) 

Отражающая функция этой системы имеет тот же вид (5), но с другими 
функциями m(t) и s(t), которые обозначим через n(t) и s0(t) соответст­
венно. Начальные данные 2со-периодических решений 2со-периодической 
системы (1), как известно [1, с. 12], находятся из системы 

{т(—со) — l)x-\-s( —со)у = 0, 
(11) 

т((д)т(—©) — 1 

s ( - o ) 

Определитель этой системы Ах (со) = 2 ( 1 — т ч ( с о ) ) . Начальные данные 2со-
периодических решений системы (10) находятся из системы, аналогич­
ной (11), определитель которой До (со) = 2(1—я ч (со}). 

Введем теперь в рассмотрение функции 

• A i ( * ) = 2 ( l - m 4 ( 0 ) , A o ( / ) = 2 ( l - n 4 ( f » ) . (12) 

Эти функции совпадают друг с другом тогда и только тогда, когда /гч(7) = 
==m4(t), и, как следует из уравнений (7) и аналогичных уравнений для 
системы (10), тогда и только тогда, когда s0(t) =s(t). 

Из приведенных рассуждений следует, что если so(t)=s(i), то систе­
мы (1) и (10) имеют одновременно либо одно, либо бесконечно много 
2со-периодических решений. 

Т е о р е м а 2. Для того чтобы у систем (1), (10) совпадали функ­
ции s0(t) и s(t), необходимо, чтобы линейные уравнения p H s ( 4 ) — р н $ ( 3 ) — 
— 4 p 4 p H 5 - f ( 4 р ч р н — 6 р ч р н ) 5 + ( 2 р ч р н — 2 р ч р н + 4рз )s = Q, gHs(4) — fesi*) — 
— 4 ? ч < 7 н 5 + ( 4 # ч < 7 н — 6 ^ н ) 5 + ( 2 ^ н - - - 2 ^ ч ? н + 4 ^ 3

н ) 5 = = = 0 имели общее не­
четное решение s(t), s(0)=— 2. 

Доказательство следует из замечания 1. 
Потребовав, чтобы функции p(t) и q(t) были достаточное число раз 

дифференцируемы, всегда можно убедиться в том, выполнены условия 
теоремы 2 или нет. При этом, однако, нужно будет проделать достаточно 
громоздкие вычисления. Поэтому укажем два случая, когда этих вычис­
лений можно избежать. Пусть, к примеру, нас интересует вопрос, когда 
функция s(t) для системы (1) совпадает с соответствующей функцией 
So(t) для стационарной системы (10) с q(t)=—a2. В этом случае систе­
ма (10) интегрируется и поэтому функция s0(t) =—!-sin 2at для нее мо-

а 
жет быть найдена непосредственно по определению отражающей функ­
ции. Тогда, воспользовавшись теоремой 1, докажем следующую теорему. 

Т е о р е м а 3. Пусть а = ] / — р(0) и 

( р ч ( / ) + а 2 ) sin 2 2at~ | j" р н ( т ) s in2axdx | 
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Тогда отражающая функция системы (1) имеет вид (6), где 
t 

— 1 1 Г 
s(t) = - s i n 2 a / , m ( ^ ) = - c o s 2 a H • sin (2ат )р н ( т )^т , 

a a 0

J 

а отображение за период (в случае 2ы-периодической p(t)) будет вычис­
ляться по формуле (3). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим в теореме 1 s(t) = sin 2at. 
а 

П р и м е р 1. Рассмотрим систему (1) с p(t) = a 2 s i n 4 2 £ + 3asin4^—1, 
где а — отличная от нуля постоянная. Это периодическая система с пе­
риодом 2о = я/2. Для нее а=] /—р(0) = 1, p4(t) =а2 s in 4 2t— 1, р н ( 0 = 
= За sin At и выполняются условия (8). Поэтому, согласно теореме 3, от­
ражающая функция рассматриваемой системы 

- ч _ / (cos2^+as in 3 2/ )x—z/s in2^ \ 
Г» У) — \ ^Sm52t+sm2t)x+(cos2t-asm32t)y /* 

Отображение за период 2 © = я / 2 задается формулами 

Т { х , у ) = Р ( - п / 4 > х , у ) = ( ( ^ - 1 _ у ) . 

Поэтому рассматриваемая система других, кроме нулевого, я/2-перио-
дических решений не имеет. Эту систему можно рассматривать как 2я-
периодическую. Тогда отображение за период F(—я, х, у) есть тождест­
венное. Поэтому все решения рассматриваемой системы 2я-периодиче-
ские. Заметим, что эту систему можно рассматривать и как я-периоди-
ческую. Однако она не имеет других, кроме нулевого, я-периодических 
решений. 

П р и м е р 2. Условиям теоремы 3 удовлетворяет, в частности, си­
стема (1) с 

В 2 п 

p(t)= — ~ - + 22 ak sm2k~l (W cos $t+ 

1 Г 71 аь I 2 

+ у 1 1

2 , ж - " , , ( ' 1 ' 
З а м е ч а н и е 3. Для справедливости доказанных теорем, до тех пор 

пока не идет в них речь о периодических решениях, нет необходимости 
требовать периодичность функции p(t). Поэтому для вычисления отоб­
ражения за период периодической системы-(1) можно использовать не­
периодические системы (10) с тем же самым s(t) или с s0(t), известным 
образом связанным с s(t). Гак, например, система из примера 1 и систе­
ма с q(t) = t2 sin 2 2t+sin 2t—At cos 2t—1 имеют одну и ту же s(t). 

Т е о р е м а 4. Пусть для некоторой постоянной X выполнено тож­
дество qu(t)=KpB(t)f а из соотношения 

уУч"-̂ ;~ УРч-<7ч + уТ=̂ рн 
определяется нечетная функция s(t), s(0)==—2, удовлетворяющая соот­
ношению (8). Тогда эта функция будет определять отражающие функ­
ции систем (1), (10). 

Для доказательства достаточно проверить, что для функции s(t) 
удовлетворяется не только (8), но и аналогичное ему соотношение для си­
стемы (10). 

Соответствующий иллюстративный пример можно привести, взяв в 
примере 1 для p(t) a = l , а для q(t) а = %. 
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Т е о р е м а 5. Пусть для системы (1) с четной p(t) известна s(t) и 
для некоторой нечетной трижды дифференцируемой функции a(t) с не­
обращающейся в нуль производной d(t) выполнено тождество 

, ч ч , За2—2аа<3> .• / 1 0 Ч Aq=Ap(a)d2+ —j2 . (13) 

Тогда для системы (10) s0(t)=s(a(t))/d(t). _ . 
Тождество (13) можно записать в виде 4q = 4p(a)d2+q>2—2ср. При 

t 
с 

этом d = exp J (p(%)d%. 
о 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из тождества (13) следует четность функции 
q(t). Поэтому соотношение, аналогичное (8), но записанное для систе­
мы (10), имеет вид 4qs2

Q =2s0So—s2 + 4 . Подставляя сюда s0=s(a)/d, 
получаем тождество (13). Это значит, что s0(t) является решением ука­
занного соотношения. Ссылка на теорему 1 завершает доказательство. 

С л е д с т в и е . Пусть для систем (1), (10) с четными p(t) и q(t) при 
некоторой постоянной а выполнено тождество 

,Ч , , ,Ч , 2 + s i n 2 t+2a cos I 
Aq (t) = 4 ( a+cos t) 2p (at+sm t) + -

( a+cos 0 2 

Тогда s0(t) =s(at-{-sm t)/(a+cos t). 
Для доказательства в теореме 5 достаточно положить a(t)=at-\-

+s in£ . 
Возьмем теперь p(t) = —а 2 . Тогда для системы (1) s(t) = 

= — sin2a£, а соотношение (13) принимает вид 
а 

2 + s i n 2 t+2a cos t 
4q(t) ='—Aa2 ( a+cos t)2+-

( a + c o s / ) 2 

Теорема 5 позволяет для 2©-периодических систем (Ц , (10) по из­
вестным отображению за период для системы (1) и функции a(t) по­
строить отображение за период системы (10). При этом если отображе­
ние за период для системы (1) имеет вид Т\(х, у) = [пг (со) х—s (со)у; 
т(®)У—г(ы)х]Т, то отображение за период для системы (10) имеет вид 

Г ^(а) 
Т2(х, у)= [ пх- \ ' у; 

( m(a)a d2s(a) „ 

где n=as(a)/2d2 —s'(a)/2. 
Пользуясь этим обстоятельством, можно доказать, например, следую­

щее утверждение. 
Т е о р е м а 6. Пусть для систем (1), (10) с четными и непрерывными 

2(д-периодическими функциями p(t) и q(t) выполнено тождество (13), в 
котором a(t) есть нечетная трижды дифференцируемая функция с отлич­
ной от нуля на [—со; со] производной и а (со) = 1, а а (со) /со есть целое чис­
ло. Тогда если все решения системы (1) 2(о-периодичны, то все решения 
системы (10) также 2(о-периодичны. 

В качестве примера рассмотрим систему (10) с 

/УЧ а / , V4 9 , 2 + s i n 2 / + 2 а cos t q (t)=8 ( a+cos / ) 2 + -
4 ( a + c o s t)2 

и постоянными а и б, из которых | а ] > 1 . Здесь a(i) — a/-f sin t, p(t) = 8. 
Для рассматриваемой системы (10) могут представиться несколько слу-
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чаев! Если 6 = а 2 > 0 , то решения системы (1), отличные от нулевого, бу­
дут апериодичны. В этом случае s(t) = (e-2at—e2oct)/2a, m(t) = (e~2oct + 
~{-e2at}/2. Вычисляя отображение за период 2л для рассматриваемой си­
стемы, убеждаемся в том, что и у рассматриваемой системы нет других 
периодических решений, кроме нулевого. 

При 6 = 0 получим 5 (t) = — 2 t , m(t) = 1. Поэтому отображение за пе­
риод 2л у рассматриваемой системы имеет вид Т(х, у) = (х + яш/; у)т. 
Отсюда следует, что все решения рассматриваемой системы, начинаю­
щиеся при t = —со в точках вида (х 0, 0) , будут 2л-периодическими. 

При 8 = — а 2 < 0 имеем s(t) = ^ s in2oi , m(t) = cos2a£. Поэто­

му отображение за период 

Отсюда следует, что все решения рассматриваемой системы будут 2я-пе-
риодическими тогда и только тогда, когда 2сф является целым числом. 
Если 2сф является рациональным числом, несократимой дробью со зна­
менателем k, то, рассматривая данную систему как 2&я-периодическую, 
докажем, что все решения рассматриваемой системы будут 2йя-периоди-
ческими. В том случае, когда 2сф является иррациональным числом, все 
решения рассматриваемой системы, кроме нулевого, будут апериодичны, 
но ограничены. 

Примером использования полученных результатов может служить 
также следующая 

Т е о р е м а 7. Пусть для периодической непрерывной функции p(t) 
можно найти такое число а, при котором функция k(t) = 

дической функции, и пусть, кроме этого, при всех t выполняется нера­
венство p4(t)^a2[k2(i) — \'\, а функция p(t) имеет период 2л/а. Тогда 
все решения уравнения x = p(t)x колеблющиеся и расстояние между 
двумя последовательными нулями любого решения этого уравнения не 
превосходит я / а . Если же p4(t)>a2[k2(t) — l]J то это расстояние боль­
ше я/ а. 

Эта теорема следует из теоремы 3 и широко известной теоремы срав­
нения Штурма. 
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