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Исследуются конечные группы, имеющие три подгруппы с попарно  взаимно простыми индексами. В частности, установ-
лено строение группы, у которой такие подгруппы являются сверхразрешимыми, имеют нильпотентный коммутант и т. п.  
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Finite groups having three subgroups with pairwise relatively prime indices are studied. In particular, the structure of a group is 
established with such subgroups that are supersoluble, have a nilpotent commutator subgroup, and so on.  
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Введение  
Рассматриваются только конечные группы. 

Согласно Кегелю [1] группа G называется триж-
ды факторизуемой, если в ней найдутся под-
группы A, B и C такие, что G = AB = AC = BC. 
Свойства таких групп в ряде случаев обнаружи-
вают хорошую зависимость от свойств перемно-
жаемых подгрупп [2]–[5]. Однако в общем слу-
чае требуются дополнительные предположения 
относительно группы, чтобы свойства подгрупп-
множителей переносились на всю группу.  

Заметим, что трижды факторизуемость 
группы G возникает естественным образом, если 
G имеет три подгруппы A, B и C, чьи индексы 
попарно взаимно просты в G. Относительно та-
ких групп хорошо известно, что G абелева, если 
A, B, и C абелевы; как установил Кегель [1], 
группа G сохраняет свойство нильпотентности в 
случае нильпотентности подгрупп A, B и C; Ви-
ландт [6] доказал, что разрешимость множителей 
A, B и C влечет разрешимость всей группы. С 
другой стороны, из сверхразрешимости A, B и C 
уже не следует в общем случае сверхразреши-
мость G. Некоторые достаточные условия сверх-
разрешимости группы G со сверхразрешимыми 
подгруппами A, B и C попарно взаимно простых 
индексов в G рассматривались в работах [7]–[10]. 
Однако вопрос о строении группы G с тремя 
сверхразрешимыми подгруппами, чьи индексы 
попарно взаимно просты в G, оставался откры-
тым. Возникает следующая естественная  

Проблема. Найти (конструктивно опи-
сать) подходящий класс групп H, которому при-
надлежит группа G, имеющая три F-подгруппы 
(сверхразрешимые подгруппы),  чьи  индексы 

попарно взаимно просты в G, где F – непустой 
класс групп (формация, класс Фиттинга, класс 
Шунка).  

В настоящей работе указанная выше про-
блема решается в случае, когда F – наследствен-
ная насыщенная формация.  

 
1 Предварительные результаты  
В работе используются стандартные обо-

значения и определения. Необходимые сведения 
из теории групп и теории формаций можно най-
ти в монографиях [11], [12].  

Для группы G и простого числа p через π(G) 
обозначается множество всех простых делителей 
порядка  |G|,  Op(G) – наибольшая  нормальная 
p-подгруппа из G, F(G) – подгруппа Фиттинга из 
G, Fp(G) – p-нильпотентный радикал G, P – мно-
жество всех простых чисел. 

Формация F называется насыщенной, если 
из G / (G)  F всегда следует, что G  F; на-
следственной, если из G  F всегда следует, что 
H  F для любой подгруппы H из G. Через GF 
обозначается F-корадикал группы G, т. е. наи-
меньшая нормальная подгруппа из G, для кото-
рой GF  F. Через π(F) обозначается множество 
всех простых делителей порядков групп из F. 

Функция f : P → {формации} называется 
локальным экраном. Формация F называется ло-
кальной, если найдется локальный экран f такой, 
что F состоит из  групп G, у которых 
G / CG(H / K)  f(p) для  любого главного фактора 
H / K и каждого p  π(H / K). Всякая локальная 
формация является насыщенной формацией и 
наоборот. 
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Группа G называется дисперсивной по Оре 
[11, с. 251], если для  

πpi = {p1, p2, … , pi}   π(G) = {p1, p2, … , pn}, 
где p1 > p2 > … > pn, G имеет нормальную холло-
ву πpi -подгруппу, i = 1, … , n. 

Напомним, что A-группой называется раз-
решимая группа, у которой любая силовская под-
группа является абелевой. Класс всех A-групп 
образует наследственную формацию. 

Будем использовать следующие обозначе-
ния: S – класс всех разрешимых групп, U – класс 
всех сверхразрешимых групп, N – класс всех 
нильпотентных групп, A – класс всех абелевых 
групп,  – класс всех A-групп. 

Лемма 1.1 [11, лемма 3.9]. Если H / K – глав-
ный фактор группы G и p  π(H / K), то 
G / CG(H / K) не содержит неединичных нор-
мальных p-подгрупп, причем Fp(G)  CG(H / K). 

Лемма 1.2 [11, лемма 4.5]. Пусть f – ло-
кальный экран формации F. Группа G тогда и 
только тогда принадлежит F, когда G / Fp(G)  
 f(p) для любого p  π(G). 

В дальнейшем в работе F обозначает непус-
тую формацию.  

Подгруппа H группы G называется F-суб-
нормальной в G, если либо H = G, либо сущест-
вует максимальная цепь подгрупп  

H = H0 < H1 < … < Hn = G 
такая, что Hi

F   Hi-1 для всех i = 1, ... , n.  
Лемма 1.3 [12, леммы 6.1.6, 6.1.7]. Пусть H 

и K – подгруппы группы G и N   G. Пусть F – 

формация, тогда справедливы следующие ут-
верждения: 

1) если  H  F-субнормальна  в  G,  то HN / N 
F-субнормальна в G / N;  

2) если N  H и H / N F-субнормальна в G / N, 
то H F-субнормальна в G; 

3) если H F-субнормальна в K и K F-субнор-
мальна в G, то H F-субнормальна в G. 
Пусть F – наследственная формация, тогда 
справедливы следующие утверждения: 

4) если H F-субнормальна в G, то H  K F-суб-
нормальна в K; 

5) если H F-субнормальна в G и K F-суб-
нормальна в G, то H  K F-субнормальна в G; 

6) если GF  H, то H F-субнормальна в G; 
7) если H F-субнормальна в G, то Hx F-суб-

нормальна в G для любого x  G. 
Как в [13] через wF обозначается следую-

щий класс групп:  
wF = (G | π(G)  π(F) 

и  всякая  силовская  подгруппа  из  G является 
F-субнормальной в G). 

Свойства wF установлены в [13], [14]. При-
ведем некоторые из них.  

Лемма 1.4. Справедливы следующие ут-
верждения. 

1) Если F – наследственная формация, то 
F  wF и w(wF) = wF [13, лемма 1.4]. 

2) Если F – наследственная насыщенная 
формация, то wF – наследственная насыщенная 
формация ([13, теорема B] или [14, следствие 
3.4.1]). 

В работе [15] был исследован класс групп wU.  
Подгруппа H группы G называется P-суб-

нормальной в G, если либо H = G, либо сущест-
вует цепь подгрупп H = H0 < H1 < … < Hn = G 
такая, что |Hi : Hi-1| – простое число для любого    
i = 1, … , n. 

В любой группе всякая U-субнормальная 
подгруппа является P-субнормальной, а для раз-
решимых групп имеет место и обратное утвер-
ждение. Однако в общем случае оно неверно. 

Группа G называется w-сверхразрешимой 
[15], если в ней любая силовская подгруппа яв-
ляется P-субнормальной. Класс групп wU состо-
ит из всех w-сверхразрешимых групп. 

 
2 Основные результаты 
Теорема 2.1. Пусть F – наследственная на-

сыщенная формация и F состоит из разрешимых 
групп. Если группа G имеет три F-подгруппы, 
чьи индексы попарно взаимно просты в G, то 
справедливы следующие утверждения:  

1) G разрешима; 
2) G  wF; 
3) если G метанильпотентна, то G F. 
Доказательство. Утверждение 1) следует 

из теоремы Виландта.  
2) Пусть G – группа наименьшего порядка, 

для которой утверждение неверно. Тогда в G 
имеются три F-подгруппы A, B и C такие, что 
индексы |G:A|, |G:B|, |G:C| попарно взаимно про-
сты, и G  wF. Из того, что A, B и C принадлежат 
F и G = AB = AC = BC следует, что π(G)  π(F). 

Пусть N – минимальная нормальная под-
группа группы G. Если AN  G, BN  G и СN  G, 
то G / N  F по выбору G. Если TN = G для неко-
торой подгруппы T  {A, B, C}, то фактор-группа 
G / N   T / T  N  F  wF. Поэтому GwF = N. 

Если в G имеется еще одна минимальная 
нормальная подгруппа N1 и N1  N, то G / N1  wF. 
По утверждению 2) леммы 1.4 wF – формация, 
поэтому G / (N  N1)   G  wF. Это противоре-
чит выбору G. Следовательно, N – единственная 
минимальная нормальная подгруппа группы G. 
Пусть N  (G). Ввиду утверждения 2) лем-
мы 1.4 wF – насыщенная формация. Тогда из 
G / (G)   G / N / (G) / N  wF следует G  wF. 
Это противоречит выбору G. Поэтому можно 
считать, что (G) = 1. В этом случае в G найдет-
ся максимальная подгруппа M такая, что G = NM, 
N  M = 1 и N = CG(N) = F(G).  

Пусть P – силовская p-подгруппа группы G. 
Предположим, что N  P. Из G / N  wF следует, 



О конечных группах с заданной тройной факторизацией 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 3 (32), 2017 45

что P / N является F-субнормальной подгруппой 
в G / N. По утверждению 2) леммы 1.3 P – F-суб-
нормальная подгруппа в G. 

Допустим теперь, что P  PN. Заметим, что 
|π(G)|  3, поэтому PN  G. Ввиду теоремы Сило-
ва и выбора подгрупп A, B, C найдется x  G та-
кой, что PxN  L для некоторой подгруппы 
L  {A, B, C}. Так как G / N  wF и PxN / N – си-
ловская p-подгруппа группы G / N, заключаем, 
что PxN / N F-субнормальна в G / N. Тогда по 
утверждению 2) леммы 1.3 PxN F-субнормальна в 
G. Так как PxN  L и L  F, по утверждению 6) 
леммы 1.3 Px F-субнормальна в PxN. Откуда Px – 
F-субнормальная подгруппа в G. По утвержде-
нию 7) леммы 1.3 P F-субнормальна в G. Итак, 
G  wF, что противоречит выбору G. Утвержде-
ние 2) доказано. 

3) Пусть G – группа наименьшего порядка, 
для которой утверждение неверно. Тогда G ме-
танильпотентна, в ней есть F-подгруппы A, B и 
C, у которых индексы попарно взаимно просты в 
G, и G  F.  

Рассмотрим минимальную нормальную 
подгруппу N группы G. Из разрешимости G сле-
дует, что N – абелева p-группа для некоторого 
простого p.  

Если AN / N  G / N, BN / N  G / N и СN / N  
G / N, то индексы F-подгрупп AN / N, BN / N и 
CN / N попарно взаимно просты в G / N. По вы-
бору G фактор-группа G / N  F. Если TN / N  = 
= G / N для некоторой подгруппы T  {A, B, C}, 
то G / N  F. Таким образом, N = GF. 

Так как F – формация, N является единст-
венной минимальной нормальной подгруппой 
группы G. Из насыщенности F следует, что 
(G) = 1. Тогда в G найдется максимальная под-
группа M такая, что G = MN, N  M = 1, 
N = CG(N). Заметим, что N  F(G) и F(G) являет-
ся p-группой. Из леммы 1.1 заключаем, что 
N = F(G). Так как GN нильпотентен и G не явля-
ется нильпотентной группой, N = GN. Значит, 
G / N   M – нильпотентная группа. Из Op(M) = 1 
заключаем, что N – силовская p-подгруппа груп-
пы G.  

Пусть S – произвольная силовская q-под-
группа группы M, q  π(M). Тогда S является 
силовской q-подгруппой группы G и SyN  H для 
некоторой подгруппы H  {A, B, C} и некоторо-
го y  G. Из наследственности F и H  F получа-
ем, что SyN  F. Пусть f – локальный экран фор-
мации F. Заметим, что Fp(S

yN) = N. По лемме 1.2 
получаем, что SyN / Fp(S

yN)  f(p). Это означает, 
что S   SyN / N  f(p), т. е. все силовские под-
группы группы M принадлежат f(p). Ввиду того, 
что f(p) – формация и M нильпотентна, получаем 
M  f(p). Тогда Из G / CG(N) = G / N  f(p). Это 
означает, что N является f-центральным главным 

фактором группы G. Отсюда и из G / N  F за-
ключаем, что G  F. Получили противоречие с 
выбором G. Утверждение 3) доказано. Теорема 
доказана. 

Обобщенным коммутантом [14] группы G 
называется наименьшая нормальная подгруппа N 
группы G такая, что G / N является группой с 
абелевыми силовскими подгруппами. 

В [13] установлено, что w(NA)= N  S. 

Следствие 2.1.1. Пусть группа G имеет 
три подгруппы A, B и C, чьи индексы попарно 
взаимно просты в G. Если коммутанты под-
групп A, B и C нильпотентены, то в G обобщен-
ный коммутант нильпотентен. 

Следствие 2.1.2. Если группа G имеет три 
сверхразрешимые подгруппы, чьи индексы попар-
но взаимно просты в G, то G является w-сверх-
разрешимой группой.  

Доказательство. Утверждение следует из 
пункта 2) теоремы 2.1 при F = U. 

Следствие 2.1.3. Если метанильпотентная 
группа G имеет три сверхразрешимые подгруп-
пы, чьи индексы попарно взаимно просты в G, 
то G сверхразрешима. 

Доказательство. Утверждение следует из 
пункта 3) теоремы 2.1 при F = U. 

Следствие 2.1.4 [8]. Если группа G имеет 
три сверхразрешимые подгруппы, чьи индексы 
попарно взаимно просты в G, и коммутант G' 
нильпотентен, то G сверхразрешима. 

Для случая F = U теорема 2.1 может быть 
уточнена.  

Теорема 2.2. Если группа G имеет три 
сверхразрешимые подгруппы A, B и C, чьи индек-
сы попарно взаимно просты в G, то она облада-
ет следующими свойствами: 

1) G w-сверхразрешима, 
2) если A, B и C – собственные подгруппы из 

G, то |π(G)|  3, 
3) G имеет нильпотентную длину  3, 
4) коммутант G' p-разложим для наимень-

шего простого делителя p порядка группы G. 
Теорема 2.3. Пусть G – группа и |π(G)|  3. 

Тогда и только тогда G является сверхразреши-
мой, когда в G существуют три P-субнормаль-
ные сверхразрешимые подгруппы, индексы кото-
рых попарно взаимно просты в G. 

Следствие 2.3.1. Пусть G – группа и |π(G)|  3. 
Тогда и только тогда G является сверхразреши-
мой, когда в G существуют три U-субнормаль-
ные сверхразрешимые подгруппы, индексы кото-
рых попарно взаимно просты в G. 

Следствие 2.3.2 [16]. Группа G является 
сверхразрешимой с порядком, имеющим самое 
малое три различных простых делителя, тогда 
и только тогда, когда существуют три макси-
мальные сверхразрешимые подгруппы из G, чьи 
индексы являются тремя различными простыми 
числами. 
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Согласно [17] и [18], группа G = AB называ-
ется произведением взаимно перестановочных 
(взаимно sn-перестановочных) подгрупп A и B, 
если A перестановочна с любой (соответственно, 
субнормальной) подгруппой из B, а B перестано-
вочна с любой (соответственно, субнормальной) 
подгруппой из A. 

Согласно [19] для подгрупп A и B группы G 
подгруппа A называется наследственно G-пере-
становочной с B, если ABg = BgA для некоторого 
g  A, B. 

В [20, лемма 4.5] установлено, что если в 
группе G = AB подгруппа A разрешима, а под-
группа B либо перестановочна с любой субнор-
мальной подгруппой из A, либо наследственно 
G-перестановочна с любой подгруппой из A, то B 
P-субнормальна в G. 

Следствие 2.3.3. Если в группе G сущест-
вуют три сверхразрешимые подгруппы G1, G2 и 
G, чьи индексы попарно взаимно просты в G, и 
G = GiGj – произведение взаимно перестановоч-
ных подгрупп Gi и Gj для любых i, j, то G являет-
ся сверхразрешимой. 

Следствие 2.3.4. Если в группе G сущест-
вуют три сверхразрешимые подгруппы G1, G2 и 
G3, чьи индексы попарно взаимно просты в G, и 
G = GiGj – произведение взаимно sn-перестано-
вочных подгрупп Gi и Gj для любых i, j, то G яв-
ляется сверхразрешимой. 

Следствие 2.3.5. Если в группе G сущест-
вуют три сверхразрешимые подгруппы G1, G2 и 
G3, чьи индексы попарно  взаимно просты в G, и 
Gi наследственно G-перестановочна с любой 
подгруппой из Gj для любых i, j, то G является 
сверхразрешимой. 

 
Заключение 
В работе для наследственной насыщенной 

формации разрешимых групп F установлено 
строение группы, в которой есть три F-под-
группы с попарно взаимно простыми индексами. 
Применение конструкции wF, используемой в 
теореме 2.1, позволяет получить новые результа-
ты в случае, когда wF = F. 

Напомним, что формацией Шеметкова на-
зывается формация F, у которой любая мини-
мальная не F-группа является либо группой про-
стого порядка, либо группой Шмидта. 

Следствие 2.1.5. Пусть F – наследственная 
насыщенная формация Шеметкова, состоящая 
из разрешимых групп. Если группа G имеет три 
F-подгруппы, чьи индексы попарно взаимно про-
сты в G, то G  F. 

Напомним, что F называется решеточной 
формацией (см., например, [12, с. 248]), если 
множество всех F-субнормальных подгрупп об-
разует подрешетку решетки всех подгрупп в лю-
бой группе. 

Следствие 2.1.6. Пусть F – наследственная 
насыщенная решеточная формация, состоящая 

из разрешимых групп. Если группа G имеет три 
F-подгруппы, чьи индексы попарно взаимно про-
сты в G, то G  F. 

Следствие 2.1.7. Если группа G имеет три 
разрешимые π-нильпотентные подгруппы, чьи ин-
дексы попарно взаимно просты в G, то G π-ниль-
потентна. 

Следствие 2.1.8. Если группа G имеет три 
разрешимые π-замкнутые подгруппы, чьи индек-
сы попарно взаимно просты в G, то G π-зам-
кнута. 

Следствие 2.1.9. Если группа G имеет три 
разрешимые π-разложимые подгруппы, чьи ин-
дексы попарно взаимно просты в G, то G π-раз-
ложима. 
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