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СЕТИ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 
С ОБХОДАМИ УЗЛОВ ЗАЯВКАМИ 

Рассматриваются открытые и замкнутые сети, в которых заявки, 
поступающие в узел, независимо от других заявок с вероятностью, за
висящей от состояния узла, присоединяются к очереди, либо с дополни
тельной вероятностью мгновенно переходят в соответствии с матрицей 
маршрутов в следующий узел, или покидают сеть. Доказывается, что 
стационарное распределение имеет мультипликативную форму. 

1. Введение 

Сети массового обслуживания с ограничениями на количество заявок 
в некоторых группах узлов рассматривались в [1] . Довольно общие мо
дели экспоненциальных сетей с динамическими параметрами обслужива
ния и маршрутизацией изучены в [2, 3 ] . Настоящая работа посвящена 
исследованию экспоненциальной сети с дисциплиной обслуживания, кото
рая включает случаи ограничения количества заявок в узле или ограни
чения времени ожидания-и описывается динамическими параметрами об
служивания и маршрутизацией. 

В сетях Джексона [4] стационарное распределение заявок существу
ет только при определенных соотношениях между параметрами, характе
ризующими сеть. Когда стационарного распределения нет, заявки будут 
неограниченно долго ожидать своего обслуживания. В то же время в прак
тических ситуациях клиент, попавший в узел, оценивает, сколько време
ни ему придется ожидать или сколько заявок находится в очереди, и, в за
висимости от проведенной оценки, либо остается ожидать, либо переходит 
в следующий узел. Как будет показано, оба случая можно описать моде
лью, в которой заявка, поступающая в узел, независимо от других заявок 
с вероятностью, зависящей от состояния узла, присоединяется к очереди 
либо с дополнительной вероятностью мгновенно переходит в следующий 
в соответствии с матрицей маршрутов узел или покидает сеть. При этом 
в практически важных случаях стационарное распределение существует 
при любых соотношениях между параметрами сети. Само же о ЕЮ, как 
убедимся, имеет, как и для сети Джексона, форму произведения. Анало
гичный результат справедлив для соответствующей модификации замкну
той сети Гордона — Ньюэлла [5] . 
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2. Постановка задачи 

В сеть, состоящую из N однолинейных узлов, поступает простейший 
поток заявок интенсивности X. Каждая заявка входного потока независимо 

от других заявок с вероятностью p o i направляется в i-ж узел ^ = 1 , N; 
N 

^ j j P o t = l ) . Заявка, направленная в i-ж узел (извне или с другого узла), 
г = 1 

Лг) . 
с вероятностью / п . , где щ — число заявок в i-ц узле, присоединяется к 

(i) 

очереди, а с вероятностью 1 — с ч и т а е т с я мгновенно обслуженной уз-
(*) " 

лом ( 0 < / п . ^ 1, i=l, N). Длительности обслуживания заявок в узлах неза
висимы, не зависят от процесса поступления и для i-то узла имеют пока
зательное распределение с параметром уц{п{) (г = 1, N), Заявка, обслужен
ная i-м узлом, независимо от других заявок с вероятностью рц мгновенно» 
направляется в /*-й узел, а с вероятностью p i 0 покидает сеть ( i , / = 1 , iV; 
£ p i r = i ) . 

Будем предполагать, что матрица (рц, i, / = 0 , АО» где р 0 о=0, неприводи-
ма. Тогда уравнение трафика 

JV 

(1) e,=p„j + 2 J Z i V a (j=l,N) 
i = l 

имеет единственное решение ('ed, eN), для которого 8 ;>0 (г=1, iV). 
Состояние сети в момент времени £ будем характеризовать вектором 

n(t) = (ni(t),.n%(t), . . . , nN(t)), где — число заявок в i-м узле в мо
мент t. Очевидно, n(t) — однородный марковский процесс с непрерывным 
временем и не более, чем счетным фазовым пространством Z = Z 1 X Z 2 X . . . 
. . ,XZNl где ^ = { 0 , 1 , 2 , . . . .} , если все Щ > 0 (дг=0> 1, 2, . . . . ) , и 2 г ={0 , 1, 
2, ... . , К г } , если / п . } > 0 для ft;=0, 1, . . . , 1, а = 0 для некоторого 
А > 1 (̂ =I77v). 

Цель работы — установить условия эргодичности процесса n(t) и оп
ределить его финальное стационарное распределение. 

3. Основной результат 

Пусть ц)г(п) — условная вероятность того, что заявка, поступающая в 
г-ж узел, когда сеть находится в состоянии тг, не будет обслужена ни одним 
из узлов; tyij(n) — условная вероятность того, что заявка, поступающая в 
i-ж узел, когда сеть находится в состоянии п, впервые получит обслужива
ние на 7-м узле; 0Li{n) --условная вероятность того, что заявка, обслужен
ная i-м узлом, когда сеть находится в состоянии п непосредственно перед 
моментом окончания ее обслуживания, не будет больше обслуживаться 
ни одним из узлов; $ц(п) — условная вероятность того, что заявка, обслу
женная i-м узлом, когда сеть находится в состоянии п непосредственно 
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перед моментом окончания ее обслуживания, впервые после этого будет 
обслуживаться /-м узлом (i, у=1,7V): 

По формуле полной вероятности 
N 

(2) Ф.(«) = ( 1 - / ^ ) [ / » . . + 1] , />.1ф,(»)] , ь=1Ж, 
3=1 

N 

(3) = С в « + . ( 1 - / . ( ? ) Ц р * * « (и), 
fc=l 

iV 

(4) • • ^ ( | г ) = р < 0 + ^ Р ^ ( у г - - ^ ) , i = l , iV, 

(5) М й ) = ^ / М > и ( г а - е < ) , .• h]=l,N, 

где 6j—iV-мерный вектор, z-я координата которого равна 1, а остальные 
равны 0; 8ц — символ Кронекера. При этом, очевидно, 

N 

(6) 4>i(n)+^j^i5(n)=l, 
3=1 

N 

(7) 

Лемма 1. Если матрица (/?<,-, г, / = 0 , N) неприводима, то при каждом 
фиксированном n^ZN, где Z={0, 1, 2, . . . } , соотношения (2) —(5) одно-
значно определяют вероятности ф г(/г), $ц(п), а{(п), $ц(п) (i, / = 1 , N). 

Доказательство леммы приводится в приложении. 
Например, для сети из последовательно соединенных приборов 1, 

2, . . . , N (заявка, обслуженная i-м прибором, направляется к (£-И)-му 
прибору, i=l, N—1: заявка, обслуженная TV-м прибором, уходит из сети) 
решение (2) — (5) имеет вид 

3 - 1 

Ф. (») = П ) ; bi ( » ) = / » ? П ( 1 - / 4 ! ) П Р И 1>ъ 
h=i h—i 

tyij(n)=0 при j<i; 
N 

сс г («)= П . о - С ) ; м » ) - / - , 4 ! ! ( i - O при />», 

fe= г -Ь1 Ь = г + 1 

Р ^ ( Д ) = 0 П Р И 

Предполагается, что произведение любых сомножителей по к, изменя
ющимся от I до т, равно единице при V>m. 
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Если стационарное распределение процесса n(t) существует, то ста
ционарные вероятности состояний удовлетворяют глобальным уравнениям 
равновесия 

N 

(8) р(п)£'[Ьря{(1-<рЛпУ)+Мъ)(1-$и(п))] = 
г' = 1 

N N N 

= X i P(n~ei) ^ k P o k $ h i ( n - e i ) + ^ p(n+ei)iti(ni+l).ai(n+ei) + 
i = i 

N N 

i — l i— 1 

Здесь предполагается, что р(п)=0 для пФ-Х. 
Теорема 1. Если выполнено условие 

то марковский процесс ?г(£) эргодичен, а финальное стационарное распре
деление имеет форму произведения 

(10) р{п)=р1{щ)рг{п2) .. .pN\nN), п^Х, 
где 

(11) р 4 ( Й 4 ) = р . ( Р ) П ^ Г ' . 

е, находятся из ( 1 ) , а 

(12) ^ ( 0 ) = [ Z n ^ f ] _ 1 

Доказательство теоремы приводится в приложении. 
В свете работы [6] следует ожидать, что условие (9) является не толь

ко достаточным, но и необходимым для существования стационарного рас
пределения. В силу (10) в стационарном режиме узлы можно считать 
функционирующими независимо. Отметим, что маргинальные вероятности 
Pi(rii) совпадают со стационарными вероятностями состояний узла, рас
сматриваемого изолированно от сети с пуассоновским входным потоком 
интенсивности ^8* и вероятностью потери поступающей заявки 1—/п^ , 
когда в узле щ заявок. Интересно, что вероятности ф г ( я ) , tyij{n), аг-(тг), 
$а(п) находить из (2) — ( 5 ) нет необходимости, так как стационарное рас
пределение (10)—(12) от них не зависит. 

4 . Примеры 

{.Ограничение по времени ожидания. В i-м узле находится Si — линей
ная система из экспоненциальных приборов, интенсивность обслуживания 
каждым из которых \ii (система-\M\s h ' г = 1, N). Это эквивалентно тому, 
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что в z'-м узле находится единственный экспоненциальный прибор с ин
тенсивностью обслуживания \1г{щ) =тг,р,4 при п{<з{ и ^ Д / г г ) = ^ п р и щ> 
>s{. Если в момент поступления заявки в i-ж узел в нем есть хоть один 
свободный прибор, то она начинает обслуживаться немедленно. В против
ном случае заявка присоединяется к очереди только тогда, когда время, 
которое ей потребуется ждать, чтобы попасть на обслуживание, меньше 
случайной величины, ограничивающей время ожидания этой заявки. Если 
выполняется противоположное неравенство, заявка сразу же покидает 
узел и считается мгновенно обслуженной (т. е. пойдет на другой узел или 
покинет сеть в соответствии с матрицей маршрутов (рц)). Обозначим че
рез Ф<(х) функцию распределения времени, ограничивающего продолжи
тельность ожидания заявки в i-м узле (£=1, N), Как следует из [7] , веро
ятность того, что заявка, поступившая в i-ж узел, когда в нем находится 
Пг заявок, присоединится к очереди, определяется соотношением 

, SiV>\% \е-8^х[1-Ф{(х)] (Si\nx)n^a*dx при ni>st; 
(ni-Si)\ о 

1 при Пг<8{. 

Кроме того, из [7] следует, что для существования финального стацио
нарного распределения заявок в узле, когда узел рассматривается изоли
рованно с простейшим входным потоком интенсивности Keh необходимо 
и достаточно, чтобы существовало x0i, такое, чтобы 

(14) Ф Д Ж ) > 1 _ ^ 1 

(i3) f : ] = 

для некоторого x^xoi. При выполнении условия (14) существует стацио
нарное распределение {pi(rii); Пг=0, 1, . . .} для изолированного узла, по-

оо 

этому рл (п{) <°о, т. е. для данного i выполнено (9). 

Следствие 1. Если во всех узлах выполнено условие (14), то марков
ский процесс n(t), соответствующий сети с обходами заявками узлов из-за 
ограничения на время ожидания, эргодичен, а финальное распределение 
имеет вид (10) —(12), в которых fn. определяется с помощью (13). 

Отметим, что если времена, ограничивающие продолжительности ожи
дания заявок в узлах,—собственные случайные величины (в частности, 
постоянны), то (14) выполняется автоматически. Таким образом, введение 
ограничений на продолжительность ожидания заявок в узлах сети Джек
сона приводит к разгрузке узлов и их стационарному функционированию 
даже в тех случаях, когда в классической сети Джексона не существует 
стационарного распределения. 

Аналогичный результат получается, если ввести ограничение не на 
продолжительности ожидания, а на продолжительности пребывания зая
вок в узлах. 

2, Ограничение по числу заявок. Предположим, что клиент, поступаю
щий в узел, решает вопрос о присоединении или неприсоединении к оче
реди по ее длине. Если в момент поступления в i-ж узел число заявок в нем 
меньше Ки то поступившая заявка присоединяется к очереди, в против-
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ном случае она сразу же покидает узел и считается мгновенно обслужен
ной. Очевидно, в этом случае 

( г ) _ | 1 , если п{<К{, 
П { Л 0, если п{Ж{, 

фазовое пространство X=ZiXZ2X . . . XZN, где Zi={0, 1, . . . , Кг); условие 
(9) выполняется, так как ряд в левой части (9) превращается в конечную 
сумму. 

Следствие 2. Марковский процесс тг(£), соответствующий сети с обхо
дами узлов заявками из-за ограничения на число заявок, эргодичен, а фи
нальное стационарное распределение имеет вид 

(15) pW^Piin^Pzinz) . .,pN(nN), Пг = 0,Кг ( i = l , N), 
где 

щ K i Щ 

* < » « > - * « » П - ^ Ь / > . ( 0 ) = [ £ П ~ 7 Г ) ] " 1 -
Модификация модели, описанной в разделе 1, и теоремы 1 на случай 

замкнутой сети не представляет сложности. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

Доказательство леммы 1. Достаточно доказать, что при фиксированном n^ZN 

(2) и (3) однозначно определяют ф г ( г с ) , 'фц(п) (i,/=1, N). Пусть Ф(п) = (cpi(rc),... 
. . . , < Ы " ) ) т , г (п) = . « 1 - / £ W • - (' - О ? w - п и = ((! Ргг 1 -
TTW), Y- (п) = (г|).;. (/г), i, j = " О ) , F (n) = (fffi.j, i, j = 1, TV), Я - единичная 
матрица, размер которой будет определяться из контекста, где Т - операция транс
понирования. В матричной форме (2), (3) запишутся в виде 

Ф(и)=Г( /г )+П(и)Ф(и) , W(n)=F(n)+U(n)W(n), 
откуда •; • ' 

ф ( Л ) = (Е-Щп)) -Т(ге ) , * (/г) = (Я-Щ/г) ) ^Е(п). 

Остается доказать, что матрица Е-Л(п) обратима. В случае, если при каждом i 
либо f$ > 0 , либо р г о > 0 ( i = 1, А^), это очевидно, так как норма 

г 

ЦП(л)|| = max YJ )РЦ<1. 
K i < J V . л 

Лемма 2: Если матрица Uk(n) получена из Н(п) вычеркиванием к—1 одноимен
ных строк и столбцов, то 

det (E-Uk(n))->0 (k=l,N-l). 

Доказательство леммы: Не ограничивая общности, можно считать вычеркнуты
ми к—1 первых строк и столбцов. Сначала покажем, что если А=(ац, i 1=0,1) — не
приводимая стохастическая матрица и А—(спи i,/=1,1) получена из А вычеркива
нием нулевых строки и столбца, то d e t ( E - ^ ) > 0 . Известно [81, что г—1 - м а к с и 
мальное собственное число стохастической матрицы. При доказательстве теоремы 
Фробениуса в [81 попутно доказано, что для неприводимой матрицы А с неотрица
тельными элементами, имеющей максимальное собственное число г, элементы при
соединенной матрицы, соответствующей этому собственному числу, строго положи
тельны, в частности &еЦгЕ—А) > 0 . Значит, в случае стохастической матрицы 
dot(E-A)>0: 

Так как Uk(n) - полустохастическая матрица, то из нее можно получить стоха
стическую матрицу Щ(/г)-, добавляя к Щ(/г) слева столбец (0, а&, ctk+i,..., aN)T, 
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где a i = ( l - f n i

) Pij (i=k,N),n сверху строку (0, (N-k+1)-1,..., ( i V - u + l ) - 1 ) . 

Используя неприводимость матрицы (pij i, j=0, N ) , можно показать, что матрица 
TLk(n) также неприводима. В силу доказанного в предыдущем абзаце предложения 
это означает, что det (£ -Пь(тг) )>0 . Лемма 2 доказана. 

В общем случае для некоторых i имеем f$ = 1 , а для остальных Г оказывается 

f$. < 1 . Пусть к-1 штук fffl равны 1, остальные f & <1. Тогда в матрице li(n) 
г i i 

будет к-1 нулевых строк и det (Е-Н(п)) совпадает с определителем d e t ( Е — И н - ( п ) ) , 
который строго положителен по лемме 2. Значит, Е-Н(п) - обратимая матрица. 
Лемма 1 доказана. 

Доказательство теоремы 1. Докажем, что (10) удовлетворяют уравнениям рав
новесия (8). Из (11) следует, что 

( г ) 

(16) leifm Pi(ni)=4ii(ni+l)pi(ni+l), rii&Zi. 

Разобьем (8) на уравнения локального равновесия 

(17) P(n)^j А , / ? о г ( 1 - ф г ( « ) ) = \р(п + еЛ)\к1(пЛ + 1)аг{п+ег), 

г = 1 г = 1 
JV 

(18) Р(п)\1{(гц)(1-$ц(п))=р(п-е{) y^Moh^hi(n-ej) + 

+ У \ p(n+ej-ej)iij(nj+l)$ji(n+ej-ei): 

Из соотношений (3), (5) имеем 

(19) *«(п)-/»1} в « + ( 1 - / » ^ ' М » + « « ) . i,/=T5v. 

Проверим, что (10) удовлетворяют (17), (18). Для этого подставим (10) в (17), 
(18) и разделим (17), (18) и р(п). С учетом (16) после элементарных преобразо
ваний получим 

(20) Poi(l-<Vi(n))== YjBifn? оц(п+е{) 

( г ) \ ^ \
 Л (j) 

(21) eifni-i(l-^ii(n))=2aj Pok4t>ki(n-ei)+ / , e j / n < ••foi(n + ej-ei)J щ¥=0. 
h=l , эФг 

Проверим (20). Используя (1), ( 5 ) - ( 7 ) , (19), получим 
JV JV JV 

У 1 , eifnl)ai(n+ei)= У ^ , е^»** ( 1 - У \ frjin+ej)} = 

i — i i = l j = l 

JV JV JV JV JV. 

i = l г = 1 j = i г = 1 j = l 
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г = 1 г = 1 j = l fc=l 

Лт IV N 

=• УУ(1"-ф*- (?0) [ 8 г - У , S f ePfe j j = 7 ? 0 г ( 1 - ф г ( ^ ) ) . 

г = 1 fe=l г = 1 

Проверим (21). Используя (1), ( 3 ) , (5), (19), получим 
IV . 

У 1 , .Pofeipfti (/г—ег) + ^jjej/iV Pii (/г + ej—в«) == 

rv JV JV 

= ^ еИ)л«(л-е4)- ^]|ej(l-./nj)) ̂ j j Pjfc^fci-C^-ej)^- У 1 , e^ifti|)fti(w-e'i) — 
JV 

= ^j8fci|3fc,-(w-eO-YJ uj$ji(n-ei)-ei$ii(n)=Bifni-i(l-&ii(n)). 

Докажем, что при выполнении условия (9) n(t) эргодичен. Так как матрица 
(Piji неприводима, процесс n(t) также будет неприводимым на фазовом 
пространстве X. Остается воспользоваться эргодической теоремой Фостера [ 9 ] , со
гласно которой достаточно проверить, что система уравнений 

V I Х(т, п) 
(22) х(п) = } х(т)— — , h ( m ) > 0 ( т , д е Х ) , 

£ я я к Х(т) 
тФп 

где Х(т,п) - интенсивность перехода n(t) из состояния т в состояние п; Х(т) -
интенсивность выхода из состояния т, имеет нетривиальное решение (х(п), п^Х), 

такое, что У^ | х ( п ) | <•«>. Действительно, беря х(п) = 'к(п)р(п), гдер(тг) опреде-

ляется ( 1 0 ) - ( 1 2 ) , получим, что (22) превращается в глобальные уравнения равно
весия (8), которым р(п) удовлетворяют. А ряд 

w e ! n e l 

оо ос JV N Щ { i ) 

n j = 0 n j y = 0 j = l г=1 J = l 

сходится в силу условия (9), так как при его выполнении сходятся ряды 

£
Т Т Яег/z-i V 1 

%Eifi-i . 
С*=1,Л0-

М О f "" М О 

Значит, гс(г) эргодичен и финальное распределение является единственным ста
ционарным распределением, совпадающим с {р(п), пе=Х}, где р(гс) определены по
средством (10) — (12). Теорема 1 доказана. 
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