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О точности экстремальных произведений Бляшке 

относительно специальных весов 
 

Е.В. КОВАЛЕВСКАЯ 

 
При изучении наилучших рациональных приближений некоторых функций важную роль играют 

произведения Бляшке. Ниже приведены теоремы 1 и 2 из [1] о существовании специальных произ-

ведений для полуплоскости. Эти теоремы в дальнейшем нами будут применяться для изучения 

наилучших приближений преобразований Коши некоторых мер и, в частности, функций Маркова. 

Поэтому важное значение имеет вопрос о точности оценок, полученных в этих теоремах. В данной 

работе показано, что оценки из теорем 1 и 2 являются точными в смысле порядка. Аналогичные 

вопросы рассмотрены также для круга. 

Ключевые слова: произведения Бляшке, рациональная аппроксимация функций. 

 

When studying the best rational approximations of certain functions Blaschke products play an important 

role. Theorems 1 and 2 from [1] on the existence of special products for a half-plane are provided. These 

theorems will be used below for studying best approximations of Cauchy transforms of certain measures 

and, in particular, of Markov functions. Therefore, the importance of the accuracy of the estimates ob-

tained in these theorems is important. In this paper it is shown that the estimates in Theorems 1 and 2 are 

exact in the sense of order. Similar questions are also considered for the circle. 

Keywords: products of Blaschke, rational approximation of functions. 

 

Введение. Пусть комплексные числа  
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называется произведением Бляшке степени n  для полуплоскости  . 

Ниже через (...)kc
 

мы обозначаем некоторые положительные величины, зависящие 

лишь от указанных в скобках параметров. 

Теорема 1 [1]. Для любых 0   и n  существует произведение Бляшке 
nB
 
для по-

луплоскости   с нулями лишь на (0, 1]  такое, что 
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e
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     . 

Теорема 2 [1]. Для любых 0  ,    и n  существует произведение Бляшке 
nB
 

для полуплоскости   с нулями лишь на (0,1]  такое, что 
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          . 

Отметим, что теорема 2 для 0   ранее доказана Н.С. Вячеславовым [2]. Этот случай в 

работах [2]–[4] играет ключевую роль при исследовании наилучших рациональных прибли-

жений функций типа x . 

Далее в теоремах 3 и 4 соответственно утверждается, что оценки из теорем 1 и 2 явля-

ются точными в смысле порядка когда n , а параметры ,  фиксированы. 

Теорема 3. Пусть 0   и n . Тогда для любого произведения Бляшке 
nB  для полу-

плоскости   выполняется неравенство 
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Теорема 4. Пусть 0  ,   и n . Тогда для любого произведения Бляшке 
nB  для 

полуплоскости   выполняется неравенство 

0 1

2

4max ln ( ) c ( , ) e
n

n
x

e
x B x n

x

   
 



 

 
 
 
 

.                (2) 

Для доказательства теорем 3 и 4 нам понадобится следующая лемма 1. 

Лемма 1. Для любого произведения Бляшке 
nB  и любых0      имеет место не-

равенство 
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.
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Доказательство. Согласно лемме Ньюмена (см., например, [5, с. 219]) для любого 
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Следовательно, 
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Лемма 1 доказана. 

Доказательство теоремы 3 . Для рассматриваемого произведения Бляшке 
nB обо-

значим через ( )n   левую часть неравенства (1). Таким образом, получим 

 ( ) ln ( ) , (0, 1].n n

e
B x x

x

      (3) 

Теперь прологарифмируем обе части неравенства (3) и затем умножим на 1 x . В итоге 

получим, что 
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После этого полученное неравенство проинтегрируем по отрезку , 1ne    
и воспользу-

емся леммой 1. В результате получим неравенство 
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Наконец, разделим обе части этого неравенства на n  и преобразуем к виду 
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Нетрудно убедится, что выражение в квадратных скобках достигает минимального зна-

чения по n  при 1n  . Таким образом, при всех n  выполняется неравенство 
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Следовательно, неравенство (1) выполняется с константой 
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Теорема 3 доказана. 

Доказательство теоремы 4 . Для рассматриваемого произведения Бляшке 
nB обо-

значим через ( , )nw    левую часть неравенства (2). Согласно определению ( , )nw    имеем 
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( , ) ln ( ) , 0 1.n n

e
w x B x x

x

             (4) 

Теперь прологарифмируем обе части неравенства (4), затем умножим на 1 x . В итоге 

получим, что 
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                 (5) 

Далее проинтегрируем неравенство (5) по отрезку exp( ), 1n  
   

и воспользуемся 

леммой 1. В итоге получим 
2ln ( , ) ( 1) ln( 1) ( 1) .nn w n n n n                   

                
(6) 

Сейчас обе части неравенства (6) разделим на n  и преобразуем к виду 

ln ( , ) ln ( ).
2

n nw n n r


                                                      (7) 

Несложно заметить, что при фиксированном 0  введѐнный множитель ( )nr  ограничен 

относительно .n  Поэтому для получения (2) остаѐтся пропотенцировать неравенство (7). 

Теорема 4 доказана. 

Теперь приведем теоремы 5 и 6 являющиеся соответственно аналогами теорем 1, 2 и для 

круга. Путь числа 1{ }n

k kw   принадлежат кругу { : 1}w w D . Тогда рациональная функция 
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, 

называется произведением Бляшке порядка n для круга D . 

Теорема 5 [1]. Для любых 0   и n  существует произведение Бляшке ( )nb w  для 

круга D  с нулями лишь на [0,1) такое, что 
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Теорема 6 [1]. Для любых 0, R    и n  существует произведение Бляшке 

( )nb w  для круга D  с нулями лишь на [0,1) такое, что 
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Следующие теоремы 7 и 8 соответственно утверждают, что оценки из теорем 5 и 6 в 

смысле порядка являются точными, когда n , а параметры ,   фиксированы. 

Теорема 7. Пусть 0   и n . Тогда для любого произведения Бляшке 
nb  для круга 

D  выполняется неравенство 

0 1
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Теорема 8. Пусть 0  ,    и n . Тогда для любого произведения Бляшке ( )nb w  

для круга D  выполняется неравенство 
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Теоремы 7 и 8 равносильны соответственно теоремам 3 и 4. В этом легко убедиться, 

используя дробно-линейное отображение  
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Круга D  на полуплоскость  . 
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