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УДК 517.977
Е.А.РУЖИЦКАЯ

СТАБИЛИЗАЦИЯ ДИНАМ ИЧЕСКИХ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯМ И, 
ОГРАН И ЧЕНН Ы М И  П О  ЗНАЧЕНИЯМ  И П РО И ЗВО Д Н Ы М

Stabilization o f linear dynamic systems in inertial controls class presenting continuous func­
tions with bounded derivatives is described. An auxiliary of optimal control is used for dynamic 
systems stabilization. The article proves that the optimal feedback auxiliary problem serves as 
stabilizing feedback for dynamic systems. Stabilization algorithm based on real time construction 
of positional solutions o f optimal control auxiliary problem is described. Tlie result are illustrated 
by examples dynamic system stabilization o f the fourth order.

Введение

Проблема стабилизации является одной из центральных проблем теории 
управления. В классической теории управления стабилизация динами­
ческих систем осуществлялась линейными обратными связями, структура 
которых задавалась заранее, и при этом не накладывались ограничения на 
значения управляющих воздействий [1—3). С возникновением теории опти­
мального управления появилась возможность не только не задавать заранее 
структуру обратной связи, но и учитывать ограничения на значения управ­
ляющих воздействий [4].

В реальных задачах используются ограниченные управления, которые 
могут менять свои значения лишь с ограничегшой (иногда очень большой) 
скоростью. В данной работе подобные управления применяются для стаби­
лизации динамических систем. Задача построения стабилизирующих обрат­
ных связей решается методами оптимального управления. В работе на при­
мере стабилизации динамической системы четвертого порядка показывает­
ся, что для реализащш обратных связей можно построить стабилизатор, 
эффективно решающий проблему стабилизации ограниченными управле­
ниями с ограниченными производными.

Постановка задачи

Рассмотрим систему управления
X = A x+  bu, (I)

где x= x(t)  — «-вектор состояния системы в момент времени I, u = u(t) — 
значение управляющего воздействия, /1ЕЛ’"Х", />Е А", — постоянные матри­
ца и вектор, такие что rank(b,Ab,...,A"'lb)=n.

Выберем числа h>О, 0<L<°°, ()< /,,<со, функцию u(t), /> 0, назовем про­
граммном управлением, если она: I) непрерывна; 2) кусочно-линейна: 
u(t)=u(x)+v(x)(t~^c), /Е[т,т+/;|, x=kh,  /с=0,1,2,...; 3) ограничена: \u(t)\<L, />(); 
4) имеет ограниченную производную: Iv(I)I^I1, 1>().

Наряду с системой ( I ) будем рассматривать систему управления вида:
x = A x  + bxH+1, xn+]= v .  (2)

Функцию !</), />(), назовем программным управлением для системы (2), 
если она: I) кусочно-постоянна: v(t)=vb 1Е[т,т4-/г[, X=Ich, Ic=0,1,2,...;
2) соответствующая ей компонента х,1+1(/) траектории системы (2) удовле­
творяет неравенству: \xn+x(t)\<L, />(); 3) |i'(/)|</,,, />0.

Пусть Cl — некоторая окрестность состояния равновесия х=0 системы (I).
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Функцию Vfoxnt,), jcGG, |x„41|<Z , назовем стабилизирующей обратной 
связью, если: I ) V(O1O)==O, vfoxn+1)< Z „  jcG (7, |x„+1|<Z; 2) реализация
v(x(/),xn41(/)), /2:0 , вдоль каждой траектории х(/), хн41(/), /2 0 , замкнутой сис­
темы

х  = А х+ Ь х1И1, х ||+1 =  у(х,хя+1), X (O )G G , |xn4l (0 ) |< Z , (3)
является программным управлением; 3) траектория х((), х„+1(/), (>0, систе­
мы (3) на промежутке \lch,(k+l)h\, /с=0,1,2,... совпадает с решением системы
(2) при v(t)=v(x(kh),x„.H(kh)); 4) система (3) асимптотически устойчива в 
G’X |-Z ,Z |.

Из определения стабилизирующей обратной связи следует, что в про­
цессе управления достаточно знать лишь значения v(/)=v(x(/) ,х„+1(0 ), /> 0 , 
вдоль стабилизируемой траектории х(/), хп+1(/), /2 0 .

Уст1)ойство, которое при выбранном h  способно в режиме реального вре­
мени в процессе стабилизации вычислять функции v(kh)=v(x(kh),xn+l(kh)), 
к=0,1,2,..., назовем дискретным стабилизатором. Для построения стабили­
зирующей обратной связи привлекается задача оптимального управления.

Вспомогательная задача опт имального управления

Выберем натуральное число (VX), n<N<<x>, и рассмотрим вспомогатель­
ную задачу оптимального управления:

Nh

B(Z-Zn4l) =  m in Jjxn4l ( ф / ,  (4)
о

х =  Я х+/;хя41, Xn4l =  V, x (0 )= z ,  *„+1 (O) =  Zn4I,
X(N h)=  0, Xn41(M z )=  0, (6)

|xn4l ( /) |< Z , (7)
Jv(T)J<  L1, t G [0,Л%]. (8 )

Будем предполагать, что для задачи (4 )-(8 ) выполняется условие
nm k(b ,D b,...ir-lb)=n, (D=QxpAh). (9)

Функцию v°(kh\z,Z„+i), k  = 0 ,N ,  удовлетворяющую ограничению (8), 
назовем оптимальным программным управлением задачи (4 )-(8 ), если на 
соответствующей ей (оптимальной) траектории x°(/|z), *;;41( /k l41u e [ 0,Mz], 
системы (5) выполняются ограничения (6), (7) и критерий качества (4) дос­
тигает минимального значения.

Обозначим через G — множество таких векторов zETi", при которых за­
дача (4 )-(8 ) имеет решение для начальных условий zE(7, ]z„4l|<Z.

Функцию V0(Z1Zn4I)=Vw(Olz1ZlH4), zG G, |z,i+i(/)<Z |, будем называть опти­
мальным стартовым управлением типа обратной связи.

Стабилизирующая обратная связь

Покажем, что функция
v(x,x„41)=v°(x,x„4,), xEG’, |x„4||<Z, (10)

является стабилизирующей обратной связью.
Из задачи (4 )-(8 ) следует, что v"(0,0)=0, каждая реализация v(/)= • 

=i'°(x(/),x„+1(0 ), /> 0 , вдоль траектории х(/), х„и(г), /2:0, системы (3) является 
программным управлением.

Методом функций Ляпунова [5,6] покажем, что обратная связь (10) яв­
ляется стабилизирующей. В качестве функции Ляпунова рассмотрим опти­
мальное значение критерия качества IKz,Z11 п ) вспомогательной задачи (4)-(8). 
Ясно, что B(Z,Z„n) — непрерывная функция, В(0,0)=0, B(z,z„u )>0, при  Z^0, 
Zn4I=TiO-

Рассмотрим замкнутую систему (3) с обратной связью (10) и обозначим 
через х(т), х„и(т), ее состояние в произвольный текущий моментт =/cv, соот­
ветствующее произвольному начальному состоянию x(0)=z, х„4,(O)=Zn4l,
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z E Gy \z„n \<L. Функция Ляпунова B(z,z„+,) на состоянии х(т), х„.м(т), прини­
мает значение Р>(х(х ),х„и(т)).

Задача (4 )-(8 ) эквивалентна следующей задаче кусочно-линейного про- 
rpaM N fflpo ва ния:

N - 1 J

I vlF + Z,,+1

JV I

Д г ,г „ +1) =  I n in ^ .
у=о,

I i SjvJ =  ~  F(N h)z - F 1 (Nh)z„+V I v j Ii =  - г н+1>
,-О

к
I vJh +Z11-H

N - 1

J=I'
( 11)

J = U

< 1 ,  I c ^ o yN - I  v ,< Z , ,  J =  O1TV-I,

(Jll)A
где gj f  F x(Nh — t)d ty F(t)ER"x"y /> 0 , — фундаментальная матрица реше­

ний однородной системы х  — A xy матрица N(I)E: Tfxi1 />(), является блоч­
ной компонентой фундаментальной матрицы F ( t ) E  Л 1п+1)Х{" И), I < O1 
решений расширенной системы х =  /Ix +  Axe+,, хп+, =  0:

/  T- т-1(T' F  

■° 11(( )£ «  " — нулевая матрица), у,- —- значение управления v(Г) на промежутке 
( /  +  I )/г[, J =  O1TV-I.

Обозначим: V0 (T ) =  (V j11 J  =  O1TV -I)) — оптимальный план, Kii(XyIonyJon) 
— оптимальная опора [7] задачи ( I l ) 1 /Ш|С /={ 1,2,...,/2,/1+1,4+2,...,/1+1 +TVj —
множество индексов опорных строк, ./Г1ПС./={ I TV) — множество индексов
опорных столбцов, |/оп|= |/оп|.

Под действием управления v(t )= v°(x(t ),x„h1(t )) система (5) в моментт+А  
окажется в состоянии (х(т+А),х„+1(т+/г)).- Управление v(/A)=v°((j+1)A |x(t ),
-х+нСОК ./ =  0, TV — 2, V((TV-I)A)=O является допустимым для задачи ( I l)  с 
начальным условием (z =x(x+h)y £„.н =х„+1(т+А)). Критерий качества

N - 1 

J=I
I Vi k  + Xm (X) = В(х(х),х„+1(х)).B(x(x+h),  х,н1(т+ A ))=  ^ ^ v 'V ; + x h+1(t)

J=I ______
Знгшит, и на оптимальном управлении vn(kh), le — 0 ,N  — \, выполнится 

неравенство: ll(x(x+h), х„+1(т+А))< Д х (т ), х„+,(т)).
Покажем, что равенства

Дх(т),х„+1(т))= Дх(т+А),х„+1(т+А))=...= B(x(x+Nh),xn+l(x+Nh)) (12) 
могут выполняться не более, чем в течение TV шагов.

Пусть равенства (12) выполняются в течение TV шагов. Для получения 
оптимального управления v°(x (t +TVA),x„+1(t +TVA)) в  момент т +TVA стабилиза­
тор решает задачу (4 )-(8 ) с z=x(x+Nh), z n+i=x„+{(x+Nh). Эта задача эквива­
лентна следующей задаче кусочно-линейного программирования:

2 J V - 1

Д г , ?„+,) =  mill
J=U

J

I v1F + Zll+,

N - 1 2 jV - 1

I s jVj + I tg jVj = - F ( N h ) Z - F 1(Nh)Z,,+^ (13)
J=O J = N

2JV—I
I v = -
J = 0

Ч н - 1’ I  Vjh + г„+1
J  =  O

< L y к  =  0.2TV — I,

v°(t +  jA|Z,г„+1 )½  V. <  v"(t +  jh \zyz„+x), ./ =  O1A T -I1 v. <  A1, j  = N yI N -
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Задачу (13) сведем к эквивалентной задаче линейного программирова­
ния и будем решать двойственным методом (7). Начальную опору задачи
(13) построим по оптимальной опоре K0(X jnmJon) следующим образом: заме­
ним во множестве индексов Jou индексы (0,...,7 /-1} на индексы 
В этом случае опорный план будет невырожденным. Среди оценок А,,
j  =  N J N  — I обязательно найдутся ненулевые, гак как тождество 
Л Л,=...= A 2a4==O противоречит предположению (9). Поэтому на оптимальном 
плане задачи (13) выполнится неравенство:

B(x(x+Nh), x ll+l(x+Nh))<B(x(x), х„.п (х)).
Таким образом, последовательность {B(x(kh),xltH(kh))}M ) при /с=0,1 ,2 ,... 

Отсюда легко показать, что ||х(/)||->0, |хи+1|-»0 при Н>°°. Этим завершается 
доказательство стабилизирующего свойства обратной связи (10).

Алгоритм работы стабилизатора

Согласно определению, стабилизатор в момент времени X=Ich должен 
знать значение i'0(AA|x(/cA),x,H ,(/сА)) оптимального программного управле­
ния задачи (4 )-(8 ) для состояния z= x(kh), z H+1= x„+1(/cA). Эта задача эквива­
лентна задаче (11). В момент т+/г для выработки управления v(x+h) стаби­
лизатор должен знать решение задачи (4 )-(8 ) при z= A0< + l)h), ?„н =  
=х„ N((/c+1)/;.).

Задача (11) в различные моменты временит ит+А, как и эквивалентная 
ей задача линейного программирования, отличается лишь векторами правых 
частей, и это отличие тем меньше, чем меньше h. Согласно теории линей­
ного программирования [8], наиболее эффективным методом решения за­
дачи ( 11) является двойственный метод, так как он позволяет за небольшое 
количество итераций построить оптимальную опору задачи ( 11) в момент 
времени т+/г, если в качестве начальной опоры взята оптимальная опора 
задачи ( 11) в момент времени х . Итерации двойственного метода на совре­
менных вычислительных машинах осуществляются за небольшое время. 
Если время, затраченное конкретным вычислительным устройством на 
построение новой опоры по старой опоре, меньше чем А, то можно гово­
рить, что для данной задачи с помошыо данного вычислительного устрой­
ства можно реализовать стабилизирующую обратную связь в режиме ре­
ального времени [9,10|.

В качестве примера рассмотрим 
задачу стабилизации ограниченными 
инерционными управлениями двух 
материальных точек, соединенных 
упругой связью (рис.I).

Пусть поведение такой системы 
Рис. I . описывается уравнениями:

X1 =  X2, X2 = - 9 x j + 9 x 3, X3 = X 4, х4 =  3х, — Зх3 +и, m =  v (14)

(X11X2lX3lX4tMGZi), где х,,х, — отклонение первой и второй точек системы от 
состояний равновесия X1=X 3=O; X21X4 — скорости этих точек; и — управляю­
щее воздействие; v — скорость изменения управляющего воздействия.

В качестве вспомогательной задачи рассмотрим задачу перевода двух ма­
териальных точек из произвольного состояния в состояние равновесия 
X1=X2=X3=X4=O1 м=0 с минимальным расходом топлива.

П усть в начальный момент- /= 0  рассматриваемая система находилась в 
состоя н и и  X1(O)=O11, X2(O)=O1 х3(0 )= 0 ,1 , X4(O)=O1 м (0)=0. Т ребуется перевести  
ее в м ом ен т Nh в состояние

X1(ZVA)=O1 X2(Nh)=O, X3(ArA)=O1 X4(ArA)=O1 u(Nh)=0. (15)
При этом будем считать, что доступные управления представляют не­

прерывные кусочно-линейные функции м(/), /> 0 , с периодом квантования 
Л, удовлетворяющие ограничениям

m

( sI (  sI

/ \ / \
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Качество допустимых управлений будем оценивать по значению функ­
ционала

Nh

j\u(t)\dt ^  тт.  (17)
о

При решении задачи были выбраны следующие значения параметров: 
L=  I, Хх=3. Приведем результаты вычислений.

\u{l)\<L, \й(t)\<L̂ , t> 0. (16)

№  F п 1 а I 111
* JiiJi 111
1 В I 111

_! LiUUiJ L

щ\in а
,in и

JlIUL

I 1 ||
' 'II II-, 11 
111[ и I и ;i

п11 о■ I
JUl IL

0,5 1,5 t

Рис.З.

На рис.2 представлены изменения 
первой и третьей координаты систе­
мы (14) по времени при фиксирован­
ном значении N=  20 и различных значе­
ниях А. Кривая I  соответствует A=0,25, 
кривая 2  — A=O, 15. Процесс стабили­
зации останавливали в момент х * при 
выполнении условия ||х(т*),х„+1(т*)|| <
< 10-3||х0,//0||. При этом фиксировали 
моментт0, при котором ||х(т0),хп11(т0)|| <
<  10"2||х0,м0||. Для А=0,25 — т*=28,8, 
т0=9,44; для А=0,15 — т * = 11,64, т0=6,9.

На рис.З представлены данные о 
количестве итераций двойственного 
метода для решения вспомогательной 
задачи линейного программирования 

в каждый момент временит =AA, /с= 1,2,... при А=0,15, N=20.
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