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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ 
И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
Ф И З И К А 
Том 54, № 2 
«февраль, 1983 

КОВАРИАНТНОЕ ТРЕХМЕРНОЕ УРАВНЕНИЕ 
ДЛЯ ВОЛНОВОЙ ФУНКЦИИ JC-МЕЗОНА В СОСТАВНОЙ 

МОДЕЛИ СПИНОРНЫХ КВАРКОВ 

Саврин В. И, СкачковН. Б., Тюменков Г. Ю. 

Получено ковариантное одновременное уравнение, описывающее 
состояние со спином, равным нулю, системы двух спинорных кварков. 
Для квазипотенциала, выбранного в виде амплитуды одноглюонного об­
мена, исследуется асимптотика волновой функции. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Согласно кварковой модели я-мезон представляет собой связанное со­
стояние кварка и антикварка. После открытия я|ь и Y-частиц и успешного 
описания их спектра на основе уравнения Шредингера как составленных 
из тяжелых очарованных и прекрасных кварков частиц установилось мне­
ние, что входящие в я-мезон кварки должны быть легкими, а их относи­
тельное движение в пионе должно носить релятивистский характер. 

В связи с этим для описания движения кварков внутри пиона необ­
ходимо применять релятивистские уравнения для двух частиц типа урав­
нения Бете — Солпитера [1] или трехмерные уравнения, возникающие в 
одновременном подходе Логунова — Тавхелидзе [2, 3] и в диаграммной 
технике Кадышевского [4, 5]. 

В настоящей статье мы применим ковариантные трехмерные одновре­
менные уравнения для изучения асимптотического поведения волновой 
функции я-мезона в рамках квантовой хромодинамйки (КХД). Интерес к 
этой задаче в последнее время связан с проблемой изучения асимптотиче­
ского поведения упругого форм-фактора я-мезона на основе КХД. Естест­
венно, что поскольку в КХД пока нет метода описания взаимодействия 
на больших расстояниях, то в ее рамках речь может идти лишь об изуче­
нии волновой функции я-мезона на малых расстояниях, т. е. об асимптоти­
ке волновой функции пиона при больших относительных импульсах. 

В настоящей статье мы применим для изучения асимптотики волновой 
функции пиона формализм ковариантных одновременных двухчастичных 
уравнений для системы, образованной из двух частиц со спинами V2. 

Ковариантная одновременная волновая функция (ВФ), описывающая 
относительное движение в кварк-антикварковой системе, определяется че­
рез ВФ Бете —Солпитера соотношением [3, 6, 7] • .•'• 

<1.1) WMT (р1,Р2)=->--т--^йа(Ак1
рр1,в1)Х 
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X<O|r^.(^j^(--^)}l i l f,K;5 f0> f 

где ЧГОг) и W (x) — операторы полей кварка и антикварка, Р=р1-\-р2, x=* 
=Xi—xz, вектор \М, К; 5, а> характеризует составную систему в целом, 
обладающую массой М, спином S и его проекцией а и движущуюся с им­
пульсом К. Наличие под знаком интеграла инвариантной 8[КРх] функции 
обусловливает в с.ц.и. (кР

1Х=Р11/уР2)'кр=1*/~\еР2=0 равенство времен Xi0=x2
0i 

кварков. 
Для учета хромодинамичеекого эффекта «асимптотически свободного» 

поведения константы связи мы будем использовать предложенную в [10] 
модификацию амплитуды одноглюонного обмена в области малых значений 
квадрата переданного импульса Q2, которая в релятивистском конфигура­
ционном представлении обеспечивает наиболее простой вид соответствую­
щего квазйпотенциала. Релятивистское одновременное уравнение для спи­
новых волновых функций (1.1) имеет вид [6, 3, 7—9, 11] 

(1.2) 2А°, т%р[М- 2Д°,тХр] W$2
K(AP, т%р) = 

d*Ak, 
^\3~ \ ~777о Voi'On' ( Д Р , ткр, &к, тХру г) Т м > К {/\к, т\р). (2я)8 J 2 4 U , 

В (1.2) вектора Лр>тхР и Ak>m%p представляют собой ковариантные обоб­
щения векторов импульсов частиц в с.ц.и. до рассеяния Pi=—Рг=р и пос­
ле: ki=—k2=k. Они вводятся согласно Г12, 7] с помощью соотношений 
U = l , 2 , 3 ) 

аз) л ; : ^ Р ^ ^ 

где ЛяР — матрица чистого лоренцева преобразования в систему покоя со­
ставной частицы, движущейся с 4-скоростью ХР^—Р^/^Р2, так что 

> Р (ж , o) = (iVP). 
Временные компоненты определены соотношениями 

(1.4) Ар,тьр=Ро=У\т2+Ар>тьр; ' Д ^ Р = А 0 = | / т 2 + А ^ р . 

В уравнении (1.2) импульсы всех частиц принадлежат массовому гипер­
болоиду 0=^=1, 2) 

(1.5) (Ар^р)2-(АР}тхр)2===т2
1 Ры2-$*=т\ 

но их временные компоненты находятся вне «энергетической поверхности» 
о о 
Po^h. 

Как было показано в [3, 13] и [9, 11], уравнения для одновременной 
волновой функций системы двух частиц со спинами V?, получаемые в рам­
ках одновременной формулировки Логунова — Тавхелидзе [2] и на основе 

•174 



диаграммной техники Кадышевского [5, 8], совпадают. Квазипотенциал 
РаЙ/ (Ap>mxP; Aft> тхР; Р2) строится из инвариантных матричных элементов 

релятивистской амплитуды рассеяния. Величины Д*>,ялр=(р)о,- входящие 
в свободную функцию Грина уравнения (1.2), являются релятивистскими 
-инвариантами, как и элемент объема интегрирования й3ААтхр/2Д^шХ. Ко­
вариантность всего уравнения (1.2) доказана в [8] и [9]. 

Основной целью настоящей статьи является последовательный учет 
спиновых степеней свободы кварк-антикварковой системы в пионе, изуче­
ние их проявления в ядре взаимодействия, а также влияния на поведение 
волновой функции при больших значениях относительного импульса. 

2. УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ОТНОСИТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ КВАРКА 
И АНТИКВАРКА ВНУТРИ ПИОНА 

Мы будем использовать в уравнении (1.2) квазипотенциал, построен­
ный из амплитуды обмена безмассовой векторной частицей (глюоном), 

<2.1) VTZ (Ap,m,p; А м * р ) Ч 5 Л Р 1 ) ^ 
XF0(g2), 

где 
(2.2) ,V0(q')=-g2l(pi-kir, q=Pl-K 
ш константа g2, может быть зависящей от Q2 в случае КХД. Как отмеча­
лось в [9], поляризационные индексы о* и \\ у квазипотенциала (2.1) 
«сидят» (по терминологии работ [14, 12]) каждый на своем импульсе. 
Удобно перейти от (2.1) к такому квазипотенциалу, у которого все ин-

0 
дексы «сидели» бы на одном импульсе, скажем р^А р> т%Р. Это достигается 
путем преобразования [9] 

<2.3) 2̂Й(р,к)= £j В&'^^рг)}*---

2р lp 2p 

xDt /2
oVo{F-i(A0 o)}^/'„,v1{ir-1(Ap,AJ}x 

lp Ik . ^»Pi lfe 

xDy\,Vfj{V-4^,p2)}Dlh
0 . { T - M A P , * , ) } , . 

2p 2fe kz V2k,Vz 

тде суммирование ведется по повторяющимся индексам а 0 и v0 , v 0 
гр т гр 

(г=1, 2). Матрицы £),/2{У_1(Лр, к)} описывают вигнеровские повороты спи­
ртов 1/2'i?'{V'~1(Ap, /с)} = (Ллр-%)""1Лр~1Л/1, где АР —матрицы соответствую­
щих чистых преобразований Лоренца: АР(т, 0)==(/?0, р). В качестве со­
провождения у поляризационных индексов в (2.3) мы поставили тот им­
пульс, на котором «сидит» каждый из индексов (см. подробнее в [9]). 
В результате проведенных в (2.3) последовательных «пересадок» поляри-

а 0' ° ° 
зационных индексов у амплитуды -рМр

 V
2P все спиновые индексы 

гр гр 
о 

оказываются «сидящими» на одном импульсе р. 
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Во втором приближении по константе связи амплитуда 
°о а о 

1р 2р 
О О 

VWVQV 0(k(—)p; p) может быть представлена в виде 
1р 2р 

0 ° О О 0 # ' и * " О О О 
(2-4) V^v%0 (к(-)р;р) = | 1 % ( к ( - ) р ; р ) ^ ^ , 

l p 2p l p 2p 

где §а — двухкомпонентные паулиевские спиноры, а оператор V{2) соглас-
о о 

но [9] записывается через переменную А=к(—)р —передачу импульса в 
пространстве Лобачевского следующим образом: 

А0—т А2 

i{o,+e,) r „ w ; i f 2ft , 1 1 2 2 • 
7?г2 I А0—/тг A 2 J яг2 

х j . -M.+»)+2fc(fA)-2»- j f c { | ( ) | ^ х 
А0—иг т 2 

Х[р°ХА]}2/А2лг2, 

Переменная А̂ , = (Ло А^ (2.5) определена следующим образом: 
р 

0 О D0 Г° 
(2.6) А = = ( Л ^ ) = к - ^ - U, 

О О 

кр 
О 

Ро + т J 

о 
= к(-)р, 

0 0 0 0 

(2.7) д0 = (ло^)0==А^Е 
р ™ 

(2.8) t=(p~k)2=2m2-2mA0. 
0 0 0 

Как мы видим, первые два члена квазипотенциала F(2)(k(—)р; р) (2.5) 
являются локальными функциями в импульсном пространстве Лобачевско-

о о 
го, т. е. зависят лишь от разности двух векторов к(—)р=А [15] в этом 
пространстве. Остальные содержат, кроме вектора передачи импульса А 

0 

в пространстве Лобачевского, еще и зависимость от р. 
Произведем теперь аналогичную пересадку поляризационных едино-

• о ' 

вых индексов и у волновой функции Ч?omip)<'ЭТО осуществляется С по­
мощью вигнеровских поворотов [9, ч. III] 

(2.9) ^ о 0 ! а „ ( р ) = ^1- D^'^<V~1(A-%P,Pl)}X 

IP 2P ОиОг=±Чг гР 

01, О2 (р).. 
2 р 

После того как сгйгаы частиц и их поляризационные индексы «пересажены» 
о 

на один импульс р (чему отвечает их квантование на одну ось, выбранную 
о 

вдоль вектора р), мы имеем право провести сложение спинов [14, 9] и 
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перейти к волновой функции, характеризуемой полным спином £ и его-
проекцией о°р [9, ч. I I I ] : 

(2.10) ЧГ8,o0(v) = V , <V». V2; о 0a0\Sa0y Ya 0<J 0(p). 

1р 2р 

Для интересующего нас состояния с полным спином 5 = 0 и о£—0 мы на­
ходим, что соответствующая ему волновая функция есть 

(2.11) T0,0(p) = J U Т о х о ( р ) - Y \ о х о(р)1 
1/2 1 V P ' ~ T P ~ Т Р ' Т Р J 

Как было показано в [9, ч. III] , после пересадки в уравнении (1.1) всех 
0 

спиновых индексов ои о / на один импульс р=Ар,тА,Р и последующего сло­
жения спинов уравнение (1.1) для СОСТОЯНИЯ С нулевым спином 5 = 0 при­
обретает вид 

(2.12) 2 A ; ) W , p ( M - 2 A P V p ) ¥ s = 0 ( A p , ^ p ) = 

Л*71) J *Akf'mA,P. 

где; 

(2.13) F S = = 0 (A* ,^ P ( - - ) Д Р | т Л ? ; p) = 

- £ £ <44-'л|00>х 
а 0, а 0=*±V«v 0 , v 0 « ± V * 

ip 2р 1р 2р 
а о а о о 1 1 

х П 1 ^ (А,,тХр (-) др,тЯр; р)'<-р—г-;v оv о| оо\ . 
1 р 2р • • 1 р 2 ^ 

Простые вычисления показывают, что второе слагаемое в (2.5) вносит 
в матричный элемент (2.13) вклад, равный 

(2.14) -g 2 2A 2 /A 2 =-2g 2 , 

а третье и последнее слагаемые дают нулевой вклад. Четвертый член в. 
(2.5), содержащий лишь члены, описывающие орбитальное движение, мо­
жет быть с помощью равенства 

о о 

(2.15) j - < = *—г— «-л* 
Ao—ra Ao—m 

преобразован к виду 

g2 Ро(Ао+т)+2Д(рА)-2^г3 

(2.16) 2; 
Ao—m 

о 
-2g2 \(P°kQ-m2\ 1 ' A ' ] 

L \ яг / Д0—яг яг2 J 
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Собирая вместе первое й пятое слагаемые из (2.5) и складывая их о 
{2.14) и с (2.16), мы находим, что 

о 
, 0 

42.17).' уГ(1(-)^)^(2т-ЩГт1-,. 
Л т /До—т 

В результате уравнение (2.13) может быть записано в виде 
о 

<2.18) 2ро(М-2р0)Тм=" (р) = — — J* - ^ (4oh-2m>)X 
(2я)3 2°к0 

Х7„(к( - )р )¥м = ° (к ) , 
где 

° 2g2 2g2 
<2.19) F . (k ( - )p ) 

<?2 2т2-2тА0 

8=0 ' 0. 
Разлагая Ч'м (р) и F0 по парциальным волнам (согласно [12] такое 

разложение носит инвариантный характер, см. подробнее в [9, ч. I I I ] ) : 

(2.20) YSM0(l) = V(2l + l)il-r.(pMl(p)Pl(n0), 
Ь? \Р\ Р 

Q о ° о о УТЛ (21 -4- 1) ° ° -—^ 
(2-21) Fs=° (k ( - ) р, р) = у \ ( + > V, (к, р) Pl (cosn0n0), 

* = 0 Р 

0 0 

мы для q>Mi (р) находим уравнение (р== | р |) 
о 

<2.22) 2р0(М-2р0)ц>ш(р) = г-^-^^-^(2рок0-т')Х 
(2я)2 ° 2&о 

0 • 

Х ( ? г ( - ^ ^ ) ф м г ( й ) . 
кр 

о о 
В нерелятивистском пределе fc0-^mc2+A2/27?z, 

и уравнение переходит в уравнение Шредингера в импульсном представ­
лении 

(2.24) (Х.+Е.)^т/(г)-^!Х 

о 

Легко показать, что аналогичное (2.18) уравнение возникает, и если в 
исходное уравнение (1.2) мы подставим волновую функцию, выбранную 
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в виде 
/ 0 N 

(2.25) Ум (p)=Hgg>(Pi)T»^(P2)i- Q ', i?0 = ^ ~ ' ? 

2р0 

а квазипотенциал — в том же виде (2.1) и (2.2). Действительно, в этом 
случае имеем 

(2.26) (Я-2р0)ив(р1)1Гвйд(р2)фм(р) = 
о 

1 r d(3)k _ 

(2я)3 (2к0у 
- О О 

Хив(Р2)К.(к(-)р)кд(Л1)Тв55(Ла)фм(к). 
Умножая слева на щ{р2)^ъщ{р^) и суммируя по поляризациям, получаем 

2(2ро)2(Ж-2^о)фм(р)'= 
о • 

1 ^ ^ ^ Л ^ ^ У о ^ Ы ^ ф м Л , 
(2я)3 (2Л0)а 

где 

(2.27) А'(р, fe)=Sp{(p2-7w)^(p1+m)r(fci+^)T5(p2-^)T,}== 

=—4{4(^^2) (fci/c2) +47?г2 ()fcife2) +47/г2 — 
-2т2{рл+р2) (кл+к2)+Ы2}, 

(2.28) 4 (А к)=А'2°р02ко(2р0к0-т2). 

Подстановка (2.28) в (2.26) и приводит к уравнению (2.18). 
Обратимся теперь к вопросу изучения асимптотики волновой функции, 

удовлетворяющей уравнению (2.18). Ограничимся вначале рассмотрением 
сферически-симметричного s-состояния и перейдем в (2.18) к новым пере­
менным — быстротам кварков % путем перехода к параметризации импуль­
сов 

0 

(2.29) Po^^p,rnkp=rnch%P; к0^Ап,ткр==шсЪ%к1 
р'О. О 

Р ft 
:n*=p/|.p|; nfe==k/|k|. 

В результате интегрирования по полярному углу в (2.18) мы приходим 
к уравнению 

(2.30) , С Ь Х Р ( ~ - С Ь Х Р ) Ф М ( Х Р ) = 

2(2я) 
—^ d3Cklch(5Cp-Xk)+ch(xp+%k)-l]X 
i j t ) 3 J 

о 

Xp+Xft 

X j d#sh#y0(2mshz//2^M(Xfc). 
IXp-Xftl 
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Здесь мы перешли с помощью соотношения 

(2.31) K " ° ( l A , , » x p l ) - K " 0 4 w s h x p ) = — ^ Ф М ( Х Р ) 

к новой волновой функции Ф(ХР) и в квазипотенциале воспользовались 
следующей параметризацией квадрата переданного импульса: 

(2.32) д2=(р1-к1)2^2т2-2тАо=2т2-2тУт2+{р(-)к)2^ 
=-(2mshy/2)2=-Q2, 

где 
(2.33) ch y=ch %р ch %k- (npnA) sh %p sh %k. 
В терминах этих переменных для квазипотенциала электромагнитного 
взаимодействия имеем выражение . 

(2.34) F0 (2ггг sh у 12) = 
У ™ 2sh 2#/2 ' 

а для квазипотенциала, соответствующего в КХД одноглюонному обмену, 
соответственно 

,(2.35) vfx*(2mshy/2)=- ( 4 я ) 

р0(?21п(?7Л2 

(2я)2 

2$0т2 sh2 у 12 In / — - sh у 12 \ 

.где Ро=Н- 2 / з^ / . 
Асимптотику волновой функции при \А<р,т%Р\-+оо можно найти из ин­

тегрального уравнения (2.30), если мы совершим в его правой части 
непосредственно под знаком интеграла переход к пределу %v-^°°. Таким 
образом, получаем 

(2.36) фм(ХР) - • , 0 ,2{мм——г—г— ^Х»ЛФмЫ• 
( 2 я г Ш/2га—ch Y.J «J 

m2 sh %pFo (2m sh XP/2) 

(2n)2(M/2m-ch%p) 

Из (2.36) мы заключаем, что в случае квазипотенциала квантовой элек­
тродинамики (КЭД) (2.34) асимптотика КЭД имеет вид 

a sh Xp 
/ 0 Q _ . кэд • asnjcp . 1 f , Y 

; ( 2 - 3 7 ) ф - Ы " 2 ^ c h v . - M / 2 ^ V c h ^ - П J ^ X f e X 2я (ch XP -M/2m) (ch Х Р - 1 ) 

а в случае КХД 

М у (chxp-1) 

Хфм (Xft) — const/ ch XP, 

/о oo\ КХД/ \ ~ shxp 1 v 
(2.38) фм Ш-~ — ' 77—'TI—~77,X 

4 - 2 p „ ( c h b - — ) 

чх * f J К ХД / N C 0 I 1 S t 

2m Д р Л о ХР&ХР ln(-rshT) 
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3. ФОРМУЛИРОВКА УРАВНЕНИЯ В РЕЛЯТИВИСТСКОМ 
КОНФИГУРАЦИОННОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ 

Совершим теперь в уравнении (2.18) переход к релятивистскому кон­
фигурационному представлению, введенному ранее в [15] с помощью 

о 
разложения волновой функции срм (р) на группе Лоренца: 

(3.1) ¥к(р) = |Л|*(р,г)Ч1Гм(г), 

О 

<3.2) Y M < T ) = - . 7 2 ^ J ^ E ( P , T ) Y M ( P ) , 

где функции [16] 

r^-pni-1-^ 
(3.3) t (p,r)= ~ ; r=rn; n2=l, 

L m J 
реализуют основную серию унитарных неприводимых представлении 
группы £0(3.1) и образуют полную и ортогональную систему функций 
на массовом гиперболоиде (1.5). С помощью соотношения [15] 
(3.4) . #o6(p,lf)=2(0p)o6(^г),• 

т д e . ; •" •: 

I i д \ 11 • I. i д \ Де,Ф / i, д \ 
(3.5 Но=2тсЦ - )+ —sh — — )-^ехр(—— \т дгI r \ m дг/ гаг \т дг 1 
— конечно-разностный оператор свободного гамильтониана, уравнение 
'ч(2.18) можно записать в виде 

(3.6) # o ( M - # 0 ) W M ( r ) = ^ ^ 

Как мы видим из (3.6), в спиновом случае взаимодействие входит в урав­
нение весьма сложным образом. 

Рассмотрим теперь парциальное разложение волновой функции 
оо 

,(3.7) Y * = 0 ( r ) = ^ (21+1)11-^<?м7{г)РМ) 
1 = 0 

и ограничимся лишь s-состоянием. Для Фм^о (г) Р аДж а л ь н о е уравнение 
имеет вид 

(3.8) Но (М-Но )фм,1-о(г) = \ Йо 0 2 Но -V0(r) cpM,z=o(r), 

где для 1=0 

(3.9) Йо%о==2тсъ(—^Л. 
\т or/ 

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В настоящей работе нами получено ковариантное уравнение для вол­
новой функции связанного состояния системы кварка и антикварка со 1 

«спином 72, находящихся в синглетном состоянии с полным спином 5=0. 
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Это уравнение может рассматриваться как уравнение для описания от­
носительного движения кварков в jt-мезоне. Нами получен вид асимпто­
тики волновой функции в импульсном представлении при больших зна­
чениях относительного импульса. В следующей работе мы детально ис­
следуем поведение волновой функции и спектры масс связанного 
состояния. 

Авторы благодарны В. Г. Кадышевскому, С. П. Кулешову, А. В. Сидо­
рову и И. Л. Соловцеву за полезные обсуждения. 
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COVARIANT THREE-DIM Г NSIONAL EQUATION FOR я-MESON 
WAVE FUNCTION IN COMPOSITE MODEL OF SPINOR QUARKS 

SAVRIN V. I . , SKACHKOV N . В . , TYUMENKOV G. Yu . 

Covariant one-time equation is derived which describes zero-spin states of a sys­
tem of two spinor quarks. For the quasipotential chosen in the form of the one-gluon* 
exchange amplitude, the asymptotics of the wave function is investigated. 
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