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Построено аналитическое решение граничной задачи, описывающей процесс проникновения звукового поля сфериче-
ского излучателя, который расположен внутри тонкой незамкнутой сферической оболочки, через проницаемую сфери-
ческую оболочку. Численно исследуется влияние некоторых параметров задачи на значение коэффициента ослабления 
(экранирования) звукового поля внутри сферической оболочки. 
 
Ключевые слова: парные сумматорные уравнения по полиномам Лежандра, бесконечная система линейных алгебраи-
ческих уравнений второго рода с вполне непрерывным оператором, коэффициент ослабления звукового поля. 
 
The analytical solution of the boundary problem which describes the process of penetration of the sound field of a spherical 
radiator located inside a thin unclosed spherical shell, through the permeable spherical shell is constructed. The influence of 
some parameters of the problem on the value of the attenuation coefficient (screening) of a sound field inside the spherical shell 
is numerically investigated. 
 
Keywords: dual series equations for Legendre polynomials, infinite system of linear algebraic equations of the second kind with 
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Введение  
Задача о рассеянии звуковых волн на систе-

ме тел различной конфигурации имеет большое 
количество практических приложений в электро-
акустике, гидроакустике, медицинской диагно-
стике, биоакустике, конструировании много-
слойных звукопоглощающих панелей для защи-
ты от шума и вибрации [1]–[5]. 

Библиография по решению задач рассеяния 
весьма обширна. Рассмотрим лишь некоторые 
работы, имеющие отношение к данной теме ис-
следования.  

Рассеяние плоской звуковой волны на двух 
разнесенных идеальных (акустически мягких 
либо жестких) сферах одинаковых или разных 
радиусов исследовано в работах [6]–[8]. В [9] 
задача рассеяния плоской звуковой волны на 
двух проницаемых сферах, одна из которых име-
ет малый радиус, решена методом разделения 
переменных в сочетании с теоремами сложения 
для сферических волновых функций. Рассеяние 
звука на системе тел, ограниченных гладкими 
поверхностями, рассмотрено в работах [10]–[12]. 
Задача рассеяния сферической звуковой волны 
на плавающем твердом сферическом теле ме-
тодом граничных элементов решена в [13]. Ме-
тодом  разделения  переменных  решена  задача 

рассеивания плоской звуковой волны на порис-
той сфере [14] и сфере, покрытой эластичным 
пористым слоем [15]. В работах [16], [17] рас-
сматривается рассеяние плоской звуковой волны 
на двух упругих сферических оболочках. В рабо-
те [18] рассмотрена дифракция звука на радиаль-
но-слоистой изотропной термоупругой сфериче-
ской оболочке. В [19], используя интегральное 
преобразование типа Абеля, приведено решение 
задачи рассеяния плоской звуковой волны на 
сфере с отверстием. 

В данной работе построено точное осесим-
метричное решение задачи о проникновении 
звукового поля через сферическую оболочку. В 
качестве источника поля рассматривается точеч-
ный сферический излучатель, расположенный 
внутри тонкой незамкнутой сферической обо-
лочки. С помощью соответствующих теорем 
сложения [20] решение поставленной задачи 
сведено к решению парных сумматорных урав-
нений по полиномам Лежандра, которые преоб-
разуются к бесконечной системе линейных ал-
гебраических уравнений (СЛАУ) второго рода с 
вполне непрерывным оператором. Исследуется 
влияние некоторых параметров задачи на значе-
ние коэффициента ослабления (экранирования) 
звукового поля внутри сферической оболочки. 
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1 Постановка и представление решения 
задачи 

Пусть все пространство 3R  разделено кон-
центрическими сферами ( )1 1 1S r a=  и ( )2 1 2S r a=  
с центром в точке 1O  на три области 0 ,D  1,D  

2D  (рисунок 1.1). В области 0D  находится иде-
ально тонкая незамкнутая сферическая оболочка 

1Γ  с углом раствора 0 ,θ  расположенная на сфе-
ре Γ  радиуса a  с центром в точке .O  В точке 
O  расположен сферический излучатель с круго-
вой частотой .ω  Области ,jD  0,1,2,j =  запол-
нены материалом, в котором не распространяют-
ся сдвиговые волны. Плотность среды и скорость 
звука в области ,jD  0,1,2,j =  обозначим соот-
ветственно через ,jρ  .jc  Расстояние между точ-
ками O  и 1O  обозначим через .h  

Для решения задачи свяжем с точками O  и 
1O  сферические координаты. Сферическая обо-

лочка 1Γ  описывается следующим образом: 

1 0{ ,  0 ,  0 2 }.r a θ θ π ϕ πΓ = = ≤ ≤ < ≤ ≤  

 
Рисунок 1.1 – Геометрия задачи 

 
Обозначим через cp  давление исходного 

звукового поля, jp  – давление рассеянного зву-
кового поля в области ,jD  0,1,2.j =  

Решение дифракционной задачи сводится к 
нахождению давления ,jp  0,1,2,j =  удовлетво-
ряющего: 

– уравнению Гельмгольца 
2 0,j j jp k pΔ + =  

где 
2 2 2

2 2 2x y z
∂ ∂ ∂

Δ = + +
∂ ∂ ∂

 – оператор Лапласа, 

/j jk cω=  – волновое число;  

– граничному условию на поверхности сфе-
рической оболочки 1Γ  – акустически жесткой 
оболочки: 

( )
1

(0)
0 0,cp p

n Γ

∂
+ =

∂
                 (1.1) 

где n  – нормаль к поверхности 1 ;Γ  
– граничным условиям на проницаемой 

сфере 1:S  

11
0 1 ,SSp p=    

1 1

0 1

0 1

1 1 ,
S S

p p
n nρ ρ

∂ ∂
=

∂ ∂
  (1.2) 

где n  – нормаль к поверхности 1;S  
– граничным условиям на проницаемой 

сфере 2:S  

2 2
1 2 ,S Sp p=   

2 2

1 2

1 2

1 1 ,
S S

p p
n nρ ρ

∂ ∂
=

∂ ∂
  (1.3) 

где n  – нормаль к поверхности 2 ;S  
– условию на бесконечности [21]: 

0
0 0

( )
lim ( ) 0,

M

p M
r i k p M

r→∞

⎛ ⎞∂
− =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

     (1.4) 

где M  – произвольная точка пространства. 
 Потребуем также выполнения условия не-
прерывности давления на открытой части сфери-
ческой оболочки 1\Γ Γ  и производной по норма-
ли на сфере :Γ  

( ) ( )
1 1

(0) (1) (2)
0 0 0\ \

,cp p p p
Γ Γ Γ Γ

+ = +        (1.5) 

( ) ( )(0) (1) (2)
0 0 0 ,cp p p p

n nΓ
Γ

∂ ∂
+ = +

∂ ∂
     (1.6) 

где n  – нормаль к поверхности .Γ  
Реальные звуковые давления вычисляются 

по формуле  

( )Re ,i t
j jP p e ω−=  

i  – мнимая единица, 0,1,2.j =  
Давление исходного звукового поля пред-

ставим в виде ряда по сферическим волновым 
функциям [21] 

( )

( )

0
(1)

0 0

(1)
0

0

0 0

( , )

(cos ),

,

ik r

c

n n n
n

n n

ep r P ik Ph kr
r

P f h k r P

f ik

θ

θ

δ

∞

=

= = =

=

=

∑      (1.7) 

где ( )(1)
nh kr  – сферические функции Ханкеля, 

(cos )nP θ  – полиномы Лежандра [22], 0nδ  – сим-
вол Кронекера, P  – const [23]. 
 Представим давление jp  рассеянного зву-
кового поля в области ,jD  0,1,2,j =  в виде су-
перпозиции базисных решений уравнения 
Гельмгольца, принимая во внимание условие на 
бесконечности (1.4): 
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( ) ( )

(0)
0

0 0
0

(1) (2)
0 0 1 1

( , )

cos , ,

( , ) ( , ),

n n n
n

p r

p P c j k r P r a

p r p r

θ

θ

θ θ

∞

=

⎧ =
⎪
⎪= = <⎨
⎪
⎪ +⎩

∑   (1.8)  

( ) ( ) ( )(1) (1)
0 0

0
, cos ,n n n

n
p r P x h k r Pθ θ

∞

=

= ∑  ,r a>  

( )

( ) ( )

(2)
0 1 1

(1)
0 1 1 1 1

0

,

cos , ,n n n
n

p r

P y h k r P r a

θ

θ
∞

=

=

= >∑
  (1.9) 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

(1)
1 1 1 1 1 1

0

(1) (1)
1 1 1 1

0

, cos

cos в  ,

n n n
n

n n n
n

p r P a j k r P

P b h k r P D

θ θ

θ

∞

=

∞

=

= +

+

∑

∑
 (1.10) 

( ) ( ) ( )2 1 1 2 1 1
0

, cosn n n
n

p r P d j k r Pθ θ
∞

=

= ∑  в 2 ,D (1.11) 

где ( )nj k r  – сферические функции Бесселя пер-
вого рода [22]. 

Неизвестные коэффициенты ,nc  ,nx  ,ny  (1) ,na  
(1) ,nb  nd  подлежат определению из граничных 

условий. 
 

2 Выполнение граничных условий 
 Выполним граничные условия (1.1), (1.5), 
(1.6). Для этого представим функцию ( )(2)

0 1 1,p r θ  
через сферические волновые функции в системе 
координат с началом в точке ,O  используя фор-
мулу [20], [21] 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

(1)
0 1 1

0
0

cos

cos , ,

n n

nl l l
l

h k r P

A h j k r P r h

θ

θ
∞

=

=

= <∑
 

где ( ) ( ) ( )( 0 0) (1)
02 1 ,

l n
l n n l

nl
l n

A h l i b h k hσ
σ σ

σ

+
+ −

= −

= + ∑  

( 0 0) 2( 00 | 0) ,n qb nqσ σ=  ( 00 | 0)nq σ  – коэффициен-
ты Клебша-Гордона [21]. 
 Тогда  

( ) ( ) ( )(2)
0 0

0
, cos ,n n n

n
p r P T j k r Pθ θ

∞

=

= ∑  

    ( )
0

.n k kn
k

T y A h
∞

=

= ∑                   (2.1) 

 Принимая во внимание представления (1.7)–
(1.9), (2.1), граничное условие (1.6) с учетом ус-
ловия ортогональности полиномов Лежандра на 
отрезке [ ]0, π  примет вид 

( ) ( ) ( )(1) (1)
0 0 0n n n n n n

d d df h c j x h
d d d

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ

+ = +  

( )0 ,n n
dT j

d
ξ

ξ
+   0 0 ,k aξ =   0,1,....n =    (2.2) 

Выполним граничные условия (1.1), (1.5). В 
полученных уравнениях исключим коэффициенты 

nc  с помощью представления (2.2) и, принимая во 

внимание вронскиан функций ( ),nj x  (1) ( )nh x  [22], 
получим парные сумматорные уравнения по по-
линомам Лежандра вида 

( ) ( )

( ) ( )

( )

(1)
0

0 0

0 0
0

0
0

0
0

cos

cos , 0 ,

(cos ) 0, .

n n n
n

n n n
n o

n n
n

n
n

dx h P
d

dT j P
d

x f
P

d j
d

ξ θ
ξ

ξ θ θ θ
ξ

θ θ θ π
ξ

ξ

∞

=

∞

=

∞

=

⎧
⎪
⎪ =
⎪
⎪
⎪= − ≤ <⎨
⎪
⎪ −⎪ = < ≤
⎪
⎪⎩

∑

∑

∑

  (2.3) 

 Для преобразования парных сумматорных 
уравнений (2.3) введем в рассмотрение новые 
коэффициенты nX  по формуле 

    ( )0
0

,n n n n
dx X j f

d
ξ

ξ
= +   0,1,...,n =       (2.4) 

и малый параметр ng  по формуле 

( ) ( )
3

(1)0
0 0

0 0

4
1 ,

2 1n n n
i d dg j h
n d d
ξ

ξ ξ
ξ ξ

= +
+

 

( )2 .ng O n−=                       (2.5) 

 В результате парные сумматорные уравне-
ния (2.3) преобразуются к виду: 

( ) ( ) ( )

( )

( )

0

0

0
0

2 1 1 cos

(2 1)( ) cos , 0 ,

cos 0, ,

n n n
n

n n n
n o

n n
n

n g X P

n f T P

X P

θ

θ θ θ

θ θ θ π

∞

=

∞

=

∞

=

⎧
+ − =⎪

⎪
⎪⎪= + + ≤ <⎨
⎪
⎪
⎪ = < ≤
⎪⎩

∑

∑

∑

  (2.6) 

где 

( )3
0 0

0
4 / (2 1),n n n

dT i T j n
d

ξ ξ
ξ

= +  

( )3 (1)
0 0

0
4 / (2 1).n n n

df i f h n
d

ξ ξ
ξ

= +  

 Используя интегральные представления для 
полиномов Лежандра, парные сумматорные уравне-
ния (2.6) преобразуются к бесконечной системе ли-
нейных алгебраических уравнений (СЛАУ) второго 
рода с вполне непрерывным оператором [19], [24] 

( )
0 0

,

0,1, 2,...,

n k nk k k k nk
k k

X g R X T f R

n

∞ ∞

= =

− = +

=

∑ ∑      (2.7) 

0

0

2 sin( 0,5) sin( 0,5) ,nsR n t s t dt
θ

π
= + +∫  
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( ) ( )0 0sin sin 11 ,
1ns

n s n s
R

n s n s
θ θ

π
− + +⎡ ⎤

= −⎢ ⎥− + +⎣ ⎦
 

( ) 0
0

sin
.

n s

n s
n s

θ
θ

=

−
=

−
 

 Для выполнения граничных условий (1.2), 
(1.3) представим функцию ( )(1)

0 ,p r θ  через сфери-
ческие волновые функции в системе координат с 
началом в точке 1,O  используя формулу [20], [21] 

(1)
0

0 1 1 1
0

( ) (cos )

( ) ( ) (cos ), ,

n n

nl l l
l

h k r P

B h j k r P r h

θ

θ
∞

=

=

= <∑
 

где  

( ) ( )0 0 (1)
0( ) 2 1 ( 1) ( ).

l n
n ll n

nl
l n

B h l i b h k hσ σ
σ σ

σ

+
+ −

= −

= + −∑  

Тогда 

( ) ( )(1)
0 1 1 0 1 1

0
, ( ) cos ,n n n

n
p r P Z j k r Pθ θ

∞

=

= ∑  

 ( )
0

.n p pn
p

Z x B h
∞

=

= ∑                    (2.8) 

Принимая во внимание представления дав-
лений (1.10), (1.11), (2.8), выполняя граничные 
условия (1.2), учитывая ортогональность поли-
номов Лежандра на отрезке [ ]0; ,π  получим сис-
тему линейных уравнений вида: 

(1) (1)
11 12 13 1

(1) (1)
21 22 23 2

(1) (1)
32 33 34

(1) (1)
42 43 44

( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) 0,
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n n n n
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⎪

+ + =⎪
⎨

+ + =⎪
⎪ + + =⎩

(2.9) 

где 
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11 1( ) ,nm n h ξ=    

( )12 11( ) ,nm n j ξ= −  
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ξ
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( )(1)1
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d

ξ
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( )1
42 12

1 12
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ξ
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( )(1)1
43 12

1 12
( ) ,n

k dm n h
d

ξ
ρ ξ

=  

( )2
44 22

2 22
( ) ,n

k dm n j
d

ξ
ρ ξ
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( )1 1( ) ,nm n j ξ= −   

( )0
2 1

0 1
( ) ,n

k dm n j
d

ξ
ρ ξ

= −  

1 0 1,k aξ =   11 1 1,k aξ =    

12 1 2 ,k aξ =   22 2 2.k aξ =  
Решая систему (2.9), получим 

1( ) ,n ny W n Z=   2 ( ) ,n nd W n Z=        (2.10) 
где  

1 1( ) ( ) / ( ),W n n n= Δ Δ    

2 4( ) ( ) / ( ),W n n n= Δ Δ  

( )
( )

11 23 13 21

34 42 44 32

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n m n m n m n m n

m n m n m n m n
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× − +
 

( )
( )

11 22 21 12

44 33 34 43
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+ − ×

× −
 

( )
1 1 34

22 43 23 42

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n m n m n

m n m n m n m n

Δ = ×

× − −
 

( )1 44 22 33 23 32( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m n m n m n m n m n m n− − −  

( )2 34 12 43 13 42( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m n m n m n m n m n m n− − +  

( )2 44 12 33 13 32( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,m n m n m n m n m n m n+ −  

( )
( )

4 32 43 33 42

1 21 2 11

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

n m n m n m n m n

m n m n m n m n

Δ = − ×

× −
 

Из соотношений (2.1), (2.4), (2.8), (2.10) сле-
дует связь между коэффициентами nT  и :nX  

0
,n mn m n

m
T S X f

∞

=

= +∑   0,1,2...,n =       (2.11) 

где  

( ) ( ) ( )0 1
00

( ) ,mn m ms sn
s

dS j W s B h A h
d

ξ
ξ

∞

=

= ∑  

( ) ( )0 1 0
0

( ) .n s sn
s

f ik W s B h A h
∞

=

= ∑  

Преобразуем правую часть (2.7). Исключим 
из правой части коэффициенты nT  c помощью 
представления (2.11) и получим бесконечную 
СЛАУ второго рода 

0
( )n k nk nk k

k
X g R Xα

∞

=

− + =∑  

( )3
0 0

0 0
4 / (2 1) ,

0,1,2,...,

k k k nk
k

df i j f k R
d
n

ξ ξ
ξ

∞

=

⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
=

∑  (2.12) 

( )3
0 0

0 0
4 / (2 1).nk p np kp

p

di j R S p
d

α ξ ξ
ξ

∞

=

= +∑  
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Коэффициенты ,nd  входящие в представле-
ние давления в области 2 ,D  вычисляются через 
решение системы (2.12) по формуле 

( ) ( )2 0
0 0

( ) .n p p p pn
p

dd W n X j f B h
d

ξ
ξ

∞

=

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  (2.13) 

Коэффициент ослабления звукового поля в 
области 2D  вычислим по формуле 

( )1 1 2 1 1 1 2( , ) , / , 0 ,cK r p r p r aθ θ= ≤ ≤  
где 

( ) ( )1 1 0 0 0 1 1
0

, ( ) ( ) cos .c n n n
n

p r Pik B h j k r Pθ θ
∞

=

= ∑  

Если незамкнутая сферическая оболочка 1Γ  
отсутствует, то решение задачи сводится к реше-
нию системы (2.9). В этом случае величина ,nZ  
входящая в правую часть, вычисляется по фор-
муле 0 0 ( ),n nZ ik B h=  а коэффициенты ,nd  вхо-
дящие в представление давления в области 2D  – 
по формуле 2 ( ) .n nd W n Z=  

 

3 Вычислительный эксперимент 
Используя систему компьютерной алгебры 

MathCAD [25], были проведены вычисления ко-
эффициента ослабления звукового поля в облас-
ти 2D  для некоторых параметров задачи.  

Сферические функции  
( ) ,nj x  ( ) ( )(1) ( )n n nh x j x iy x= +  

вычислялись с помощью встроенных функций 
( , )js n x  и ( , ).ys n x  Здесь ( )ny x – сферическая 

функция Бесселя второго рода [22]. Производные 
сферических функции вычислялись с помощью 
формулы [22, c. 258] 

1( ) ( ) / ( ),n n n
d f x nf x x f x
dx += −  0,1, 2,....n =  

Коэффициенты Клебша-Гордона ( 0 0)n qbσ  вы-
числялись по формуле (3.4.17) [21, с. 127]. 

Бесконечная система (2.12) решалась мето-
дом усечения [21]. Вычислительный эксперимент 
показал, что порядок усечения для рассмотренных 
параметров задачи можно взять равным 75. Это 
обеспечивает решение системы (2.12) с точностью 

410 .−  Все бесконечные суммы, входящие в пред-
ставление (2.12), вычислялись с точностью 510 .−  

На рисунке 3.1 изображены графики коэффи-
циента ослабления (экранирования) звукового поля 

1(0,2; ),K θ  10 ,θ π≤ <  для некоторых значений ра-
диуса 2 ,a  если области 0 2,D D  заполнены морской 
водой ( 0 2 1030ρ ρ= = кг/м3, 0 2 1533c c= = м/с), об-
ласть 1D  – льдом ( 1 900ρ = кг/м3, 1 3980c = м/с), 

0,1a= м, / 2,θ π=  1 1a = м, 2h= м, 100f = Гц, 
2 f .ω π=  

 
 

 

 
Рисунок 3.1 – Графики коэффициента 

ослабления звукового поля 1(0,2; ),K θ  10 ,θ π≤ <  
для некоторых значений радиуса 2a  

 
На рисунке 3.2 изображены графики коэф-

фициента ослабления звукового поля (экраниро-
вания) 1 1( , ),K r θ  10 ,θ π≤ <  для некоторых значе-
ний переменой 1 2 ,r a<  на рисунке 3.3 – 1 1( , ),K r θ  

1 20 ,r a≤ <  для некоторых значений переменной 

1,θ  если область 0D  заполнена морской водой 
( 0 1030ρ = кг/м3, 0 1533c = м/с), область 1D  – орга-
ническим стеклом ( 1 1200ρ = кг/м3, 1 2560c = м/с), 
область 2D  – воздухом ( 2 1,29ρ = кг/м3, 2 343c = м/с), 

0,3a= м, / 2,θ π=  1 1a = м, 2 0,95a = м, 2,5h= м, 
150f = Гц. 
На рисунке 3.4 изображены графики коэф-

фициента ослабления звукового поля (экраниро-
вания) 1(0,1; ),K θ  10 ,θ π≤ <  для некоторых зна-
чений угла раствора 0θ  сферической оболочки 

1,Γ  если область 0D  заполнена морской водой 
( 0 1030ρ = кг/м3, 0 1533c = м/с), область 1D  – ор-
ганическим стеклом ( 1 1200ρ = кг/м3, 1 2560c = м/с), 
область 2D  – льдом ( 2 900ρ = кг/м3, 2 3980c =  м/с), 

0,4a= м, 1 1a = м, 2 0,8a = м, 3h= м, 200f = Гц. 
 

 
Рисунок 3.2 – Графики коэффициента 

ослабления звукового поля 1 1( , ),K r θ  10 ,θ π≤ <  
для некоторых значений переменой 1r  
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Рисунок 3.3 – Графики коэффициента 

ослабления звукового поля 1 1( , )K r θ , 1 20 ,r a≤ <  
для некоторых значений переменой 1θ  

 

 
Рисунок 3.4 – Графики коэффициента 

ослабления звукового поля 1(0,1; ),K θ  10 ,θ π≤ <  
для некоторых значений угла раствора 0θ  

сферической оболочки 1Γ  
 

Заключение 
В работе показано, что решение задачи о 

проникновении звукового поля через проницае-
мую сферическую оболочку сведено к решению 
бесконечной системы линейных алгебраических 
уравнений второго рода с вполне непрерывным 
оператором. В качестве источника звукового поля 
рассматривается точечный сферический излуча-
тель, расположенный внутри тонкой незамкнутой 
сферической оболочки – акустически жесткой 
оболочки. 

Численно исследовано влияние геометриче-
ских параметров задачи, плотности сред и скоро-
сти звука на значение коэффициента ослабления 
(экранирования) поля. 

Разработанная методика и программное обес-
печение могут найти практическое использование в 
задачах экранирования звуковых полей. 
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