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ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЕРВЫХ ИНТЕГРАЛОВ  

С СКА MATHEMATICA 
 

Рассматривается система дифференциальных уравнений вида 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑃(𝑥, 𝑦)      

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑄(𝑥, 𝑦),                                    (1) 

где переменные 𝑥 и 𝑦 зависят от 𝑡, 𝑃(𝑥, 𝑦) и 𝑄(𝑥, 𝑦) являются многочленами от переменных 𝑥 и 𝑦 с 

комплексными коэффициентами, Определим 𝑚 = max {deg 𝑃(𝑥, 𝑦) , deg 𝑄(𝑥, 𝑦)} как степень 

системы (1). 

Инвариантная алгебраическая кривая 𝑓 системы (1) находится из уравнения 

𝑃(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝑄(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 𝐾 𝑓, где многочлен 𝐾 – кофактор инвариантной алгебраической 

кривой 𝑓 , имеющий  степень 𝑚 − 1.   

Представляя 𝐾 и 𝑓 в виде многочленов с неопределенными коэффициентами, в Mathematica по 

определенным алгоритмам находим все инвариантные кривые системы (1) и соответствующие им кофакторы. 

Аналогично, из уравнения 𝑃(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑒𝑔 ℎ⁄

𝜕𝑥
+ 𝑄(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑒𝑔 ℎ⁄

𝜕𝑦
= 𝐿𝑒𝑔 ℎ⁄  , где 𝑔, ℎ ∈ ℂ[𝑥, 𝑦], 

находим экспоненциальный множитель 𝑒
𝑔

ℎ⁄
 и его кофактор 𝐿.  

Мы получили 𝑝 инвариантных алгебраических кривых 𝑓𝑖 = 0 с кофакторами 𝐾𝑖  , 𝑖 = 1, 𝑝̅̅ ̅̅̅ и 𝑞 

экспоненциальных множителей 𝑒𝑔𝑗 ℎ𝑗⁄
 c кофакторами 𝐿𝑗  , 𝑗 = 1, 𝑞̅̅ ̅̅̅. Величины 𝜆𝑖 , µ𝑗 ∈ ℂ  не все 

равные нулю, находятся, используя теорему Дарбу, из соотношения  

∑ 𝜆𝑖
𝑝
𝑖=1 𝐾𝑖 + ∑ µ𝑗

𝑞
𝑗=1 𝐿𝑖 = 0. 

Тогда первый интеграл системы дифференциальных уравнений (1) можно представить в виде 

𝑓1
𝜆1 ⋯ 𝑓𝑝

𝜆𝑝(𝑒𝑔1 ℎ1⁄ )µ1 ⋯ (𝑒𝑔𝑞 ℎ𝑞⁄ )µ𝑞   

Таким образом, использование пакета Mathematica значительно упрощает процедуру вычисления 
инвариантных алгебраических кривых, экспоненциальных множителей и первых интегралов системы 
дифференциальных уравнений. 
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