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В работе изучаются асимптотические свойства интегралов Эрмита. В частности, при 1 2j k= , ,...,  и n →∞  найдены 

асимптотики диагональных аппроксимаций Эрмита-Паде ( )j j
kn kn z e ξπ , ;  для системы экспонент 1{ } .jz k

je =  Аналогичные 

результаты получены и для системы вырожденных гипергеометрических функций { }1 1 1
(1 ) k

j
F jzγ

=
, ; .  
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The paper deals with asymptotic properties of Hermite integrals. In particular, the asymptotics of diagonal Hermite-Pade ap-
proximations ( )j j

kn kn z e ξπ , ;  for the system of exponents 1{ }jz k
je =  are determined when 1 2j k= , ,...,  and n →∞.  Similar results 

are proved for the system of confluent hypergeometric functions { }1 1 1
(1 ) k

j
F jzγ

=
, ; .  
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Введение  
Рассмотрим набор вырожденных гипергео-

метрических функций  
1 1

0

( ) (1 )

1 2
( )

j
j
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j p

p p

F z F z

z j k

γ γ λ

λ
γ

∞

=

= , ; =

= , = , ,..., ,∑
          (0.1) 

где γ  – произвольное комплексное число, отлич-
ное от 0 1 2,− ,− ,...,  0( ) 1γ = ,  ( ) ( 1) ( 1)p pγ γ γ γ= + ⋅⋅⋅ + − ,  

1{ }k
j jλ =  – различные комплексные числа. Прини-

мая во внимание равенство ( ) ( ) ( )p p pγ γ= Γ + / Γ ,  
где ( )Γ ⋅  – гамма-функция Эйлера, видим, что 
гипергеометрические функции (0.1) являются 
функциями Миттаг-Леффлера [1, гл. 5, § 2.7, ра-
венство 16]. При 1γ =  набор (0.1) представляет 

собой систему экспонент 1{ }j z k
jeλ
= .   

В данной статье исследуется асимптотика 
совместных приближений функций (0.1) рацио-
нальными дробями с общим знаменателем (ап-
проксимациями Эрмита-Паде). Впервые такие 
конструкции рациональных функций (для систе-
мы экспонент 1{ }jz k

je = ) рассматривались Ш. Эр-
митом [2] в связи с доказательством трансцен-
дентности числа e.  Строгое определение появи-
лось позже [3], [4]. В настоящее время интерес к 
таким аппроксимациям значительно возрос [5]–[9].  

Традиционными приложениями аппрокси-
маций Эрмита-Паде являются теория аппрокси-
мации аналитических функций [10], [11] и тео-
рия диофантовых приближений чисел [12]. В 
частности, они активно применяются в исследо-
ваниях алгебраической природы математических 
констант (значений дзета функции Римана в нату-
ральных точках, постоянной Эйлера и др. [12]). 
Вместе с тем, совместные рациональные аппрок-
симации оказались полезными в спектральной 
теории несимметричных разностных операторов 
[13], [14] и в теории случайных матриц [15]–[17].  

Зафиксируем произвольные целые неотри-
цательные числа n,  1m ,  2 km … m, , .  По определе-

нию полагаем 
1

k
ii

m m
=

= ,∑  j jn n m m= + − ,  

1 2j … k= , , , .  Известно [4], что для любого набора 

1{ ( )}k
j jf z =  голоморфных в нуле функций при 
1 2j k= , ,...,  существуют такие многочлены 
( )mQ z ,  ( )

j

j
nP z ,  mdegQ m≤ ,  

j

j
n jdegP n≤ ,  для кото-

рых  

1

( ) ( ) ( ) ( )
j

j j
n m m j n

n m
j

R z Q z f z P z

A z …
,

+ +

= − =

= + .
      (0.2) 

Если 1k = ,  то согласно теореме Паде [3, 
теорема 1.1.1]  многочлены ( )mQ z ,  1( )nP z  опре-
деляются с точностью до однородной константы, 
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а их отношение задает единственную рациональ-
ную функцию 1

1( ) ( ) ( )n m n mz f P z Q zπ , , = / ,  которую 
называют аппроксимацией Паде для 1( )f z .   

При 2k ≥  дроби 
( ) ( ) ( ) ( )

j j

j j j
n m n m j n mz z f P z Q zπ π, ,= ; = / ,  1 2j k= , ,...,  

условиями (0.2) определяются, вообще говоря, не 
однозначно. В случае единственности множества 

1{ ( )}j k
n m jzπ , =  его элементы называют аппроксима-

циями Эрмита-Паде (совместными аппроксима-
циями Паде) для системы функций 1{ ( )}k

j jf z = .  
Единственность имеет место, например, для со-
вершенных систем функций (определение и при-
меры совершенных систем см. в [4]). В частности, 
при 1γ =  система 1 ( ) j zjF z eλ= ,  1 2j k= , ,...,  явля-
ется совершенной [4, теорема 2.1]. Без формаль-
ного определения этот факт был установлен Эр-
митом.  

Эрмит [2] ввел в рассмотрение интегралы, 
которые после небольших преобразований [4] 
приводят к решению системы (0.2) для набора 
экспонент 1 1{ ( ) } :j zj k

jF z eλ
==  

1

0
1

( ) [ ( ) ]
( )

i

n m k
mn zx

m i
i

zQ z x x e dx
n m

λ
+ + ∞ −

=

= − ,
+ ! ∏∫  
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1
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n i
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e zP z x x e dx
n m
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+ + ∞ −

=

= − ,
+ ! ∏∫  (0.3) 

1

0
1

( ) [ ( ) ]
( )

j
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i

z n m k
mj n zx

n m i
i

e zR z x x e dx
n m

λ
λ

λ
+ +

−
,

=

= − .
+ ! ∏∫  

В первых двух интегралах (0.3) интегрирование 
осуществляется по контуру, идущему в +∞  и 

0Rez > .  При 0Rez ≤  значения ( )mQ z ,  ( )
j

j
nP z  

находятся с помощью аналитического продол-
жения. В интеграле, определяющем ( )j

n mR z, ,  ин-
тегрирование проводится по любой кривой, со-
единяющей точки 0  и jλ .   

При j jλ = ,  1 2j k= , ,...,  и 1 2n m m= = =  

km= ... =  значения (1)mQ ,  (1)
j

j
nP  являются ра-

циональными числами и легко вычисляются, а 
(1)j

n mR ,  убывает к нулю при n →∞.  Эти и дру-
гие свойства интегралов (0.3) были виртуозно 
использованы Эрмитом для обоснования транс-
цендентности числа e  [2], [18]. Несколько ус-
ложнив рассуждения Эрмита, Линдеман 
(1882 год) доказал трансцендентность числа π ,  
решив, тем самым, одну из самых старых задач 
математики – «задачу о квадратуре круга». 
Предложенное им доказательство [18] сущест-
венно опирается на соответствующие свойства 
интегралов (0.3), порожденных системой функ-
ций 1{ }j z k

jeλ
= ,  где jλ  – различные алгебраиче-

ские числа.  

Важным стимулом для дальнейшего изуче-
ния свойств интегралов Эрмита (0.3) стала задача 
Е.М. Никишина об исследовании сходимости 
аппроксимаций Эрмита-Паде для системы экс-
понент. Ее решение было получено А.И. Аптека-
ревым [19], который описал асимптотику пове-
дения первого из интегралов в (0.3) и, опираясь 
на полученный результат, показал, что при 
n m+ → +∞  для любого 1 2j k= , ,...,  ( )j

j

j
n m z eλ ξπ , ;  

сходится равномерно на компактах в C  к j zeλ .  
Ранее при 1k =  равномерная сходимость 

( )n m z eξπ , ;  к ze  была доказана Перроном [20].  
В [21] А.И. Аптекарев существенно обоб-

щил предыдущие результаты. Он установил, что 
система 1{ ( )}j k

jF zγ =  является совершенной при 
произвольном {0 1 2 }\γ ∈ ,− ,− ,... ,C  кроме того, для 
фиксированных n  и jm  таких, что 1jn m≥ − ,  

1 2 ,j k= , ,...,  общий знаменатель ( )
m

zQ  и остаток 

, ( )j
n mR z  в этом случае имеют вид:  

1

0
1
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k
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        (0.4) 
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        (0.5) 

где интегралы имеют тот же смысл, что и в фор-
мулах (0.3). В [21], в частности, показано, что 
при z L| |≤  и n m+ → +∞   

1( ) exp
1

11

k
i ii

m

m
z zQ

n m

O
n m

λ
γ

=
⎧ ⎫⎪ ⎪= − ×⎨ ⎬

+ + −⎪ ⎪⎩ ⎭
⎛ ⎞⎛ ⎞× + .⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠⎝ ⎠

∑
      (0.6) 

Здесь и далее L  – положительная постоянная.  
Из (0.6) вытекает [21] равномерная сходи-

мость ( )
j

j j
n m z Fγπ , ;  к ( )jF zγ  на компактах в C  

при n m+ → +∞  и 1 2j k= , ,..., .   
В данной работе изучаются асимптотиче-

ские свойства обобщенных интегралов Эрмита, 
определяющих в (0.5) функции ( )j

n m zR , .  В част-
ности, при 1 2 kn m m m= = = ... =  и n →∞  для 
произвольного набора 1{ }k

j jλ =  различных и от-
личных от нуля действительных чисел найдена 
асимптотика аппроксимаций Эрмита-Паде для 
системы функций Миттаг-Леффлера 1{ ( )}j k

jF zγ = .   
В случае, когда 1k =  и {0 1 2 }\γ ∈ ,− ,− ,...R  

асимптотические свойства аппроксимаций Паде 
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( )n m z Fγπ , ;  функций 1
1 1( ) ( ) (1 )F z F z F zγ γ γ= = , ;  

исследовались в [22]. В этой работе установлено, 
что для любого z∈ ,C  z L| |≤  при m n≤  и 
n m+ → ∞   

2 ( )
1

1

( ) ( )

( )
( 1) (1 (1))

( ) ( )

n m

mz n m
m n mn

n m n m

F z z F

m e
z o

γ γπ

γ
γ γ

,

/ +
+ +

+ + +

− ; =

!
= − + .

   (0.7) 

При 1γ =  равенство (0.7) ранее было доказано 
Д. Браессом [23].  

Первый результат об асимптотике аппрок-
симаций Эрмита-Паде к набору из двух марков-
ских функций был получен В.А. Калягиным [24]. 
Главный член асимптотики, а также сходимость 
аппроксимаций Эрмита-Паде для набора марков-
ских функций, порожденных системой Анжеле-
ско, были исследованы в работе А.А. Гончара и 
Е.А. Рахманова [25]. Вопросы единственности, а 
также свойства главного члена асимптотики ап-
проксимаций Эрмита-Паде марковских функций 
для системы Никишина интенсивно исследова-
лись рядом авторов [26]–[32]. Отметим также 
работы А.И. Аптекарева [33], [34] и А.И. Апте-
карева с соавторами [35], [36], в которых рас-
сматривались близкие задачи.  
 

1 Формулировка основных результатов  
Далее, считаем, что 1{ }k

j jλ =  – отличные от нуля 
различные действительные числа. Обозначим 
через 0{ }k

j jλ∗
=  множество чисел 1{ } {0},k

j jλ = ∪  за-
нумерованных в порядке возрастания, т. е. 

0 1 kλ λ λ∗ ∗ ∗< < ... < ,  и определим функции:  

0 1

1

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

k

k

x x x x
x x x

ϕ λ λ λ
λ λ

∗ ∗ ∗= − − ⋅... ⋅ − =

= − ⋅... ⋅ − ,
 

( )1
1( ) ln ( 1) ( ) ( )k i

i iS x x xϕ λ λ+ + ∗ ∗
−= − , ∈ , ,  

( ) 0 1iS i kλ = −∞, = , ,..., .  
Многочлен ( )xϕ  имеет нули в точках 

0 1 kλ λ λ∗ ∗ ∗, , ..., .  Следовательно, на каждом из интерва-
лов 0 1 1 2 1( ) ( ) ( )k kλ λ λ λ λ λ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

−, , , ,..., ,  производная 
( )xϕ′  обращается в ноль. Пусть 1 2 kx x x, ,...,  – нули 
( )xϕ′ ,  занумерованные в порядке возрастания, т. е. 

1( )i i ix λ λ∗ ∗
−∈ , ,  1 2i k= , ,..., .  Так как ( )deg x kϕ′ = ,  

то других нулей у ( )xϕ′  нет. Нетрудно заметить, 
что на интервале 1( )i iλ λ∗ ∗

− ,  функция ( )S x  принима-
ет наибольшее значение в точке ix ,  т. е. 

( ) ( )iS x S x<  при 1( ) \{ }i i ix xλ λ∗ ∗
−∈ , .  На каждом из 

интервалов 1( )i iλ λ∗ ∗
− ,   

( )( )
( )

xS x
x

ϕ
ϕ
′

′ = ,  

[ ]2

2

( ) ( ) ( )
( )

( )
x x x

S x
x

ϕ ϕ ϕ
ϕ

′′ ′−
′′ = =  

2 2 2
1

1 1 1
( ) ( )kx x xλ λ

= − − − ... − .
− −

 

Отсюда, в частности, следует, что 
( ) ( ) ( ) 0i i iS x x xϕ ϕ′′ ′′= / < .  

Сформулируем основные результаты работы.  
Теорема 1.1. Пусть 1 2 kn m m m= = = ... =  и 

( )jj
kn kn z eλ ξπ , ;  – аппроксимации Эрмита-Паде для 

системы экспонент 1{ }j z k
jeλ
= ,  где 1{ }k

j jλ =  – раз-
личные и отличные от нуля действительные 
числа. Тогда для любого комплексного z,  z L| |≤  
при 1 2j k= , ,...,  и n → +∞   

1
1

1

( )

( 1) sign( )
( )

j j

k ii
j k

z j
kn kn

kn n
z zkn

j

e z e

z e e
kn n
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λ λ ξ
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π

λ
∑ =

+

,

+ +

− ; =

= − ×
+ !

 

( )( )( 1) 2( 1) 1 (1 )
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i inS x zxi n
i

i i

e e O n
nS x

π∗ −+
′′× − − + / ,∑  

где в сумме *

i
∑  суммирование распространяется 

только на те значения i  из {1 2 }k, , ..., ,  для которых 

ix  лежит в интервале с концами в точках 0  и jλ .  
Теорема 1.2. Пусть 1 2 kn m m m= = = ... =  и 
( )j j

kn kn z Fγπ , ;  – аппроксимации Эрмита-Паде для 

системы функций Миттаг-Леффлера 1{ ( )}j k
jF zγ = ,  

где 1{ }k
j jλ =  – различные и отличные от нуля дей-

ствительные числа. Тогда для любого комплекс-
ного z,  z L| |≤  при 1 2j k= , ,...,  и n → +∞   

1
1

1

( ) ( )

( 1) sign( )
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k ii
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j j j
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e e O n
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−
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⎛ ⎞
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∑
 

где в сумме *

i
∑  суммирование распространяется 

только на те значения i  из {1 2 }k, , ..., ,  для которых 

ix  лежит в интервале с концами в точках 0  и jλ .    
В частности, при 1k =  и 1 1λ =   

( ) ( 1)
( ) ln[ ( 1)] (0 1)

x x x
S x x x x

ϕ = − ,
= − − , ∈ , ,

 

1 1 11 2 ( ) ln 4 ( ) 8x S x S x′′= / , = − , = − .  
Поэтому из теоремы 1.2 следует, что  

( )
2 1

2
2

( ) ( )

1( 1) 1 (1 )
( ) 2

n n

n
n z

n
n

F z z F

z e O n
n

γ γ

γ

π

π
γ

,

+

+

− ; =

= − + / .
 (1.1) 
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Напомним, что бесконечно малые (б. м.) 
0{ }n nα ∞

= ,  0{ }n nβ ∞
=  называют эквивалентными 

( ),n nα β∼  если 1n nα β/ →  при n → +∞.   
Применяя при действительных 0 1 2γ ≠ ,− ,− ,...  

формулу Стирлинга и учитывая равенство 
( ) ( ) ( )k kγ γ γ= Γ + / Γ ,  нетрудно показать, что при 
n → +∞   

2
2 1

( ) 1
( ) 2

n
n

n

n
n γ

γ π
γ +

+

!
.∼  

Это значит, что при n m=  и \{0 1 2 }γ ∈ ,− ,− ,...R  
асимптотические равенства (0.7) и (1.1) согласу-
ются. Таким образом, в диагональном случае 
получено другое доказательство теоремы 1 из 
[22], которое, к тому же, справедливо и при 

\{0 1 2 }.γ ∈ ,− ,− ,...C  
Подробнее остановимся на следствиях из 

теорем 1.1 и 1.2 в случае, когда 2 3k = , ,  j jλ = ,  
1 2j k= , ,..., .   
Следствие 1.1. Пусть 2{ }z ze e,  – набор из 

двух экспонент и 1 2n m m= = .  Тогда для любого 
комплексного z,  z L| |≤  при n → +∞   
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Следствие 1.2. Пусть 2
1{ ( )}j

jF zγ =  – набор из 
двух функций Миттаг-Леффлера при 1 1λ = ,  

2 2λ =  и 1 2n m m= = .  Тогда для любого ком-
плексного z,  z L| |≤  при n → +∞   
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Для доказательства следствий 1.1 и 1.2 дос-
таточно заметить, что при 2k = ,  j jλ = ,  1 2j = ,   
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При 1γ =  равенства, аналогичные (1.2) и 
(1.3), ранее другим методом были получены в 
[37]. В них вместо б.м. 2 9 [2 (3 3)]nnπ / ⋅ /  в 
качестве множителя правой части стоит эквива-
лентная ей б. м. (( 1) 2 1)B n n+ / ; + ,  где ( )B ⋅;⋅  – 
бета-функция Эйлера.  

Следствие 1.3. Пусть 3
1{ }jz

je =  – набор из 
трёх экспонент и 1 2 3n m m m= = = .  Тогда для 
любого комплексного z,  z L| |≤  при n → +∞   
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Следствие 1.4. Пусть 3
1{ ( )}j

jF zγ =  – набор из 
трёх функций Миттаг-Леффлера при j jλ = ,  

1 2 3j = , ,  и 1 2 3n m m m= = = .  Тогда для любого 
комплексного z,  z L| |≤  при n → +∞   
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Для доказательства следствий 1.3 и 1.4 дос-
таточно заметить, что при 3k =  и j jλ = ,  

1 2 3j = , ,  в теоремах 1.1 и 1.2  

1 3

( ) ( 1)( 2)( 3)

(3 5) 2 (3 5) 2

x x x x x

x x

ϕ = − − − ,

= − / , = + / ,
 

2 1 3 23 2 ( ) ( ) 0 ( ) ln(9 16)x S x S x S x= / , = = , = / ,  

1 3 2( ) ( ) 10 ( ) 80 9S x S x S x′′ ′′ ′′= = − , = − / .  
 

2 Доказательство теорем 1.1 и 1.2  
Интегралы вида  

 ( )( ) ( ) S x

I

F f x e dxλλ = ∫          (2.1) 
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называют интегралами Лапласа. Здесь I  либо 
отрезок [ ]a b, ,  либо интервал ( )a b, ,  λ  – боль-
шой параметр. Будем считать, что функция ( )S x  
принимает только действительные значения. 
Функция ( )f x  может быть комплекснозначной. 
Считаем также, что ( )f x  и ( )S x  непрерывны 
при x I∈ .  Нас интересует асимптотическое по-
ведение интеграла ( )F λ  при λ → +∞.   

Следующее утверждение [38, § 43, п. 1, лем-
ма 1] дает грубую экспоненциальную оценку для 
интеграла Лапласа.  

Утверждение 2.1. Пусть ( )I a b= ,  – ко-
нечный или бесконечный интервал, ( )S x c≤  при 
x I∈  и интеграл (2.1) сходится абсолютно при 
некотором 0 0λ > .  Тогда при 0Reλ λ≥   

1( ) cReF c e λλ ≤ ,  
где 1c  – положительная постоянная.  

В дальнейшем ограничимся случаем, когда 
( )S x  достигает наибольшего значения на отрезке 

[ ]I a b= ,  в единственной точке, лежащей внутри 
этого отрезка. Справедливо [38, § 43, п. 4, теоре-
ма 2] следующее  

Утверждение 2.2. Пусть 0( ) ( )S x S x< ,  

0x x≠ ,  0a x b< < ,  0( ) 0S x′′ ≠  и функции ( )f x ,  
( )S x  бесконечно дифференцируемы в некоторой 

окрестности точки 0x .  Тогда при λ → +∞  
справедливо асимптотическое равенство  
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Перейдем непосредственно к доказательст-
ву теоремы 1.2. Теорема 1.1 получается из тео-
ремы 1.2, если положить 1γ = .   

Лемма 2.1. Пусть 1 2 kn m m m= = = ... =  и 

( )j
n mR z,  – функции, определяемые равенством 

(0.5) для системы 1{ ( )}j k
jF zγ = ,  где 1{ }k

j jλ =  – раз-
личные и отличные от нуля действительные 
числа. Тогда для любого комплексного z,  z L| |≤  
при 1 2j k= , ,...,  и n → +∞   
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где в сумме *

i
∑  суммирование распространя-

ется только на те значения i  из {1 2 }k, ,..., ,  для 
которых ix  лежит в интервале с концами в 
точках 0  и jλ .    

Доказательство. В условиях леммы  
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Интеграл в правой части равенства (2.4) обозна-
чим через ( )jI z  и представим в виде  
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надлежит промежутку с концами в точках 0  и jλ .   
Заметим, что  
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В последнем интеграле разобьём область интег-
рирования 1( )i iλ λ∗ ∗

− ,  на три части: 1 1( ]i iλ λ τ∗ ∗
− −, + ,  

1[ ]i iλ τ λ τ∗ ∗
− + , − ,  [ )i iλ τ λ∗ ∗− , ,  где 0 1τ< <  и вы-

брано так, чтобы 1[ ]i i ix λ τ λ τ∗ ∗
−∈ + , − .  Поскольку 

на интервале 1( )i iλ λ∗ ∗
− ,  функция ( )S x  принимает 

наибольшее значение в единственной точке ix ,  
то, в силу утверждения 2.1, несобственные инте-
гралы по первому и третьему промежуткам экс-
поненциально малы по сравнению с ( )inS xe .  
Асимптотика интеграла по отрезку 

1[ ]i iλ τ λ τ∗ ∗
− + , −  вычисляется по формуле (2.2), 

если положить в ней 1( ) zxf x x eγ − −= .  Поэтому 
при n → +∞   
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Отсюда и из равенств (2.4), (2.5) следует (2.3). 
Лемма 2.1 доказана.  

Утверждения теоремы 1.2 легко получить, 
опираясь на лемму 2.1. Для этого нужно вос-
пользоваться равенствами (0.2) и учесть, что при 

1 2 kn m m m= = = ... =  и n → +∞  из (0.6) следует, 
что  
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Теорема 1.2 доказана.  
В заключении заметим, что при целых 1{ }k

j jλ =  
теорема 1.1 позволяет получать эффективные 
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оценки для совместных приближений рацио-
нальными числами значений показательной 
функции 1 2 ke e eλλ λ, , ..., .  В этом смысле получен-
ные результаты могут быть полезными в теории 
диофантовых приближений [39]. 
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