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УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ БЕССПИНОВОЙ ЧАСТИЦЫ  

В ЭЛЕКТРОМАГНИТНОМ ПОЛЕ С УЧЕТОМ  
ДИПОЛЬНЫХ ПОЛЯРИЗУЕМОСТЕЙ 

 
Изучение механизмов электромагнитных взаимодействий адронов, 

а также физическая интерпретация их свойств и характеристик, про-
являющихся при данных взаимодействиях, возможно на основе ис-
пользования эффективных лагранжианов, полученных в рамках тео-
ретико-полевых подходов и согласующихся с низкоэнергетическими 
теоремами [1, 2].  

Чтобы получить уравнения движения заряженной структурной ча-
стицы спина 0 в электромагнитном поле используем релятивистские 
уравнения Лагранжа-Эйлера. При этом лагранжиан будет содержать 
электрическую α  и магнитную β  поляризуемости структурной ча-
стицы. Чтобы согласовать поляризуемости α  и β  с поляризуемостя-
ми, которые входят в амплитуду комптоновского рассеяния на бес-
спиновой частице, выполним вычисления этой амплитуды.  На осно-
вании принципа соответствия с релятивистской классической элек-
тродинамикой определим лагранжиан взаимодействия электромаг-
нитного поля со структурной бесспиновой частицей с учетом диполь-
ных поляризуемостей, следующим образом [3]:  

                  2 2 ( ) ( )1 ( )
4

e
I IL F m L Lµ α

µϕ ϕ ϕ ϕ∗ ∗= − + ∂ ∂ − + + ,                        (1) 
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где 2F F F µν
µν= ,  µνF  – тензор электромагнитного поля 

µννµµν ААF ∂−∂= , Aµ – векторный потенциал электромагнитного поля, 

,0,1 2,3µ = , µ∂  – 4-мерная производная, ( )xϕ ϕ=  – волновая функция 

бесспиновой частицы, ( )* * xϕ ϕ=  – комплексно сопряженная волно-
вая функция, m  – масса структурной бесспиновой частицы. В урав-
нении (1) члены, отвечающие за вклады от взаимодействия заряда 
бесспиновой частицы с электромагнитным полем ( )e

IL  и вклады от 
учета дипольных поляризуемостей, связанных с электрическими и 
магнитными дипольными моментами адронов ( )

IL α , определены сле-
дующим образом [4]: 

( ) 2 2 ( )e
IL j A e Aµ

µ ϕ ϕ∗= + , 
 

где  jµ  – сохраняющийся ток, j A ieA ieAµ µ µ
µ µ µϕ ϕ ϕ ϕ∗ ∗= − ∂ + ∂ ; e  – 

элементарный заряд; 
( ) 22 ( )

2IL F F F
m

α ν ν ρµ µ
µ µ ρν ν

π βϕ ϕ ϕ ϕ α β δ∗ ∗   = ∂ ∂ + ∂ ∂ + −     .         (2) 
 

В этом уравнении α  и β  – электрическая и магнитная поляризуемо-

сти структурной бесспиновой частицы, ρ
νδ – дельта-символ Кронеке-

ра. 
Тогда полный лагранжиан имеет вид: 

2 2 2 21 ( ) ( )
4

L F m ieA ieA e Aµ µ µ
µ µ µϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= − + ∂ ∂ − − ∂ + ∂ + +  

22 ( )
2

F F F
m

ν ν ρµ µ
µ µ ρν ν

π βϕ ϕ ϕ ϕ α β δ∗ ∗   + ∂ ∂ + ∂ ∂ + −     .                 (3) 

Используя выражение для лагранжиана (3) получим уравнения 
движения структурной заряженной бесспиновой частицы в электро-
магнитном поле. Запишем релятивистские уравнения Лагранжа-
Эйлера для волновой функции ϕ  бесспиновой частицы, комплексно 
сопряженной волновой функции ϕ∗  и векторного потенциала элек-
тромагнитного поля Aµ :  
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( )
0,L L

µ
µ ϕϕ

 ∂ ∂ ∂ − =
  ∂∂ ∂ 

      ( )
0,L L

µ
µ ϕϕ ∗∗

 ∂ ∂ ∂ − =
  ∂∂ ∂ 

  

( )
0.L L

AAµ
νµ ν

 ∂ ∂ ∂ − =
  ∂∂ ∂ 

  

Вычисляя частные производные µ∂   от лагранжиана (3) по ϕ , ϕ∗  
и  Aµ  получим уравнения движения в виде: 

2 2 2 2 0,m ie A ieA e A Kµ µ µ µ ν
µ µ µ µ νϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ∂ ∂ + + ∂ + ∂ − + ∂ ∂ =        (4) 

 

2 2 2 2 0,m ie A ieA e A Kµ µ µ µ ν
µ µ µ µ νϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∂ ∂ + − ∂ − ∂ − + ∂ ∂ =        (5) 

где в уравнениях (4) и (5) использовано обозначение: 
22 ( ) .

2
K F F F

m
µ ρµ µ

ν ρν ν
π βα β δ = + − 

   
 

22 0.F ie ie e A Gµν ν ν ν µν
µ µϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ∗ ∗ ∗−∂ + ∂ − ∂ − + ∂ =              (6) 

 
В уравнении (6) введено обозначение в слагаемом, отвечающее за 

учет дипольных поляризуемостей: 

( )2 ( ) 4 .
2

G F F F F F
m

µν νρ µ µρ ν ν µσ µ σν σ µν
ρ ρ σ σ σ

π βα β θ θ θ θ θ = + − + − − 
 

 

 
Уравнения (4)–(6) можно представить в виде, удобном для интер-

претации, а именно: 
2 2 2( ) ,Im ieA e Aµ µ

µ µϕ ϕ π ϕ ϕ ϕ+ = −∂ − ∂ +                         (7) 

где 
4( ) .I ieA K
m

µ µ µ ν
ν

ππ ϕ ϕ ϕ= + ∂  

2 2 2( ) ,Im ieA e Aµ µ
µ µϕ ϕ π ϕ ϕ ϕ∗ ∗ ∗ ∗ ∗+ = −∂ + ∂ +                    (8) 

где   
4( ) .I ieA K
m

µ µ µ ν
ν

ππ ϕ ϕ ϕ∗ ∗ ∗= − + ∂  

,F j Gµν ν µν
µ µ∂ = − ∂                                          (9) 

где ( ) 22 .j ie e Aν ν ν νϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ∗ ∗ ∗= ∂ − ∂ −  
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В уравнениях (7) и (8) правая часть отвечает за взаимодействие за-
ряженной структурной частицы спина 0 с электромагнитным полем с 
учетом вкладов дипольных поляризуемостей. Эти уравнения перехо-
дят в уравнения Клейна-Гордона-Фока, т.е. уравнения движения сво-
бодной заряженной частицы относительно ϕ  и ϕ∗ , если положить 
правую часть выражений равной нулю. 

Вычислим теперь амплитуду комптоновского рассеяния на ска-
лярной частице в релятивистски-инвариантной форме с учетом поля-
ризуемостей для проверки правильности выбранного лагранжиана (2). 
Из низкоэнергетической теоремы следует, что амплитуда комптонов-
ского рассеяния в области низких энергий определяется борновской 
частью, а также вкладом поляризуемостей и среднеквадратичного ра-
диуса частицы. Воспользуемся определением S-матричного элемента 
согласно работам [5, 6]. Его можно определить, используя правую 
часть уравнений (7) или (8) с помощью функции Грина и асимптоти-
ческих условий. Тогда для S-матричного элемента, учитывающего по-
ляризуемость структурной частицы, получим: 

42
fiS i d x F F F F

m
ν ν µρ µρ

ρ ρ µν µν
π ϕ ϕ ϕ ϕ α β∗ ∗   = ∂ ∂ + ∂ ∂ +   ∫   ,           (10) 

 

где 
1
2

F Fµν µνρσ
ρσε=  – дуальный тензор электромагнитного поля, 

µνρσε  – 4-мерный тензор Леви-Чивита. Если в выражении (10) вос-

пользоваться соотношением 





 −= 2

2
1~~ FFFFF ρ

νµν
µρ

µν
µρ δ , то амплитуду 

можно представить в виде:   
4 22 ( )

2fiS i d x F F F
m

ν ν µρ ρ
ρ ρ µν ν

π βϕ ϕ ϕ ϕ α β δ∗ ∗   = ∂ ∂ + ∂ ∂ + −    ∫ .         (11) 

В импульсном представлении амплитуда (11) определяется сле-
дующим образом: 

( ) ( )
( )

4
1 1 2 2

6
1 2 1 2

(2 )
2 16fi

i k p k p
S M

E E
π δ
π ω ω

− + − −
= ,                                 (12) 

 

где ω – частота излучения, 11, pk  и 22 , pk  – импульсы падающего и рас-
сеянного фотонов и скалярной частицы в начальном и конечном со-
стоянии соответственно, ( )1 1 2 2k p k pδ + − −  – дельта-функция Дирака, 
позволяющая учесть закон сохранения 4-мерных импульсов в процес-
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се комптоновского рассеяния. В выражении (12) введена матрица М, 
которая представляет собой два слагаемых: 

M=M1+M2,                                                    (13) 
 

( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )
( )

( )
2 1 1 2

2 1
2 2 1 1 2 1 1 22

1 2 22 2
1 1 1 1

2 2 2 2
2

e p k e p k e p k e p k
M e e e

p k m p k m

λ λ λ λ
λ λ

 + + − −
 = + −

+ − + −  
, 

 

( ) ( )(2) (1) (1)
2 2 1 2 1 (1) (2) (2)

2 ( )M p p p p F F F F F F
m µρ µρ µν

µ µ ρν ρν ν µν
ν ν ρ

π α β βδ = − + + + −  , 
 

где 1eλ и  2eλ – векторы поляризации падающего и рассеянного фото-
нов соответственно, через которые определяются тензоры энергии 
электромагнитного поля: µλννλµµν )(

1
)(

1)1(
11 ekekF −= , 

µλννλµµν )(
2

)(
2)2(

22 ekekF −= . Выражение М1 дает борновскую часть ампли-
туды рассеяния, а М2 определяет релятивистский вклад поляризуемо-
стей в амплитуду. 

Из соотношения (13) следует калибровочно-инвариантное выра-
жение для амплитуды комптоновского рассеяния на структурной ча-
стице спина 0 с учетом поляризуемостей. Данная амплитуда удовле-
творяет условию перекресной симметрии. 

Если перейти в систему покоя мишени, то для рассеяния фотона на 
произвольный угол на любой бесспиновой частице амплитуда (12) с 
учетом (13) примет вид: 

( ) ( )
( )

1 1 2 2
2

1 2 1 22 16fi
i k p k p

S
E E

δ
π ω ω

− + − −
= ×  

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ){ }2 1 2 1 2 12
1 2 2 12 8e e e m e e k e k eλ λ λ λ λ λπ ω ω α β    × − + +    

      
. 

Таким образом, в низкоэнергетическом пределе, введенные в ла-
гранжиан (2) поляризуемости согласуются с комптоновскими поляри-
зуемостями, установленными в работах [7-9]. Данный лагранжиан и 
амплитуда комптоновского рассеяния на бесспиновой частице с уче-
том ее дипольных поляризуемостей получены опираясь на калибро-
вочно-инвариантный подход и решения электродинамических урав-
нений методом функции Грина. С использованием релятивистских 
уравнений Лагранжа-Эйлера получены уравнения движения струк-
турной заряженной бесспиновой частицы в электромагнитном поле. 
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ПОЛЕ ТЯГОТЕНИЯ МАССИВНОЙ ПЛОСКОСТИ 

 
Введение 
Гравитационная масса в теории тяготения Ньютона является 

источником гравитационного поля. Напряженность гравитационного 
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