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1 Введение
Все рассматриваемые в дайной работе группы являются конечными. В даль­
нейшем р, q и г — попарно различные простые числа, Р, Q и R  обозначают 
некоторые силовскую р-подгруппу, силовскую д-подгруппу и силовскую г- 
подгрупп}г группы G, соответственно.

Напомним, что подгруппа Н  группы G называется 2-максимальной под­
группой (или второй максимальной подгруппой) группы G, если Н  являет­
ся максимальной подгруппой в некоторой максимальной подгруппе М  груп­
пы G. Аналогично могут быть определены 3-максимальные подгруппы, 4- 
максимальные подгруппы и т.д. Максимальной цепью длины п  группы G на­
зывается всякая цепь вида Еп < Еп~\ < . . .  < Е\ < Ео = G, где Et является 
максимальной подгруппой в ь  i =  1 , 2, ,п.

Связь между n -максимальными подгруппами (где n  >  1) группы G и 
структурой группы G исследовалась многими авторами. Но, пожалуй, наибо­
лее ранние результаты в данном направлении были получены Редей [1], опи­
савшим неразрешимые группы с абелевыми вторыми максимальными под­
группами, и Хуппертом, установившим в работе [2] сверхразрешимость групп, 
в которых все вторые максимальные подгруппы нормальны. В этой же работе 
Хупперт доказал, что в случае, когда каждая третья максимальная подгруп­
па группы G является нормальной в G, коммутант G' группы G нильпотен- 
тен и порядок каждого главного фактора группы G делится не более, чем 
на два (необязательно различных) простых числа. Эти результаты получили 
свое дальнейшее развитие и в работе Л,Я. Полякова [3], который доказал, 
что группа является сверхразрешимой, если все ее 2-максимальные подгруп­
пы перестановочны со всеми ее максимальными подгруппами. В работе [4] 
Агравалем была доказана сверхразрешимость группы при условии, что все 
ее 2 -максимальные подгруппы S -квазинормалъны (подгруппа Н  группы G 
называется 5-квазинормальной в G, если Н  перестановочна со всеми силов- 
скими подгруппами группы G). В более поздней работе [5] М. Асааду удалось 
усилить отмеченные выше результаты Хупперта, рассматривая лишь строго 
n-максимальные подгруппы для п — 2. 3. Заметим попутно, что в работе 
П. Флавелла [6] была найдена точная верхняя граница числа максимальных 
подгрупп группы, содержащих строго 2-максимальную подгруппу, и описаны 
группы, в которых эта граница достигается.

В последние годы получен ряд новых интересных результатов о вторых и 
третьих максимальных подгруппах. В недавней публикации [7] Ли Широнг 
получил классификацию ненильпотентных групп, каждая 2-максимальная 
подгруппа которой является Т/-подгруппой. В работе [8] Го Шуин и К.П. 
Щам доказали разрешимость групп, в которых все 2-максимальные подгруп­
пы обладают свойством покрытия-изолирования. В работах [9, 10, 11] Го
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Веньбинем, Ли Баоджуном, А.Н. Скибой и К.П. Шамом были получены 
новые характеризации сверхразрешимых групп в терминах 2-максималъных 
подгрупп. В работе [12] получено описание ненильпотентных групп, в кото­
рых каждая 2-максимальная подгруппа перестановочна со всеми 3-максималь- 
ными подгруппами, а в работе [13] получено описание групп, в которых каж­
дая максимальная перестановочна со всеми 3-максимальными подгруппами.

В связи с отмеченными выше результатами Хупперта и Аграваля, Л.А. 
Шеметковым в 2005 году на Гомельском городском алгебраическом семина­
ре были поставлены следующие задачи: 1) что можно сказать о строении 
разрешимой группы, если в каждой ее максимальной цепи длины п  имеется 
собственная S'-квазинормальная подгруппа? 2) установить точное, строение 
конечных групп, у которых в каждой максимальной цепи длины два имеет­
ся собственная S-кзазинормальная подгруппа; 3) установить точное строение 
конечных групп, у которых в каждой максимальной цепи длины три имеется 
собственная S'-квазинормальная подгруппа. Вторая их этих трех задач бы­
ла решена в работе [14]. Третья из этих трех задач частично была решена в 
работе [15], в которой было получено полное описание групп, у которых все 3- 
максимальные подгруппы S-квазинормальны. Полное решение такой задачи 
дает следующая, доказанная в данной работе теорема.

Теорема. В том и только в том случае в каждой максимальной цепи 
длины три группы G имеется собственная S -квазинормальная в G подгруппа, 
когда G либо нильпотентш, либо \G\ = paq^r'1, где a  +  /? +  7  <  3, либо G 
является группой одного из следующих типов;

I. G =  P \Q ,  где Р = G7* — нильпотентный корадикал группы G, и либо G
— группа Шмидта с |Ф(Р)| < p n \Q  : Qg \ = q. либо Р является минимальной 
нормальной подгруппой в G и выполняется одно из следующих условий:

(1) |<2 •• Qg \ = г ;
(2) | Q : Qa | =  q и любая максимальная подгруппа L из Q, отличная от 

Qq . является циклической и  \L  : La\ = Ч-
II. G =  Р  X (Q R ). где Р — С я в ля е т с я  минимальной нормальной под­

группой в G, |Я| =  г, Q = <  a > — циклическая группа и либо R  нормальна 
в G, либо |Q[ = q;

III. G =  P  X Q = PA, |Ф(Р)| =  p, A = Ф(P) X Q — представитель 
единственного класса максимальных ненормальных подгрупп группы G. А
— группа Шмидта и \Q : QG\ =  q:

IV. Ф(Р) =  1, G является подпрямым произведением ненормальных мак- 
смиальных подгрупп А и В, где А = S  X Q — группа Шмидта с абелевыми 
силовскими подгруппами, S  — минимальная нормальная подгруппа в G и 
\Q '■ Qg I =  q; В  = D X Q и либо В  — нильпотентная групп а и \D\ — р, 
D < Z(G ), либо В  — группа Шмидта, изоморфная А.

V. G = Р  X (QR) и G имеет в точности три класса максимальных под­
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групп, представителями которых являются ненормальная холловская г'-под- 
группа А, ненормальная холловская р'-подгруппа L и нормальная в G под­
группа М  с \G : М | =  q. Кроме того, выполняются следующие условия:

(i) А — группа Шмидта с абелевыми силовскими подгруппами и \Q :
Q g\ =  Я-

(ii) L либо является группой Шмидта с абелевыми силовскими подгруп- 
памиб либо нильпотентной группой;

(iii) Р является минимальной нормальной подгруппой в G. |й | =  г и  либо 
R нормальна в G. либо |Q| =  q.

Следующий простой пример показывает, что класс групп, у которых в 
каждой максимальной цепи длины три имеется собственная S-квазинормаль- 
ная подгруппа, шире класса групп, у которых все 3-максимальные подгруппы 
S'-кв азинормальны.

Пример. Пусть Р  — циклическая группа порядка З3. Тогда Aut(P) име­
ет циклическую подгруппу Q порядка 13, Следовательно, мы можем рас­
смотреть группу G = Р  X Q. Очевидно, что G является группой Шмидта с 
абелевыми силовскими подгруппами, т.е. G — группа типа I в теореме. Так 
как Р  является минимальной нормальной подгруппой в G, то, очевидно, в 
каждой максимальной цепи длины три группы G имеется собственная S- 
квазинормальная подгруппа, но любая 3-максимальная подгруппа порядка 3 
не 5-квазинормальна в G.

Используемая в статье терминология стандартна и при необходимости мы 
отсылает читателя к работам [16, 17].

2 П редварительные результаты
В дальнейшем р, q и г — простые делители порядка группы G (р ф q), Р, Q 
и R  обозначают некоторые силовскую р-подгруппу, силовскую q-подгруппу и 
силовскую г-подгруппу группы G, соответственно.

Л ем м а 2.1. Пусть G — группа. Тогда
(1) если в G нет 3-максимальных подгрупп, то |G| €  {p,pq};
(2) если ]G| =  paql3r7, где a + (3 + 7  =  3 (a, /3, 7  6 N U {0}), то |G| =  pqr 

и 1 является единственной 3-ма.ксиыальной подгруппой в G;
(3) если |G| =  paqPry. где a  +  /3 +  7 < 3 (а, /9, 7  е. N U {0}). то в G нет 

3-максимальных подгрупп.
Д о казател ьство . (1) Очевидно, что если в G также нет 2-максимальных 

подгрупп, то |G| =  р. Если же в G имеется 2-максимальная подгруппа, то она 
тривиальна и все максимальные подгруппы имеют простой порядок. Если 
G =  Р , то, очевидно, |G| =  р2. Пусть G ф Р. Тогда |Р | =  р  и Р  являет­
ся максимальной подгруппой в G. Значит, по [19, глава IV, теорема 7.4], G
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разрешима. Следовательно, \G : Р\ = qa для некоторого а е  N. Но, в свою 
очередь, \Q\ = q и Q — максимальная подгруппа в G. Значит, |G| =  pq.

(2)-(3) Покажем, что G разрешима. Если |G| —ра, то это очевидно. Если 
|С?| =  pqr, где p ,q ,r  — попарно различные простые числа, то все силов- 
ские подгруппы группы G цикличны и, по [19, глава IV, предложение 2.9], 
G является разрешимой группой. Наконец, если |G'| =  paq, то G разрешима 
по теореме Бернсайда [17, глава I, п.2]. Значит, индекс любой максималь­
ной подгруппы из G есть степень простого числа и поэтому, очевидно, либо 
1 является единственной 3-максимальной подгруппой в G, либо в G нет 3- 
максимальных подгрупп. Лемма доказана.

В дальнейшем, ввиду леммы 2.1, мы будем предполагать, что |G| =  paq^r7, 
где а  + /3 + 7  >  3 для а, [3,7  £ NU {0}. Более того, начиная с этого момента и 
до конца данного раздела, G — ненильпотентная группа, у которой в каждой 
максимальной цепи длины три имеется собственная S-квазинормальная в G 
подгруппа.

Л ем м а  2.2. Пусть А  — группа, Н < К < А и В < А .  Тогда
(1) Если Н S -квазинормальна в А, то Н субнормальна в А [18, теорема

!]■
(2) Если Н  является S -квазинормальной в А, то Н является S -квазинор- 

мальной в К  j18, теорема 1J.
(3) Пусть Н  является нормальной подгруппой группы А. Тогда К  /Я  S- 

квазинормальна в А /Н  тогда и только тогда, когда К  S -квазинормальна в 
А [18, теорема 1].

(4) Если Н S -квазинормальна в А и Н — р-группа, то Ор(А) С N a (H ) 
[20, лемма А].

(5) Если Н и В  S -квазинормальны в А, то < Н, В  > —S -квазинормальная 
подгруппа группы А.

Л ем м а  2.3. Если N  — нормальная подгруппа группы G и в G /N  имеется 
3-максимальная подгруппа, то в каждой максимальной цепи длины три этой 
фактор-группы имеется собственная S -квазинормальная в G /N  подгруппа.

Д оказательство . Предположим, что в G /N  имеется максимальная цепь 
L3 /N  < L2/N  < L \/N  < Lq/N  =  G /N  длины три, где L i/N  является макси­
мальной подгруппой в L i- i /N , г = 1,2, 3. Тогда цепь L3 < L 2 < L 1 < L 0 < G  
является максимальной цепью длины три в группе G, где L,; является макси­
мальной подгруппой в Lj - 1, i — 1 , 2 ,3. Значит, по условию, одна из подгрупп 
Lj, Z/2, L3 является S-квазинормальной в G. Следовательно, по лемме 2.2(3), 
одна из подгрупп L \ /N , L-i/N , L3 /N  является S-квазинормальной в G /N . 
Лемма доказана.

Л ем м а 2.4. Пусть А — группа, Н < К  < А и В  < А. Тогда
(1) Если Н и В  субнормальны в А, то < Н , В  > — субнормальная под­

группа группы А [17, теорема 14.4].
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(2) Если Н субнормальна в А и Н  — п-подгруппа группы А, то Н < Or (G) 
123].

(3) Пусть N  — нормальная подгруппа в А. Если Н субнормальна в А. то 
H N /N  субнормальна в A /N  [17, лемма 14.1].

Л ем м а  2.5. В том и только в  том случае в каждой максимальной цепи 
длины два группы G имеется собственная S -квазинормальная в G подгруппа, 
когда G — группа Шмидта с абелевыми силовскими подгруппами.

Д о казател ьство . Пусть L — произвольная максимальная подгруппа груп­
пы G. Если L является S-квазинормальной в G, то, по лемме 2,2(1), L  нор­
мальна в G. Если же L  не 5-квазинормальна в G, то все максимальные под­
группы из L  являются S-квазинормальными в G и поэтому, по лемме 2.2(5), 
L  — циклическая примарная группа. Следовательно, по (19, глава IV, теорема 
7.4], G разрешима.

Значит, по теореме 24.2 из [16, гл. VI], относительно группы G выполнены 
следующие условия:

1) Gm является р-группой;
2) С ^/Ф  (Gm) — главный фактор группы G;
•3) любые две ненормальные максимальные подгруппы группы G сопря­

жены в G.
Покажем, что G^ — силовская подгруппа в G. Воспользуемся индукци­

ей по |Gj. Если Ф(СЭТ) ф 1, то по лемме 2.3, условие леммы выполняется 
в С/Ф(С'Л) и поэтому (С /Ф (С ?!))ЭТ =  С !Л/Ф (Ст) — силовская подгруппа в 
С /Ф (С ЭТ) по индукции. Значит, G^ — силовская подгруппа в G. Поэтому мы 
можем считать, что Ф(С ) — 1 . Так как GOT/Ф (С ^) — главный фактор и 
Ф(СЭТ) =  1, то Gm является минимальной нормальной подгруппой в G. Так 
как G — ненильпотентная группа, то Gm <£. Ф(G) и, следовательно, суще­
ствует максимальная подгруппа М  в G такая, что G =  Gm X М. Понятно, 
что М  является ненормальной подгруппой в G. Следовательно, |М | =  sa для 
некоторого простого числа s ф р и, значит, Р  — GTi.

Пусть М  — максимальная ненормальная подгруппа в G. Тогда М  явля­
ется циклической примарной группой и поэтому, не теряя общности, можем 
считать, что М  = Q. Заметим, что Ф(Р) =  1 . Действительно, поскольку Р 
нормальна в G, то Ф(Р) <  Ф(G) <  Q, что возможно, лишь если Ф(Р) =  1. Та­
ким образом, G =  P X Q ,  где Р  =  G71 — минимальная нормальная подгруппа 
в G и Q максимальная циклическая подгруппа в G. Очевидно, что Q не 
5-квазинормальна в G. Действительно, в противном случае, по лемме 2.2(1), 
Q субнормальна в G и, следовательно, нормальна в G. Таким образом, Q 
не 5-квазинормальна в G. Следовательно, максимальная подгруппа Q j из Q 
является 5-квазинормальной в G. Значит, по лемме 2.2(1), Q] субнормальна 
в G. Поэтому Q\ субнормальна в P Q X и, следовательно, нормальна в ней. С 
другой стороны, Qi нормальна в Q. Следовательно, Q i является нормальной
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подгруппой в G.
Допустим, что в G имеется максимальная ненильпотентная подгруппа L. 

Тогда L — Р  X Q\ =  Р  х Q i, где Q x = Q a , ввиду леммы 2.9, т.е. L - ниль- 
потентная группа. Полученное противоречие показывает, что G — группа 
Шмидта. А так как Ф(Р) =  1, то Р  абелева группа.

Достаточность очевидна.
Л ем м а 2.6. Любая ненормальная максимальная подгруппа группы G 

является либо нилыютептной группой, либо группой Шмидта с абелевыми 
силовскими подгруппами.

Д оказательство . Пусть А  — максимальная ненормальная подгруппа 
группы G. Тогда, по лемме 2.2(1), А не 5-квазинормальна в G. Значит, по 
лемме 2.2(2), в каждой максимальной цепи длины два группы А имеется соб­
ственная 5-квазинормальная в А подгруппа. Тогда, по лемме 2.5, А  является 
либо нильпотентной группой, либо группой Шмидта с абелевыми силовскими 
подгруппами.

Напомним некоторые свойства групп Шмидта, необходимые в наших до­
казательствах ([17, гл. VII, теорема 6.18]).

Л ем м а 2.7. Если А — группа Шмидта, то
(1) А  =  РХ <  a >. где Р. < a > — силовские р-подгруппа и q-подгруппа, 

соответственно;
(2) А имеет в точности два класса максимальных подгрупп, представите­

лями которых являются группы Р  < aq > и Р  < a >;
(3) Р /Ф (Р ) — главный фактор группы А;
(4) если Р  абелева, то Р  элементарна;
(5) Ф(Л) - Z (A ) =  Р х  < aq >.
Л ем м а 2.8. Если М — 5  X T  — ненормальная максимальная подгруппа 

группы G. которая является группой Шмидта с абелевыми силовскими под­
группами, где S  — силовская s-подгруппа из М , Т  — силовская t-подгруппа 
из М  для  некоторых простых s, t и Т  является силовской подгруппой в G, 
то | Т  : То I =  1 -

Д о казател ьство . Так как М  — группа Шмидта с абелевыми силовски­
ми подгруппами, то, по лемме 2.7, Т  является максимальной подгруппой в 
М. Очевидно, что Т  не 5-квазинормальна в G. Значит, по условию, макси­
мальная подгруппа из 'Г является 5-квазинормальной в G и поскольку Т  — 
силовская подгруппа в G, то, по лемме 2.2(4), максимальная подгруппа из Т  
совпадает с Тс . Следовательно, |Т : Tq\ = t.

Следующая лемма хорошо известна (см., например, )
Л ем м а 2.9 Пусть А — группа и М  - максимальная подгруппа группы  

А. Если L субнормальна в А и L  С М . то L  С М а -
Л ем м а 2.10 Пусть М  — максимальная подгруппа группы G. Тогда любая 

2-максимальная подгруппа из М  содержится в Ма- В частности, |М : M q \ Е
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{i.p. vo)
Д оказательство . Предположим, что М  — ненормальная в G подгруп­

па. Тогда М  не является S -квазинормальной подгруппой в G. Пусть Е\ — 
максимальная подгруппа в М  и Е% — максимальная подгруппа в Е\. Если 
Ех S-квазинормальна в G, то, по лемме 2.2(1), Е\ субнормальна в G и, ввиду 
леммы 2.9, Ео С Е \ = Mg- Е сл и  S-квазинормальна в G, то аналогично 
заключаем, что Е^ С Mq. Следовательно, каждая максимальная подгруппа 
из M /M q  имеет простой порядок и поэтому \М /М д\ =  РЧ для некоторых (не 
обязательно различных) простых р и д .  Лемма доказана.

Л ем м а 2.11 ([20, предложение В]) Пусть Н — нильпотентная подгруппа 
группы А. Тогда следующие условия эквивалентны:

(1) Н S -квазинормальна в А;
(2) каждая силовская подгруппа группы Н S -квазинормальна в А.
Следующая лемма очевидна.
Л ем м а 2.12 Пусть 21* —- класс всех абелевых групп, у  которых экспонен­

ты не содержат кубов простых чисел. Тогда 21* — формация.
Л ем м а 2.13. G разрешима и G jF (G ) — абелева группа, порядок которой 

не содержит кубов простых чисел.
Д оказательство . Пусть 21* — класс всех абелевых групп, у которых экс­

поненты не содержат кубов простых чисел. Тогда, по лемме 2.12, 21* является 
формацией. Пусть ^  =  9Ш* — класс всех групп, являющихся расширением 
нильпотентных групп при помощи групп из 21*. Согласно [16, с.36], $  — на­
сыщенная формация.

Предположим, что лемма неверна и G — контрпример минимального по­
рядка. Пусть N  — минимальная нормальная подгруппа в G. Покажем, что 
G /N  Е 3- Если в G /N  нет 3-максимальных подгрупп или же если \G /N\ = 
paq0 r'r, где a+ P+ 'y  <  3 ( а , /3,7  6 Nu{0}), то, по лемме 2.1(1)(3), G /N  € 3". С 
другой стороны, если в G /N  имеется 3-максимальная подгруппа, то условие 
леммы выполняется для G /N  по лемме 2.3 и поэтому G /N  6 S' по выбо­
ру группы G. Следовательно, N  — единственная минимальная нормальная 
подгруппа в G и N  <£(G), так как $  — насыщенная формация.

Пусть М  — такая максимальная подгруппа в G, что N  М. Тогда Mg =  
1 и G =  N M . Докажем, что группа G разрешима. Для этого нам достаточно 
показать, что N  — абелева группа. Предположим, что это не так. Тогда для 
каждой разрешимой подгруппы L  из G имеет место Lg = 1.

Пусть р — наименьший простой делитель порядка группы N . Ввиду теоре­
мы Томпсона-Фейта о разрешимости групп нечетного порядка, р =  2. Пусть 
N 2 — силовская 2-подгруппа в N  и G2 — силовская 2-подгруппа в G, содер­
жащая N 2 . Тогда G2 С Ng(N-2) и ЛГС(Д̂ 2) Ф G. Следовательно, в G найдется 
такая максимальная подгруппа Е, что E N  — G и G2 С Е. Понятно, что 
Eg =  1 и поэтому подгруппа Е  не является S-квазинормальной в G, по лем­
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ме 2.2(1).
Прежде предположим, что Е  нильпотентна и все максимальные подгруп­

пы из Е  являются 5-квазинормальными в G. Тогда, ввиду леммы 2.2(5), Е — 
циклическая примерная группа, так как Е  не является 5-квазинормальной в 
G. Таким образом, максимальная подгруппа Еj из Е  является 5-квазинормаль- 
ной подгруппой в G. По лемме 2.2(1) и по лемме 2.9, Е\ С Еа  =  1. Значит, 
\Е\ =  р и поэтому, ввиду [19, глава IV, теорема 7 .4] ,  G разрешима. Пусть те­
перь Е  имеет максимальную подгруппу Е\, которая не 5-квазинормальна 
в G. Тогда если Е% — максимальная подгруппа в Е\, то Е% является 5- 
квазинормальной подгруппой в G и, по лемме 2.2(1) и по лемме 2.9, Ео С 
Eq  = 1, т.е |i?j| =  t  для некоторого простого числа t. А так как Е  ниль­
потентна и Go_ С Е, то \Е\ =  pt. Значит, по [19, глава IV, теорема 7.4], G 
разрешима.

Пусть теперь Е  ненильпотентна. По лемме 2.2(2) в каждой максималь­
ной цепи длины два группы Е  имеется собственная 5-квазинормальная в Е  
подгруппа. Значит, по лемме 2.5, Е  =  S X Т  — группа Шмидта с абелевыми 
силовскими подгруппами 5  и Т. Пусть S  — s-группа и Т  — t-группа, где s и t
— простые числа. Предположим, что t — р = 2. Тогда Т х = Gi — циклическая 
группа для некоторого х Е G. Значит, группа G является 2-нильпотентной 
ввиду [21, теорема 10.1.8]. Это противоречит нашему предположению о груп­
пе G. Следовательно, 5  =  GV Тогда Т  является максимальной ненормальной 
подгруппой в Е  и, если Т] — максимальная подгруппа в Т, то Т\ является 5- 
квазинормальной подгруппой в G. Откуда, по леммам 2.2(1) и 2.9, получаем, 
что Т] С Еа  =  1 и поэтому \Т\ — t. Откуда следует, что 5  — максимальная 
подгруппа в Е. Предположим вначале, что S  является 5-квазинормальной 
подгруппой в G. Тогда, по леммам 2.2(1) и 2.9, S  С Eq =  1. Поэтому 5  не 
является 5-квазинормальной подгруппой в G. Если 5j — максимальная под­
группа в 5, то, по условию, 5j является 5-квазинормальной подгруппой в 
G и, по леммам 2.2(1) и 2,9, 5 Х С EG =  1, т.е [5| =- s. Но тогда Е  являет­
ся нильпотентной группой по [21, теорема 10.1.9], что противоречит нашему 
предположению о подгруппе Е. Таким образом, группа G является разреши­
мой и поэтому, не теряя общности, мы можем считать, что N  — р-группа, 
а поскольку M e = 1, то согласно [17, гл.А, теорема 15.2], G = N  X М  и 
N  = C g ( N )  = OpiG) -- F(G). Значит, Op(G /N ) — 1, что влечет Ор(М) — 1

По лемме 2.10, |М | Е {.s, s tj ,  где s, t — простые (не обязательно различ­
ные) числа. Но ввиду выбора группы G, подгруппа М  не является абелевой. 
Значит, \М\ — s i , где s Ф t. Тогда, по крайней мере, одна из силовеких под­
групп группы М  нормальна в ней. Не теряя общности, мы можем считать, 
что М  — С,s X Си где Cs, Ct — s-подгруппа простого порядка и 4-подгруппа 
простого порядка группы М , соответственно. Тогда, G =  N  X [С, X Ct) и 
Cs = Cc„ct(Cs)- Заметим, что если s =  р, то Ор(М } ф 1. Полученное проти­
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воречие показывает, что s ф р. Допустим, что р =  t. Тогда, не теряя общ­
ности, мы можем считать, что N C t =  N C p =  Р — максимальная подгруппа 
в С. Покажем, что Р  не S-квазинормальна в G. Допустим обратное. Тогда, 
по лемме 2.2(1), Р  субнормальна в G и поэтому Р  С F(G) С Cq(N ) =  JV. 
Данное противоречие показывает, что подгруппа Р  не S'-квазинормальна в 
G.

Так как N  — нормальная подгруппа группы Р, то в ней имеется макси­
мальная подгруппа Ni такая, что N\ нормальна в Р. Тогда N\Cp — макси­
мальная подгруппа в Р. Допустим, что N\CP является S-квазинормальной 
подгруппой в G. Тогда, по лемме 2.2(1), N\CV субнормальна в G и, по лемме 
2.4(2), N\CV С Op(G) =  N , противоречие, Значит. N\CV не S-квазинормальна 
в G. Тогда любая максимальная подгруппа из N\CV является S-квазинормаль­
ной в G. Значит, ввиду леммы 2.2(5), N\Cp — циклическая р-группа, так как 
N \C p не S-квазинормальна в G. Откуда следует, что N\C.p = Ср и, значит, 
TV] — 1, Таким образом, |ЛГ| =  р. Но тогда G /C q(N ) = G /N  ~  М  — цик­
лическая группа. Полученное противоречие показывает, что р Ф t. Пусть 
L N >■ ( \  и С = CL(Ct). Тогда С  = N0 \  S0, где No — подгруппа из N , S0
— подгруппа из C f  для некоторого х Е L. Так как N  =  Cq{N) и р ф s, то 
Cs ненормальна в L. Значит, L  — ненильпотентная группа. Следовательно, 
С ф 1 по [21, теорема 10.5.4]. Кроме того, N  X Cs — N  X C f. Значит, N  X C f  
также не является нильпотентной группой. Так как С ф 1, то либо No ф 1, 
либо So Ф 1. Предположим, что No ф 1. Если No =  N, то С = jVXSo. Откуда 
получаем, что N  С C i(C t) и, следовательно, Сг С Cq(N) =  iV. Получен­
ное противоречие показывает, что Nq ф N . Значит, по теореме Машке, N  — 
N\ х N 2 х • • ■ х N 1 , где Ni — минимальная нормальная подгруппа в L  для всех 
г =  1 ,2, . . . ,  I и I > 1. Так как (/VCt)n (G sXCf) =  C’t(iVnCsX a )  =  С», то N C t 
ненормальна в G. Очевидно, что N C t — максимальная не S-квазинормальная 
подгруппа в G. Тогда, по лемме 2.6, N C t либо нилыютентна, либо является 
группой Шмидта. Значит, максимальная подгруппа (No х N 3 х ■ • • х N i) \C t из 
N C t нильпотентна. Если (Дг2 х N 3 х ■ • • х N 1) \ C t является S-квазинормальной 
в G, то, по лемме 2.11, Ct является S-квазинормальной в G. Значит, по лемме 
2.2(1), Ct субнормальна в G и, следовательно, Ct нормальна в G, противо­
речие. Значит, (N 2 х N 3 X ■ ■ • X N 1) X Ct не S-квазинормальна в G. Сле­
довательно, по условию, максимальная подгруппа (N 3 х • • • х Л'У) X Ct из 
(Д 2̂ х N 3 х ■ ■ • х TV;) X Gt является S-квазинормальной подгруппой в G. От­
куда, как и выше, следует нормальность подгруппы Ct. Полученное проти­
воречие показывает, что jV0 =  1 и поэтому So ф 1. Значит, Sо =  Cf. А так 
как Cf С Ca(Ct), то Ct С Gcj(Gf). Откуда следует, что CtC* =  Ct х C f — 
нильпотентная группа. А так как Ct х C f — холловская р'-подгруппа группы 
G и все холловекие р'-подгруппы сопряжены в G [17, глава I, теорема 3.3], 
то С.s X Ct — нильпотентная группа, что противоречит исходному до пуще-
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нию о группе G. Значит, р = t и поэтому М  — абелева группа. А поскольку 
\М | 6 {s, *t}, то ее порядок не содержит кубов простых чисел. Таким об­
разом, М  <£ 21*. Следовательно, G Е $  = 9121*. Полученное противоречие 
завершает доказательство леммы.

Пусть Е п < Bn- i  < .. . <  Е\ < Е 0 — А — цепь подгрупп группы А. Тогда 
число п  будем называть длиной этой цепи.

Символом 1т(А) обозначим наибольшую из длин максимальных цепей 
группы А.

Л ем м а 2.14. Если А — разрешимая группа, то lm(A) > \k(A)\.
Д оказательство . Пусть р\ < pj < . . .  < рп — множество всех простых 

делителей порядка группы А. Если n =  1 и |А| — рг для некоторого г € N, то 
1т(А) — n  >  1. Пусть п  > 1 и Р ь Р-2 , .. ., Р„ — некоторая силовская система 
группы А. Рассмотрим цепь 1 < Р\ < Р\Р^ < . . .  < Р\Р% • ■ ■ Рп — Л. Понятно, 
что длина этой цепи равна п  и поэтому 1т(А) > |тг(А)|, Лемма доказана.

Л ем м а 2.15. Предположим, что группа А разрешима и в каждой мак­
симальной цепи длины п группы А имеется собственная субнормальная в А 
подгруппа. Если |7г(у4) | > п, то группа А шльпотентнн.

Д оказательство . Предположим, что данная лемма неверна и пусть А
— контрпример минимального порядка. Тогда п > 1. Действительно, если 
п — 1, то, очевидно, все максимальные подгруппы группы А нормальны. 
Значит, А нильпотентна, что противоречит выбору группы А.

Прежде покажем, что А /N  является нильпотентной группой для любой 
минимальной нормальной подгруппы N  группы А. Так как |тг(А)| > п. то 
\тт(А/Аг)\ > п — 1. Значит, по лемме 2.14, lm(A /N ) > п  — 1. Следовательно, 
в А /N  имеется максимальная цепь длины п и поэтому, по лемме 2.4(3), в 
каждой такой цепи имеется собственная субнормальная в А /N  подгруппа, т.е. 
условие леммы выполняется в А /N  и поэтому А/N  нильпотетна по выбору 
группы А. А так как А не является нильпотентной группой, то N ^  Ф(А) и N
— единственная минимальная нормальная подгруппа группы А. Значит, в А 
имеется такая максимальная ненормальная подгруппа М , что А = N  \  М  и 
Ма = 1. Заметим, что либо \л(М )\ = |7r(A)j, либо \тт(М)\ = (тт(̂ 4) | — 1. Значит, 
|тг(М)| > п — 1 . Откуда, по лемме 2.14, следует, что lm(M ) >  |vr(M)| > п — 1. 
Итак, в М  имеется максимальная цепь

AL I < Мп— 2 < . . .  < М\ < Mq — М, ( I)

в которой М п- 1 — неединичная n-максимальная подгруппа в А. А так как 
М  не является субнормальной подгруппой в А, то, по условию, в цепи (1) 
имеется такая подгруппа L, которая субнормальна в А. Но, по лемме 2.9, 
L  С М 4 =  1 и поэтому L ~ Mn- i  = 1. Полученное противоречие показывает, 
что А — нильпотентная группа. Лемма доказана.

С ледствие 2.16(24, теорема 5]. Предположим, что группа А  разрешима
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и все п-максимальные подгруппы группы А субнормальны в А. Если  |тг (А) | > 
п, то группа А нильпотентна.

Л ем м а 2.17. Пусть тг(&') =  {р, q}. В том и только в том случае все 
максимальные ненормальные подгруппы группы G нильпотентны, когда G — 
Р  X Q. где Р  = Gm — нильпотентный корадикал группы G и G — группа 
одного из следующих видов:

(1 ) G — группа Шмидта,, |Ф(Р)[ <  р и \Q : Qo| =  q;
(2) Р  является минимальной нормальной подгруппой в G и \Q : QG\ — q2.
(3) Р  является минимальной нормальной подгруппой в G, |Q : Qa \ — q. 

любая максимальная подгруппа L из Q цикличпа и  \L  : La\ =  q.
Н еобходимость. Прежде заметим, что, по лемме 2.13, G разрешима. Так 

как все максимальные ненормальные подгруппы группы G нильпотентны, то, 
по теореме 24.2 из [16, гл. VI], относительно группы G выполнены следующие 
условия:

1) G^  является р-группой;
2) С т/Ф(Ст) — главный фактор группы G;
Покажем, что С'я — силовская подгруппа в G. Воспользуемся индукцией 

по |G|. Предположим, что Ф(С,,Л) ф 1. Если в G j^ (G 4t) нет 3-максимальных 
подгрупп, то, по лемме 2.1 (1), [G /Ф(С^) j =  pq. Следовательно, условие лем­
мы выполняется в G /$ (G ^ ) и поэтому (£уФ (Сэт))эт =  С^!/Ф (С ',Г|) — си­
ловская р-подгруппа в С /Ф (С ЭТ) по индукции. Значит, Gm — силовская р- 
подгруппа в G. С другой стороны, если в С/Ф (С!Л) есть 3-максимальная под­
группа, то условие леммы выполняется в £?/Ф(С? ), по лемме 2.3, и поэтому 
(С /Ф (С т ))ш =  G<3ll ^ ( G <n) -  силовская р-подгруппа в С /Ф (С ЭТ) по индук­
ции. Значит, G'n — силовская р-подгруппа в G. Поэтому мы можем считать, 
что Ф(Ст) — 1. Так как 6 '"''/Ф(С0!) — главный фактор и Ф(С9{) =  1 , то Gm 
является минимальной нормальной подгруппой в G. Так как G — ненильпо- 
тентная группа, то Gm ^  Ф(С) и, следовательно, существует максимальная 
подгруппа М в G такая, что G — Gm X М. Из того, что ~  М  сле­
дует, что М  нильпотентна и, значит, силовская р-подгруппа Мр группы М  
нормальна в М. Значит, М  С Ng{M p). Н о Мр < No(M p) и, следовательно, 
Na(Mp) = G. Из последнего следует, что Мр нормальна в G. Так как Р  имеет 
вид Р = X Мр, то Р  нормальна в G. Следовательно, Gm — Р.

Так как тг(G) — {р, q}, то G = Р  X Q. Поскольку группа G не являет­
ся нильпотентной, то в ней имеется такая максимальная подгруппа А\, что 
| G : A 1 1 =  р“ для некоторого натурального числа а и Aj не является нор­
мальной в G. Поэтому А\ нильпотентна и, по лемме 2.2(1), А г не является 
S-квазинормальной в G. Не теряя общности, мы можем считать, что Q < А\. 
Тогда

Aj =  А] П G =  .4] П PQ = Q(Ai П Р).
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Пусть |Р | =  р. Тогда Р  является минимальной нормальной подгруп­
пой в G и А\ = Q — максимальная не S'-квазинормальная подгруппа в G. 
Предположим вначале, что все максимальные подгруппы из Q являются S- 
квазинормальными в G. Тогда, по лемме 2.2(5j, Q — циклическая группа. 
Очевидно, что в этом случае G имеет в точности два класса максимальных 
подгрупп, представителями которых являются группы Q и PQ\, где Q\ — 
максимальная подгруппа группы Q. Если jQj =  q, то |G| =  pq, что противо­
речит нашему исходному допущению о группе G. Значит, \Q\ > q. Так как Q\ 
является S-квазинормальной подгруппой в G, то, по лемме 2.2(1) Q\ субнор­
мальна в G. Значит, Q\ субнормальна в PQ\ и, следовательно, нормальна 
в ней. С другой стороны, Q] нормальна в Q. Следовательно, Q\ является 
нормальной подгруппой в G и поэтому PQ \ нильпотентна. Заметим также, 
что в этом случае, ввиду леммы 2.9, Q\ — Qa . Следовательно, G является 
группой Шмидта, т.е G — группа типа (1).

Предположим теперь, что в Q нет максимальных S-квазинормальных в 
G подгрупп. Если Q\ -  максимальная подгруппа в Q, то, ввиду условия, все 
максимальные подгруппы из Q\ являются S-квазинормальными в G. Значит, 
по лемме 2.2(5), Q\ — циклическая группа. Значит, максимальная подгруппа 
Q'l из Q 1 характеристична в Q\ и, следовательно, нормальна в Q. Кроме 
того, Q'i нормальна в PQ 2, так как, по лемме 2.2(1), Q2 субнормальна в G
и, следовательно, субнормальна в PQ 2. Поэтому, по лемме 2.9, Q 2 =  Q a> что 
влечет |Q : Qg \ =  q2- Таким образом, G — группа типа (2).

Предположим теперь, что в Q все максимальные подгруппы, кроме одной 
подгруппы Q 1 , не являются S-квазинормальными в G. Тогда, как и выше по­
лучаем, что Q 1 нормальна в G и поэтому, по лемме 2.9, Q\ =  Qg - Значит, \Q : 
Qg \ ~ 5- Заметим также, что любая максимальная не S-квазинормальные в 
G подгруппа L  из Q является циклической, по лемме 2.2(5). Значит, если L \
— маю имальная подгруппа из L, то Ь\ является S-квазинормальной в G и, 
как было показано выше, Ь\ нормальна в G, т.е. |L : Lq \ =  q, по лемме 2.9. 
Таким образом, G — группа типа (3).

Пусть теперь |Р | > р. Предположим, что Ф(Р) =  1. Тогда Р является 
минимальной нормальной подгруппой в G и Q г- максимальная подгруп­
па группы G, которая не S-квазинормальна в G, по лемме 2.2(1). Если все 
максимальные подгруппы из Q являются S-квазинормальными в G, то Q 
циклическая группа, по лемме 2.2(5), и ее максимальная подгруппа, как и 
выше, совпадает с Qg, т.е. jQ : Q g | =  q. Значит, G является группой Шмид­
та и поэтому G — группа типа (1). Пусть теперь Q не является циклической 
группой. Если все максимальные подгруппы из Q не S-квазинормальны в G , 
то, по лемме 2.2(5), они цикличны. Кроме того, если Q2 — 2-максимальная 
подгруппа в Q, то Q2 является S-квазинормальной в G и, как и выше, Q2 

нормальна в G. Значит, по лемме 2,9, Q2 -= Qa и поэтому |Q : Qg\ =  Я •
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Следовательно. G — группа типа (2). Если же все максимальные подгруп­
пы, кроме одной подгруппы Qj, не являются 5-квазинормальными в G, то 
Qi нормальна в G и, по лемме 2.9, Q\ =  Q c■ Кроме того, все максималь­
ные не 5-квазинормальные в G подгруппы Q, ввиду леммы 2.2(5), являются 
циклическими, максимальные подгруппы которых нормальны в G, как было 
показано выше. Значит, G — группа типа (3).

Допустим теперь, что Ф(Р) ф 1. Тогда, ввиду того, Р /Ф (Р ) — главный 
фактор группы G, А\ =  Ф(Р)<5 — максимальная подгруппа в G, причем 
А\ не 5-квазинормальна в G. Так как Ф(Р) ф 1 , то А\ не является цик­
лической группой и поэтому, по лемме 2.2.(5), в A i имеется максимальная 
не S-квазинормальная в G подгруппа А% с \А\ : Ai\ =  р. Тогда Q < A i  и 
поэтому Л2 =  Ai П А\ =  Q(A2 П Ф(Р)). Так как, по условию, все макси­
мальные подгруппы из A i являются 5-квэзинормальными в G, то, по лемме 
2.2(5), А% “  Q —  циклическая группа и поэтому |Ф(Р)| =  р. Очевидно, что 
в этом случае G является группой Шмидта, т.е. G — группа типа (1). Лемма 
доказана.

Д остаточность. Очевидно, что в данном случае в каждой максималь­
ной цепи длины три группы G имеется собственная 5-квазинормальная в G 
подгруппа.

Л ем м а 2.18. Пусть |7r(G)| =  3. В том и только в том случае все мак­
симальные ненормальные подгруппы группы G нильпотентны, когда G = 
Р  X (Q R ), где Р  =  G 71 является минимальной нормальной подгруппой в G, 
|Р | =  г. Q = <  a > — циклическая группа, \Q : Qa \ -  q и выполняется одно 
из следующих условий:

( 1 ) R  является нормальной подгруппой в G;
(2) R ненормальна в G и \Q\ = q.
Н еобходимость. Прежде заметим, что, по лемме 2.13, G разрешима. 

Как и выше, можно показать, что Р  =  Gm. Поскольку группа G не является 
нильпотентной, то в ней найдется такая максимальная ненормальная под­
группа А \ , что \G : Ау\ =  pa для некоторого натурального числа а. Поэтому 
А\ нильпотентна и, по лемме 2.2(1), А\ не является 5-квазинормальной в 
G. Если все максимальные подгруппы из A i являются 5-квазинормальными 
подгруппами в G, то, по лемме 2.2(5), A j — циклическая примарная груп­
па, так как Ai не 5-квазинормальна в G. Значит, |v4i| =  qb для некоторо­
го натурального числа b и поэтому |G| =  paqb, что противоречит условию. 
Следовательно, в А \ имеется максимальная не 5-квазинормальная в G под­
группа Л2. По условию, все максимальные подгруппы из Л2 являются 5- 
квазинормальными подгруппами в G. Значит, по лемме 2.2(5), А2 — цикли­
ческая примарная группа и, очевидно, A i не является р-группой. Поэтому, не 
теряя общности, мы можем считать, что |Л2| — qc для некоторого натураль­
ного числа с. Если \А\ : Л2| =  р, то |G| =  pa+lqc, что противоречит условию.
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Значит, \А\ : A<i\ =  г, \R\ = г и |Лг| =  |Q|. Это означает, что А\ П Р — 1, т.е. 
Ф(Р) =  1.

Таким образом, G = P \(Q R ) ,  А\ = QXR}> — максимальная ненормальная 
подгруппа в G для некоторых гг, у Е G и А% — Qz —< а > — 2-максимальная 
не S-квазинормальная в G подгруппа группы G, которая является цикличе­
ской группой для некоторого z  Е G. Не теряя общности, мы можем считать, 
что А\ =  QR  и Аг = Q. Так как Ф(Р) =  1 и Р  =  то Р  — минимальная 
нормальная подгруппа группы G. Заметим также, что, если Qi — максимлаь- 
ная подгруппа в Q, то так как Q у является S-квазинормальной подгруппой 
в G, то, по лемме 2.2(1), Q \ субнормальна в G. Значит, Q\ субнормальна в 
PQi и, следовательно, нормальна в ней. С другой стороны, Q\ нормальна 
в Q. Значит, Qi является нормальной подгруппой в G. Следовательно, по 
лемме 2,9, Qi = Qa и поэтому jQ : QG| =  q.

Если R  нормальна в G, то G является группой типа (1). Пусть R  не яв­
ляется нормальной подгруппой в G. Тогда максимальная подгруппа RQ q 
из А] не является S-квазинормальной в G. Действительно, если RQa  яв­
ляется S -квазинормальной подгруппой в G, то, по лемме 2.11, R  является 
S-квазинормальной подгруппой в G, Откуда, по лемме 2.2(1) следует, что R 
субнормальна в G и, следовательно, R  нормальна в G. Полученное противо­
речие показывает, что RQ q не S-квазинормальна в G. Тогда все максималь- 
наые подгруппы из RQa являются S-квазинормальными в G и поэтому, по 
лемме 2.2(5), R Q g — R  ~  циклическая группа. Следовательно, \Q\ = q и G 
является группой типа (2). Лемма доказана.

Д остаточность . Очевидно, что в данном случае в каждой максималь­
ной цепи длины три группы G имеется собственная S-квазинормальная в G 
подгруппа.

Напомним, что Za(A) — это наибольшая нормальная подгруппа группы
А, у которой все A-главные факторы цикличны. Символом 2l(p—1) обозначим 
формацию всех абелевых групп, экспоненты которых делят р — 1 [26].

Л ем м а 2.19. Пусть N  — нормальная р-подгруппа группы А. Если Е < 
Zu(A), то (А /С Л(Е ))*<*-» < Ор(А /С а (Е)).

Д о казател ьство . Пусть 1 =  E q < Е\ < ■ ■ ■ < E t = Е  — главный ряд 
группы А ниже Е. Пусть С{ — С д(Е{/E i-\)  и С = С\ П Ci П • • ■ П Ct. Тогда 
Сд(Е) < С  и, по следствию 3.3 из [22, глава 5], С /С а (Е ) являетсяр-группой. 
С другой стороны, так как \E i/E ^ i\  =  р, А /С  €  21 {р — 1 ). Следовательно, 
(A /C A{E))*to-V < Ор(А /С а (Е)).

В дальнейшем, A t — силовская t-подгруппа группы А  для некоторого 
простого числа t.

Л ем м а  2.20. Пусть максимальная подгруппа А  группы G является груп­
пой Шмидта вида А — A v X Aq с абелевыми силовскими подгруппами п пусть 
|G  : А\ =  v a для некоторого a Е  N. Тогда Ар является минимальной нормаль- 
Установа адукацьп 
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ной подгруппой в G.
Д оказательство . Так как А  является максимальной подгруппой в G 

и Ар < Np(Ap), то N g ( A p) — G. Заметим, что Av является минимальной 
нормальной подгруппой в А, так как Ар абелева. Значит, Ар является мини­
мальной нормальной подгруппой и в С .

Л ем м а  2.21. Пусть в G имеется ненильпотентная ненормальная макси­
мальная подгруппа А  и G = PQ. Тогда одна из силовских подгрупп групп 
группы G нормальна.

Д о казател ьство . Допустим, что в G нет нормальных силовских под­
групп. Так как А — ненильпотентная максимальная ненормальная подгруппа 
группы G , то, по лемме 2.6, А — группа Шмидта с абелевыми силовскими 
подгруппами. Не теряя общности, мы можем считать, что А = Ар X Aq. Сле­
довательно, Q не является нормальной подгруппой в G.

Рассмотрим следующие формально возможные случаи.
I. \G : А\ =  ра для  некоторого a (Е N.
Не теряя общности, мы можем считать, что Q — A q и поэтому А = AP\ Q .

(a) Ар является минимальной нормальной подгруппой в G и \Q : Qa \ = q.

Это следует по леммам 2.8 и 2.20.
(b) А является представителем единственного класса неномральиых мак­

симальных подгрупп группы G. Кроме того, нормальная максимальная в G 
подгруппа М  является единственной подгруппой и \G : М\ — q.

Пусть В  — произвольная максимальная подгруппа группы G. Прежде 
предположим, что \G : В \ — рь для некоторого Ъ €  N и В  Ф Ах для всех 
х  6 G. Не теряя общности, мы можем считать, что Q — Вр. Тогда В  = BqQ 
Кроме того, так как В  ф А х, то Ар ^  В. Покажем, что В  ненормальна в G. 
Допустим, что имеет место обратное, Тогда Ар П В  — нормальная подгруппа 
в G. Это означает, что Ар П В  — 1 , ввиду минимальности Ар. Следовательно, 
АП В  =  ApQ n B  = Q(ApD B ) =  Q — нормальная подгруппа в А. Полученное 
противоречие показывает, что В  — ненормальная подгруппа в G. Таким об­
разом, в рассматриваемом нами случае для любой нормальной максимальной 
подгруппы М  группы G имеет место | G : М\ = q. А так как Q — циклическая 
группа, то М  является единственной нормальной максимальной подгруппой 
в G. Так как В  ненормальна в G, то, по лемме 2.6, В  либо нильпотентна, либо 
является группой Шмидта с абелевыми силовскими подгруппами. Предполо­
жим, что Вр нормальна в В. Так как В  является максимальной подгруппой 
в G и Вр < Np(Bp), то N G(BP) =  G. Значит, Вр нормальна в G. Так как А 
является максимальной подгруппой в G и Вр ^  А, то G =  В р X А. Значит, 
Р = Вр х Ар и поэтому Р  нормальна в G. Полученное противоречие показы­
вает, В =  Q X Вр — группа Шмидта с абелевыми силовскими подгруппами. 
Так как Q является минимальной нормальной подгруппой в В  и циклична,
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то \Q\ — q, Значит, M  — P  — нормальная подгруппа в G. Полученное проти­
воречие показывает, что |G : В\ = qc для некоторого с € N. Но тогда В  < М  
и поэтому В  = М  — нормальная подгруппа группы G. Следовательно, А  яв­
ляется представителем единтсвенного класса неномральных максимальных 
подгрупп группы G.

Так как Qg нормальна в G и Q — циклическая группа, то QG < ZU(G). 
Кроме того, Q < Cq(Qg)■ Значит, по лемме 2.19, GjC-aiQc) является абеле­
вой q'-группой. С другой стороны, М  с \G : М\ =  q является единственной 
нормальной максимальной подгруппой в G. Значит, Cq{Qg) =  С и  поэтому 
Qg <  Z(G ). Следовательно, М  является нильпотентной группой и поэтому 
Р  характеристична в М . Из этого следует, что Р  нормальна в G. Полученное 
противоречие показывает, что имеет место следующий случай.

И. |G : А\ = q для  некоторого b 6 N.

Не теряя общности, мы можем считать, что Р — Ар и поэтому А = P \ A q.

Так как А -ф Р, то в А имеется максимальная подгруппа А\ такая, что 
\А : Ai\ = q и поэтому Р < А\. Следовательно, А\ =  А\ П А  =  А\ П P A q = 
Р (А \ П Aq), где Ai П A q — максимальная подгруппа в Ад. Если А\ явля­
ется S-квазинормальной подгруппой в G, то, по лемме 2.11, Р  также S- 
квазинормапьна в G. Откуда, по лемме 2.2(4), следует, что Р  нормальна в 
G. Полученное противоречие показывает, что А\ не S-квазинормальна в G. 
Значит, все максимальные подгруппы из А\ являются S-квазинормальными 
в G и поэтому, по лемме 2.2. (5), А\ — Р  — циклическая группа. А так как 
Р  — минимальная нормальная подгруппа в А, то \Р\ = р. Следовательно, по 
[25, теорема 14.3.1], р > q, так как Q ненормальна в G. Кроме того, из того, 
что А\ П A q =  1 следует, что |Т| =  д. Таким образом, А является группой 
Шмидта, в которой силовские подгруппы имеют простой порядок. Поэтому 
Q является максимальной подгруппой в G и Аа  =  1- Значит, G является при­
митивной группой и поэтому ввиду [17, глава А, теорема 15.2], С = Qi X А, 
где Q 1 — минимальная нормальная в G подгруппа. Очевидно, что Aq Q j 
и поэтому Q = Q i X Ад. А так как \Aq\ -•= q, to  Qi является максимальной 
подгруппой в Q. Значит, по лемме 2.9, Q i =  Qg- Заметим, что так как Р 
ненормальна в G и р > q, то Q — нециклическая группа. Значит, Qg являет­
ся единственной максимальной подгруппой в Q, которая S-квазинормальна в 
G, так как Q не S-квазинормальна в G. Поэтому все максимальные подгруп­
пы из Q, отличные от Q g , не S-квазинормальны в G и цикличны, по лемме 
2.2(5). Пусть Q 2 — максимальная подгруппа из QG. Так как Q% характери­
стична в Qq, то Q2 нормальна в Q Значит, Q 2 X A q — подгруппа группы Q. 
Так как Qi X A q ^  Qa , то Q -2 X Aq — циклическая группа и поэтому Q 2 — 1 . 
Значит, |Qi[ =  q и, следовательно, |Q| =  q2. Откуда получаем |G| =  pq2, что 
противоречит исходному допущению о группе G. Полученное противоречие
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показывает, что в G всегда имеется нормальная силовская подгруппа.
Л ем м а 2.22. Если G =  Р  X Q, то в G имеется по крайней мере одна, 

ненилъпогентная ненормальная максимальная подгруппа А тогда я  только 
тогда, когда А является группой Шмидта с абелевыми силовскими подгруп­
пами. |Q : Qg\ — q и G является группой одного из следующих типов:

(1) Ф(Р) = 1, G — является подпрямым произведением подгрупп А и В. 
где А — S \ Q  и S  — минимальная нормальная подгруппа в G; В  =  D  X Q
— ненормальная максимальная в G подгруппа, я  либо В  — нильпотептиая 
группа, \D\ ----- р я D < Z(G ), либо В  ~  А.

(2) G =  РА. |Ф (Р)| =  р, А  -  Ф(Р) X Q — представитель единственного 
класса максимальных ненормальных подгрупп группы G;

Необходимость. Так как А — ненильпотентная максимальная ненор­
мальная подгруппа группы G, то, по лемме 2.6, А  =  S \ T  — группа Шмидта 
с абелевыми силовскими подгруппами S  и Т. Не теряя общности, мы можем 
считать, что S  — р-группа и Т  — g-группа. Следовательно, Р  нормальна в G. 
Тогда подгруппа Ф(Р), являющаяся характеристичной в Р, нормальна в G 
и поскольку А не является нормальной подгруппой в G, то \G : А\ — ра для 
некоторого натурального числа а. Поэтому А  содержит некоторую силовскую 
g-подгруппу группы G. Не теряя общности, мы можем считать, что Q < А. 
Следовательно, А  =  S  X Q. Заметим также, что S  являетмя минимальной 
нормальной подгруппой в G . Действительно, так как А является максималь­
ной подгруппой в G и S  < N p(S), то N q(S ) =  G. Заметим, что S  является 
минимальной нормальной подгруппой в А, так как S  абелева. Значит, S  яв­
ляется минимальной нормальной подгруппой и в G. Заметим также, что, по 
лемме 2.8, |О : Qo\ =  q.

Возможны следующие формально возможные случаи.

I. Ф(Р) -= 1.
(a) G является подпрямым произведением групп А  и В, где В  = O X  Q

— ненормальная максимальная в С подгруппа и D — силовская р-подгруппа 
в В.

Пусть В  — максимальная подгруппа в G с | G : В  J =  рь. где b e  N и В  ф А 1' 
для всех х €  G. Не теряя общности, мы можем считать, что Q < В. Тогда 
В = DQ, где D — силовская р-подгруппа в В  Так как В  ф Ах, то S  ^  В. По­
кажем, что В  ненормальна в G. Допустим, что имеет место обратное. Тогда 
S n B  — нормальная подгруппа в G. Это означает, что З п В  =  1, ввиду мини­
мальности S. Следовательно, А П В  =  S Q n B  — Q (S n B )  = Q — нормальная 
подгруппа в А. Полученное противоречие показывает, что В — ненормаль­
ная подгруппа в G. Следовательно, по лемме 2.6, В  либо нильпотентна, либо 
является группой Ш мидта с абелевыми силовскими подгруппами. Заметим, 
что так как Р  нормальна в G, то Р  П В  = D — нормальная подгруппа, в В.
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Следовательно, В  = D X Q. Так как В  является максимальной подгруппой 
в G и D < N p(D ), то N c(D ) =  G. Значит, D нормальна в G. Так как А 
является максимальной подгруппой в G и D ^  А, то G — D X А. Значит, 
Р  =- D х S. А так как S В , то G = S \  B = = D \A .  Следовательно.

G /S  ~  S P /S  ~  В / S  П В  ~  В

и также

G /D  -  D A /D  ~  Л /Л  П Л ~  Л.

Таким образом, G является подпрямым произведением групп Л и  В.
(b) Если В  —- нильпотентная группа., то |Dj = р и D < Z(G).
В D имеется максимальная подгруппа Z)], которая нормальна в В. Следо­

вательно, D\Q  является максимальной подгруппой в В , Кроме того, D\Q не 
S-квазинормальна в G. Действительно, если D\Q  является S-квазинормальной 
подгруппой в G, то, по лемме 2.11, Q также S-квазинормальна в G. Откуда, по 
лемме 2.2(1) следует, что Q субнормальна в G. Значит, Q нормальна в G. По­
лученное противоречие показывает, что D\Q  не S-квазинормальна в G. Зна­
чит, все максимальные подгруппы из D\Q  являются S-квазинормальными в 
G. Следовательно, по лемме 2.2(5), D\Q  =  Q и поэтому \D\ = р. Заметим 
также, что так как Р  — абелева группа и G =  В Р , то D  <  Z(G).

(c) Если В  — группа. Шмидта с абелевыми силовскими подгруппами, то 
В  ~  Л.

Так как Q < В , Q < A, S  н D — минимальные нормальные подгруппы в 
С, то получаем В  ~  Л. Таким образом, G — группа типа (1).

II. Если Ф(Р) ф 1, то G =  РЛ, Л ~  Ф(Р ) X Q — представитель единствен­
ного класса, ненормальных максимальных подгрупп группы G и  |Ф(Р)| =  р.

Допустим, что в G имеется ненормальная максимальная подгруппа М  ф 
А* для любого х  6 G. Тогда |G : М | =  рс для некоторого натурального чис­
ла с и, по лемме 2.6, М  либо нильпотентна, либо является группой Шмидта 
с абелевыми силовскими подгруппами. Не теряя общности, мы можем счи­
тать, что Q < М  и поэтому Q g <  М. Пусть М  является группой Шмидта 
с абелевыми силовскими подгруппами, Тогда М  — Мр X Q, где Мр — си­
ловская р-подгруппа в М. Так как М  является максимальной подгруппой в 
G и Мр < Np(M p), то Ng(Mp) = G. А поскольку Мр является минималь­
ной нормальной подгруппой в М, то, тем более, Мр является минимальной 
нормальной подгруппой в G. А так как S также является минимальной нор­
мальной подгруппой в G, то из того, что Ф(Р) нормальна в G и Ф(Р) <  Ф(G) 
следует, что Ф(Р) <  S и Ф(Р) <  Мр. Так как Ф(Р) ^  1, то Мг = S =  Ф(Р). 
Таким образом, получаем, что Ф(Р) < M g и Ф(Р) <  Л<з. А так как Qg <  Лз
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и Qg < Mg, to  Ag — Mg и  поэтому, по [17, глава А, теорема 16.1], М  = А* 
для некоторого х  £ G. Полученное противоречие показывает, что М  — ниль 
потентная группа. Заметим, что

М  =  М П  PQ -  д ( М П Р ) ,
Если все максимальные подгруппы из М  являются S-квазинормальными в 
G, то, по лемме 2.2(5), М = Q и поэтому M n P  =  1. Так как Р  нормальна в 
С. то Ф(Р) С Ф(С'). Значит, Ф(Р) С  М и Ф(Р) С М. П Р  =  1. Следователь­
но, Ф(Р) =  1. Полученное противоречие показывает, что в М  имеется мак­
симальная не S-квазинормальная в G подгруппа L. Прежде предположим, 
что Q < L. Тогда. L  не 5-квазинормальна в G. Действительно, в противном 
случае, в силу нильпотентности L  и леммы 2.11, получаем, что Q является 
S-квазинормальной подгруппой в G. Откуда, по лемме 2.2(1), следует, что 
Q субнормальна в G и поэтому Q нормальна в G. Полученное противоречие 
показывает, что L  не 5-квазинормальна в G. Кроме того,

/, =  L n P Q  =  Q(L  П Р).
где Ь П Р  — максимальная подгруппа в М ПР. По условию, все максимальные 
подгруппы из L  являются 5-квазинормальными в G. Значит, по лемме 2.2(5),
L  =  Q и поэтому L  П Р  =  1. Значит, |М  П Р | =  |Ф (Р)j =  р. Заметим что. 
Mg =  &(P)Qg и Ag =  Ф(Р)<Зс и поэтому М  — А® для некоторого х  t  G, по 
[17, глава А, теорема 16.1]. Полученное противоречие показывает, что Q 4- L. 
Значит, |М  : Ь\ — q и Ф(Р) <  L. Тогда L  =  Mf ) L  $>{P)Qnb =  Ф(Р)(<ЗПР), 
где Q П L — максимальная подгруппа в <2, равная Qg- Значит, L = &(P)Qg
— нормальная подгруппа в G. Полученное противоречие показывает, что А 
является представителем единственного класса максимальных ненормальных 
подгрупп в G. Таким образом, G — группа типа (2).

Д остаточность. Очевидно, что если G — группа типа (1). то в каждой 
максимальной цепи длины три группы G имеется собственная 5-квазинормаль­
ная подгруппа.

Пусть G — группа типа (2). Очевидно, что в каждой максимальной цепи 
длины три группы G, проходящей через подгруппу А, имеется собственная 
нормальная в G подгруппа.

Допустим, что В — нилымтентная группа. Из того, что |D | =  р вытекает, 
что Q является максимальной подгруппой в В. Так как подгруппа В  макси­
мальна в G и D < Np(D).  то N g ( D) =  G, Значит, подгруппа D , а вместе 
с ней и максимальная подгруппа DQq  и з  В  нормальны в G. Следователь­
но, в каждой максимальной цепи длины три группы G, проходящей через В , 
имеется собственная нормальная в G подгруппа.

Предположим, что в G имеется ненормальная максимальная подгруппа 
М  с [G : М | =  "рь для некоторого натурального числа Ъ и М у- Аа\ М  ф Ву
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для всех х ,у  Е G. Не теряя общности, мы можем считать, что Q < М. Так 
как Р  нормальна в G, то М  =  [MP\Q, где Мр — силовская р-подгруппа в 
М. Заметим также, что Мр нормальна в G, так как Р  — абелева группа. 
Заметим, что так как М  ф А х, то М  П S  = 1 . Действительно, допустим, что 
имеет место обратное. Тогда Мр n S  ^  1 и М р П 5  -  нормальная подгруппа 
в G , что влечет Мр П S  — S, т.е. S  С М. Тогда А  С М  и поэтому А =  М, 
противоречие. Значит, М  Л S  = 1. Так как А  — максимальная подгруппа в 
G и G = А В , то А ф В. Кроме того, так как А — S  \  Q и В  ~  D \  Q, 
то D ^  А. Значит, G =  D X А. Тогда Р = D х S. А так как \D\ -■ р, то 
|Р  : 5 | =  р. Следовательно, из того, что М  П S  =  1, вытекает |МР| =  р. 
Заметим, что представителями двух ю!ассов максимальных подгрупп в М  
являются подгруппа Q и нормальная в G подгруппа MpQq . Следовательно, 
в каждой максимальной цепи длины три группы G, проходящей через М. 
имеется собственная нормальная в G подгруппа.

Допустим теперь, что В  =  D \ Q  — группа Шмидта. Так как В  ^  А, то В
— группа Шмидта с абелевыми силовскими подгруппами и поэтому в каждой 
максимальной цепи длины три группы G, проходящей через подгруппу В, 
имеется собственная нормальная в G подгруппа.

Предположим, что в G имеется ненормальная максимальная подгруппа М  
с \G : М\ — рс для некоторого натурального числа с и М  ф А х\ М  ф В у для 
всех х, у Е G. Не теряя общности, мы можем считать, что Q < М. Так как Р  
нормальна в G, то М  = [MP]Q, где Мр — силовская р-подгруппа в М. Заметим 
также, что Мр нормальна в G, так как Р  — абелева группа. Аналогично 
вышеприведенным рассуждениям, можно показать, что Мр П S  =  1 и Мр П 
D = 1. Значит, из G-изоморфизма следует, что P /S  ~  D S /S  ~  D и P /S  — 
MpS / S  ~  Мр. Следовательно, Мр — минимальная нормальная подгруппа в 
G. Заметим также, что Мр является минимальной нормальной подгруппой в 
М , поскольку P M  = G и Р  — абелева группа. Значит, представителями двух 
классов максимальных подгрупп в М  являются подгруппа Q и нормальная 
в G подгруппа MpQq . Таким образом, в каждой максимальной цепи длины 
три группы G, проходящей через М, имеется собственная нормальная в G 
подгруппа.

Л ем м а 2.23. Пусть |тг(С)| =  3 и Р  нормальна в G. Тогда в G имеется 
ненильпотентная ненормальная максимальная подгруппа А, тогда и только 
тогда, когда G =  Р  X (QR) и G имеет в точности три класса максимальных 
подгрупп, представителями которых являются холловская r'-подгруппа А, 
ненормальная холловская р' -подгруппа L и нормальная в G подгрупп а М  с 
\G : М \ =  q. Кроме того, выполняются следующие условия:

(1) А является группой Шмидта с абелевыми силовскими подгруппами и
IQ '■ Q g \ = q;

(2) L является либо группой Шмидта с абелевыми силовскими подгруппа­
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ми, либо нильпотентной группой. Р  — минимальная нормальная подгруппа, 
в С. |Д| =  г и если R  ненормальна в G, то \Q\ =  q.

Н еобходимость, (а) А =  Р х X Qy — группа Шмидта с абелевыми силов­
скими подгруппами д ля  некоторых х .у  € G, в частности, \Qy : {Qv)g | =  q и 
|G : А\ =  |Д|.

Так как А  — ненильпотентная ненормальная максимальная подгруппа 
группы G, то, по лемме 2.6, А = S \ T  — группа Шмидта с абелевыми силов­
скими подгруппами S и Т. Пусть S — s-группа и Т  — i-группа для некоторых 
простых чисел s и t. Так как G разрешима и А — максимальная подгруппа в 
G, являющаяся группой Шмидта, то \G : А | — |Р |. Это, в частности, означа­
ет, что 5  — Рх , Т  — Qv для некоторых х , у  €  G, т.е. А =  Р х X что. ввиду 
леммы 2.8, влечет \Qy : (Qy)a\ =  9- Таким образом, выполняется условие (1).

Не теряя общности, мы можем считать, что А  =  Р  X Q.

(b) А  = P X Q  является представителем единственного класса максималь­
ных подгрупп, индекс которых в группе G является степенью простого числа 
г.

Пусть В  — произвольная максимальная подгруппа группы G с [G ; В\ =  
ra для aN. Пусть Вг> — холловская г'-подгруппа группы В. Тогда Р г< является 
холловской Р-подгруппой в G. Поскольку, ввиду (а), |G : А\ =  |Р |, то А -  
холловская г'-подгруппа группы G. А  так как все холловские г'-подгруппы 
сопряжены в G, по [17, глава I, теорема 3.3], то В г< =  Ах для некоторого 
х е  G. Так как Л является максимальной подгруппой в G, то В = В г> = А х
— максимальная подгруппа в G. Таким образом, А  является представителем 
единственного класса максимальных подгрупп, индекс которых в группе G 
является степенью простого числа г.

(c) Если Р не является минимальной нормальной подгруппой в G, то 
|Q| =  q и \Р\ =  р.

По лемме 2.7(2), А  имеет в точности два класса максимальных подгрупп, 
представителями которых являются PQa  и Q. Предположим, что Р  не яв­
ляется минимальной нормальной подгруппой в G. Тогда. Р  не является нор­
мальной подгруппой в G и поэтому P Q g не 5-квазинормальна в G. Действи­
тельно, в противном случае, по лемме 2.11, Р  является 5-квазинормальной 
подгруппой в G и поэтому, по лемме 2.2(1), Р  субнормальна в G, Откуда сле­
дует, что Р  нормальна в G. Полученное противоречие показывает, что P Q g 
не 5-квазинормальна в G. По условию, все максимальные подгруппы из P Q g 
являются S-квазинормальными в G. Значит, по лемме 2.2(5), P Q g — Р  -  
циклическая группа и поэтому |Q| =  q. Но так как Р  является элементарной 
абелевой р-группой, то |Р | = р.
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(d) Если L  — произвольная максимальная подгруппа группы G с \G : Ь\ — 
рь д ля  &N, то L — холловская р'-подгруппа и L ненормальна в G.

Понятно, что Qx < L для некоторого х  6  G. Следовательно, ЬП Ах = Qx. 
Значит, L  не является нормальной подгруппой в G. Заметим, что, согласно
(с), Р  либо является минимальной нормальной подгруппой в G, либо 1Р| =  р. 
Значит, ЬП  Р  =  1 и поэтому L  — холловская р'-подгруппа группы G.

Так как L  ненормальна в G, то, по лемме 2.6, L  либо нильпотентна, ли­
бо является группой Шмидта с абелевыми силовскими подгруппами. Также 
заметим, что так как, согласно (d), L  —- холловская р'-подгруппа группы G, 
то, не теряя общности, мы можем считать, L = QR,

(e) Если М  — произвольная максимальная подгруппа группы G с \G : 
М\ — qc для  cN, то М  является нормальной подгруппой в G.

Допустим обратное. Тогда, по лемме 2.6, М  либо нильпотентна, либо яв­
ляется группой Шмидта с абелевыми силовскими подгруппами. С другой 
стороны, ввиду (Ь) и (d). в G имеется максимальная нормальная подгруппа 
Т  с \G : Т\ = q.

Предположим вначале, что М  является группой Шмидта с абелевыми си­
ловскими подгруппами. Тогда, в силу того, что |7г(М)| — 2 и |G : М\ =  qc 
получаем |Q| =  q. Значит, М  < Т  и, следовательно, М  = Т , что невоз­
можно ввиду предположения о ненормальности подгруппы М. Значит, М  
является нилыютентной группой. А так как Р  нормальна в А, то Р  нор­
мальна в G. Заметим, что в этом случае, ввиду ненормальности М  в G, 
R  не S-квазинормальна в G. Действительно, в противном случае, по лем­
ме 2.2(1), R  субнормальна в G и, следовательно, нормальна в С. Значит, 
М  =  Р  х Qa х R  — нормальная подгрзтпа группы G. Пусть М\ — макси­
мальная подгруппа из М  с |М  : М\\ — р. Не теряя общности, мы можем 
считать, что R Q q < М\. Так как R не .S-квазинормальна в G, то, по лемме 
2.11, L  не 5,-квазинормальна в G. Тогда, по условию, все ее максимальные 
подгруппы S-квазинормальны в G. Значит, ввиду леммы 2.2(5), L = R. По­
этому \Q\ = q и М  — Т. Полученное противоречие показывает, что любая 
максимальная подгруппа М  с \G : М\ — qc является нормальной в G и 
М  = P Q gR ■ Покажем, что М  — единственная максимальная нормальная 
подгруппа в G. Предположим, что в G имеется еще одна максимальная нор­
мальная подгруппа Т  ф М  с \G : Т\ = q. Так как Т  нормальна в G, то Р  < Т  
и R  < Т. Кроме того, Qg <  Т , так как Q циклична. Значит, М  = Т  и М  — 
единственная максимальная нормальная подгруппа в G.

(f) L является либо группой Шмидта с абелевыми силовскими подгруппа­
ми, либо нильпотентной группой, Р  — минимальная нормальная подгруппа 
в G, \R\ — г и если R  ненормальна в G, то \Q\ = q.
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Так как, согласно (d), L  ненормальна в G. то, по лемме 2.6, L  либо ниль- 
потентна, либо является группой Шмидта с абелевыми силовскими подгруп­
пами. Также заметим, что так как, согласно (d), L — холловская р'-подгруппа 
группы G, то, не теряя общности, мы можем считать, L =  QR.

Допустим вначале, что L  — нильпотетная группа. Так как L  не явля­
ется примарной циклической группой, то в L имеется максимальная не S- 
квазинормальная в G подгруппа, которая является примарной циклической 
группой. Так как L  нильпотентна, то R  нормальна в L  и в R  имеется макси­
мальная подгруппа R\, которая нормальна в L. Значит, QR\ является макси­
мальной подгруппой в L. Ввиду того, что Q ненормальна в G и леммы 2.11, 
QR\ не 5-квазинормальна в G. Значит, QR\ =  Q и поэтому |Я| =  г. Если 
Р  не является минимальной нормальной подгруппой в G. то, согласно (с), 
\Р\ — р  и \Q\ = q. Значит, |G| =  pqr, что противоречит исходному предполо­
жению о группе G. Следовательно, Р  — минимальная нормальная подгруппа 
в G, Кроме того, так как G/ Р  ~  L — нильпотентная группа, то Р = G91, Ес­
ли R  не является нормальной подгруппой в G, то RQ g не S -квазинормальна 
в G. Значит, по условию, все максимальные подгруппы из RQ g являются S- 
квазинормальными в G. Значит, R Q g — R  и поэтому |Q| =  q. Таким образом, 
выполняется условие (2).

Предположим теперь, что L  — группа Шмидта с абелевыми силовскими 
подгруппами. Пусть Q нормальна в L. Тогда, по лемме 2.7, L — Q X R, где 
R  —< b > и L  имеет в точности два класса максимальных подгрупп, пред­
ставителями которых являются Q < Ъг > и R. Заметим также, что так как 
Q является минимальной нормальной подгруппой в L  и Q — циклическая 
группа, то |Q| =  q. Следовательно, нормальная в G подгруппа М  =  P R  и 
М  П L  —* R — нормальная подгруппа в L. Полученное противоречие показы­
вает, что L = R \ Q .  Тогда, по лемме 2.7, в L имеется в точности два класса 
максимальных подгрупп, представителями которых являются RQg  и  Q. Ес­
ли R  не является нормальной подгруппой в G, то RQg  не 5 -квазинормальна 
в G. Значит, по условию, все максимальные подгруппы из RQ g  являются 
5-квазинормальными в G. Значит, RQg — R  — циклическая группа и по­
этому \Q\ = q. Кроме того, так как R  является минимальной нормальной 
подгруппой в L и циклична, то |Д( =  г. Заметим также, что если Р  не яв­
ляется минимальной нормальной подгруппой в G, то, согласно (с), |Р | =  р 
и |<Р| =  q. Значит, |G| =  pqr, что противоречит исходному предположению 
о группе G. Следовательно, Р  — минимальная нормальная подгруппа в G. 
Таким образом, выполняется условие (2).

Д остаточность . Очевидно, что в каждой максимальной цепи длины три 
группы G, проходящей через подгруппу А , имеется собственная нормальная 
в G подгруппа.

Допустим вначале, что L — группа Шмидта с абелевыми силовскими
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подгруппами. По лемме 2.7(2), представителями двух классов максималь­
ных подгрупп в L являются нормальная в G подгруппа RQc  и подгруппа 
Q, максимальная подгруппа которой нормальна в G. Значит, и в этом слу­
чае в каждой максимальной цепи длины три группы G имеется собственная 
нормальная в G подгруппа.

Предположим теперь, что L является нильпотентной группой. В этом слу­
чае предствителями двух классов максимальных подгрупп в L  являются нор­
мальная в G подгруппа RQo  и подгруппа Q. Значит, в этом случае, в каждой 
максимальной цепи длины три группы G, проходящей через L имеется соб­
ственная нормальная в G подгруппа.

3 Доказательство теоремы
Согласно леммы 2.13, G является разрешимой группой и G €  9Ш*, где 21* — 
класс всех абелевых групп, у которых экспоненты не содержат кубов простых 
чисел и 972Г — класс всех групп, являющихся расширением нильпотентных 
групп при помощи групп из 21*.

Предположим, что группа G не является нильпотентной. Тогда, по лемме 
2.6, любая ненормальная максимальная подгруппа А группы G является ли­
бо нильпотентной группой, либо группой Шмидта с абелевыми силовскими 
подгруппами.

Предположим вначале, что все ненормальные максимальные подгруппы 
группы G нильпотентны. Тогда, по леммам 2.17 и 2.18, G — группа одного 
из типов I-II.

Предположим теперь, что в G имеется максимальная ненормальная под­
группа Л, которая является группой Шмидта с абелевыми силовскими под­
группами. Если |tt(G)| =  2, то, по лемме 2.22, G — группа одного из типов 
III-IV. Если же |7r(G)| =  3, то, по лемме 2.23, G — группа типа V.

Д остаточность. Прежде всего заметим, что в нильпотентной группе 
каждая подгруппа является S-квазинормальной. Если же G является груп­
пой одного из типов I-V, то доказательство следует из лемм 2.17, 2.18, 2.22, 
2.23.
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