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Введение

Рассматриваются только конечные группы. Свойства группы во 
многих случаях определяются индексами цепей подгрупп, связываю
щих заданные подгруппы с группой. Например, для сверхразреши
мости группы G  (теорема 9.5 [1]) необходимо и достаточно, чтобы 
любая подгруппа из G была соединена с G цепью подгрупп с простыми 
индексами. В связи с этим в [2] было введено следующее

Определение 1. Подгруппа I I  группы G называется F-субпор- 
малъной в G, если либо II  =  G, либо существует цепь подгрупп

такая, что \Щ+ 1 : Щ\ — простое число для любого г =  0 , 1 , . . .  ,п  — 1 . 
Обозначается II  P -sn G.

Строение группы связано со свойствами ее силовских подгрупп, в 
частности, со способом вложения этих подгрупп в группу. Например, 
хорошо известен следующий результат: группа нильпотентна тогда 
и только тогда, когда любая ее силовская подгруппа является 
субнормальной.

Пусть 7г — некоторое множество простых чисел.
Определение 2. Группу G назовем wж-сверхразрешимой, если для 

любого р  G 7Г П 7r(G) силовская р-подгруппа группы G является Р -суб
нормальной в G.

Всякая ж'-группа по определению является w^-сверхразрешимой.
Обозначим через w^il класс всех w^-сверхразрешимых групп.
Для случая, когда 7г =  Р — множество всех простых чисел, будем 

называть wp-сверхразрешимую группу w-сверхразрешимой и вместо wpil 
использовать обозначения wil.

Заметим, что для множеств простых чисел и 7Г2 таких, что щ  С 7Г2, 
имеет место включение wil С w^iX С wTllt.

Ясно, что всякая сверхразрешимая группа является разрешимой w*- 
сверхразрешимой. Для 7г =  Р пример 1 из [2] показывает, что обратное 
утверждение в общем случае неверно.

Настоящая работа посвящена изучению свойств ^/„-сверхразрещи- 
мых групп.

Используются обозначения и терминология из [3,4]. Напомним неко
торые понятия, существенные в данной работе.

Через 7r(G) обозначается множество всех различных простых 
делителей порядка группы G. \ s \ s  о  г* \ г~

Н  = Н0 С H i С . . .  С Нп- \  С Н п = G

1. Предварительные результаты
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Р — множество всех простых чисел.
Op(G) —- наибольшая нормальная р-подгруппа группы G для 

некоторого простого числа р.
Gv — силовская р-подгруппа группы G.
Gp> — дополнение к силовской р-подгруппе в группе G , т.е. холлова 

р'-подгруппа группы G.
1 — единичная группа.
Sylp(G) — множество силовских р-подгрупп группы G.
£1 — класс всех сверхразрешимых групп.
6  — класс всех разрешимых групп.
Группа G порядка р“’pjf . . .  р?" называется дисперсивной по Оре [4, 

с. 251], если рх >  р2 >  . . .  >  р„ и G имеет нормальную подгруппу порядка 
рТ р?  ■ ■ ■ РТ Для любого г =  1 ,2 , . . . ,  п.

Класс групп S' называется формацией, если выполняются следующие 
условия: 1 ) каждая факторгруппа любой группы из 5  также 
принадлежит 2) из Н /А  е  Н /В  е  $  всегда следует, что И /А  П 
П В  €  'S- По определению пустой класс групп является формацией.

Формация £  называется:
1) нормально наследственной, если ^  вместе с каждой группой 

содержит и все ее нормальные подгруппы;
2) насыщенной, если из С?/Ф((?) €  5" всегда следует, что G € #.
Согласно [1] Л-группой называется группа, у которой любая

силовская подгруппа является абелевой. Класс всех Л-групп образует 
наследственную формацию.

По теореме Гашюца-Любезедер-Шмида формация насыщена тогда и 
только тогда, когда она локальна (см., например, [3, гл. IV]).

JI. С. Казарин [5] описал неабелевы композиционные факторы конеч
ных групп, у которых единичная подгруппа является Р-субнормаяьной 
в группе G.

Теорема 1.1 (теорема 6 [5]) Пусть G ~  группа и 1 P-sn G. Тогда 
в G существует субнормальный ряд 1 =  >о С Y\ С . . .  С Yfc_i С У*; =  G 
такой, что любой его неабелев фактор Yj+ i/Yv ] = 0 ,1 , . . .  , k  — 1, изо
морфен одной из следующих групп: PSLz(3), PSL^(5) или PSL,2 (q), 
q > 3.

Теорема 1.2 (теорема А .6.4 [3]) Пусть G -  группа u p  — простое 
число. Тогда

1 ) если Р £  Sylp(G) и N  < G, то Р  П N  6 Sy\p(N ) и P N /N  е  
G Sylp(G/AT);

2) если Ni < G, г = 1,2 и Р  6 Sylp(G), то N \N iH P  =  (Л^П Р^Л^П  
П Р) и N-iP П NoP  =  {Nt П N 2)P.
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Пусть #  — непустая формация. Через обозначается £-коради- 
кал группы G, т.е. наименьшая нормальная подгруппа группы G, для 
которой G /G 5 £ $.

Подгруппа Я  группы G  называется ^-субнормальной [4,6], если либо 
Я  = G, либо существует максимальная цепь подгрупп 

Я  =  Но С Н х С . . .  С Я„_ 1 с  Нп = G 
такая, что H f  С Я *_1 для всех i =  1 , п.

Отметим следующие свойства ^-субнормальных подгрупп.
Л ем м а 1.3 (л ем м а 3.1.3 [7]) Пусть $  ~  наследственная 

формация и G — группа. Тогда справедливы следующие утверждения:
1) если Я  — подгруппа в G и G5 С Н, то Н  $ -субнормальна е G;
2) если Я  — $ -субнормальная подгруппа в G, К  — подгруппа из G, 

то (Я  П К )  — $ -субнормальная подгруппа в К ;
3) если Н\ и Н 2 — 5"-субнормальные подгруппы в G, то (Н\ П Яг)

— $ -субнормальная подгруппа в G.
Используя замечание 2 на с. 93 из [4], сформулируем следующий 

результат.
Л ем м а 1.4 [4] Пусть М  — максимальная подгруппа группы G. 

Тогда справедливы следующие утверждения:
1) если Gu С М , то \G : М \ — простое число;
2) если |G : М\ = р — простое число и М  не покрывает абелев 

главный фактор Н /К  группы G, то |Я /Я | = р  и Gu С М .
Т еорем а 1.5 [8 ] Группа G сверхразрешима тогда и только тогда, 

когда G люжно представить в виде произведения двух нильпотенгпных 
Р -субнормальных подгрупп.

Л ем м а 1.6 (лем м а 2.1 [2]) Пусть А и В  — подгруппы группы G 
такие, что \G : А\ = р, \G : В\ = q, р и q — различные простые числа. 
Тогда G — непростая группа.

В [2] получены свойства w-сверхразрешимых групп. Приведем 
некоторые из них, необходимые в дальнейшем.

Т еорем а 1.7 (теорем а 2.3 [2]) Любая w-сверхразрешимая группа 
является дисперсивпой по Оре.

Т еорем а 1.8 (теорем а 2.7 [2 ]) Класс w il является наследственной 
насыщенной формацией.

Для группы G обозначим через Syl(G) множество всех ее силовских 
подгрупп.

Т еорем а 1.9 (теорем а 2.10 [2]) Формация wii является локальной 
и имеет локальный экран f  такой, что f(p )  — (G €  6 |  Syl(G) С 21 (р —
— 1 )) для любого простого р.
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Теорема 1.10 (теорема 2.11 [2]) Группа сверхразрешима тогда и 
только тогда, когда она метанилъпотентна и w-сверхразрешима.

Согласно [2], обобщенным коммутантом группы G  называется 
наименьшая нормальная подгруппа N  группы G такая, что G /N  
является группой с абелевыми силовскими подгруппами.

Теорема 1.11 (теорема 3.2 [2]) Пусть G =  А В  ■— произведение 
нормальных vf-сверхразрешимых подгрупп А и В. Если обобщенный 
коммутант группы G нильпотентен, то G  w -сверхразрешима.

2. Свойства w^-сверхразреш имых групп

Л емма 2.1 Пусть Н  — подгруппа группы G, N  <  G. Тогда 
справедливы следующие утверждения:

1) если II  P-sn G, то (Н  П N )  P-sn N  и H N /N  P-sn G /N ;
2) если N  С Н  и I I /N  P-sn G /N , то Н  P -sn G;
3) если H N i P -sn G, N  <  G, г = 1,2, то (I IN\ П H N 2) P-sn G;
4) если H  P -sn К  и К  P-sn G. то Н  P-sn G;
5) если Н  P -sn G, то Н х P -sn G для любого х  € G. 
Доказательство. Установим справедливость 1). Ввиду Р-субнор-

мальности Н  в G можно считать, что H ^ G a l ^ N ^ G ,  а также 
Я  П N  Ф N  и H N /N  ф G /N . В G найдется цепь подгрупп Н — Н0 С 
С Я] С . . .  С Я п_ 1 С IIп =  G такая, что | II, 11 : JI, \ — простое число 
для любого i =  0 ,1 , . . . ,  п — 1. Рассмотрим цепь подгрупп

H n N  = H 0 f ) N C H 1 n N C . . . C  Н п- 1 П N  С Нп D N  = N. (1)

Так как Н  П N  ф N,  то найдется j  € { 0 ,1 ,. . . ,  п — 1}, для которого 
Hj+i Г\ N  ф Hj Г\ N . Тогда \Hj+l П N  : Н5 П N\ =  \{Hj+l П N )H j : Hj\. 
Так как Hj С [Hj+i П N )H j С HJ+x и \Hj+\ : Hj\ — простое число, то 
(Hj+ 1 П N )H j = Hj+i и |H j+\ П N  : Hj П 7V| =  \Hj+i ■ Hj\- Отбрасывая 
из цепи (1) повторения, получим цепь с простыми индексами. Значит, 
(Н  П N ) P-sn N. Рассмотрим цепь подгрупп

H N /N  =  H0N /N  С H XN /N  С . . .  С Hn^ N / N  С HnN /N  = G /N . (2) 

Заметим, что H j+\N /N  ф H jN /N  для которого j  G {0,1,.

. . . ,  п — 1}. Так как \H.j+1N /N  : I I jN /N \ \Hj+i : Я,-,
|Я ,+1 П N  : Н,  П N\

Hj~'1 ' И’' Hj С (Hj+1 П N ) H :, С Hj+1 и |Нш  : Я,|
1(Я;+1 П Д;)Я ; : Я,-1 

простое число, то (Я^+i П N )H j  =  IIj  и \IIj+i N / N  : H j N / N \ — простое 
число. Отбрасывая из цепи (2) повторения, получим для H N / N  в G/7V 
цепь с простыми индексами. Таким образом, H N / N  P-sn G/N.
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Утверждение 2) следует из того, что если существует цепь подгрупп 
H /N  =  H0/N  С H i/N  С . . .  С Hm- i / N  С Hm/ N  =  G /N  с простыми 
индексами \Hi+i /N  : H i/N j, i — 0 ,1 , . . .  , m  — 1, то

H ~  Hq С Hi (Z . . .  с  Я т _! с  Нт = G
является цепью подгрупп с |Я ,+1 : Я*| =  |Я,-+1/ЛГ : H i/N |.

Установим справедливость 3). Пусть H N { P-sn G, TV,; <j G, г =  1,2. 
Если существует i е  {1,2} такое, что ЯТУ,; == G, то ЯАГз_, П Я 7V,; =  
=  ЯЛ'3_, P-sn G.

Пусть H N i ф G Ф HNo. Так как H N i P-sn G, то существует 
цепь подгрупп H N i — Ко С К г С . . .  С K t л с  /Q =  G с простыми 
индексами | ^ +1 : /ч |,  г =  0 ,1 , . . .  , i  — 1. Если H N i П H N 2 — H N 2, то 
(H N i П H N i)  P-sn G.

Допустим, что HNiC)HN 2 Ф Я N 2. Тогда найдется такое г б { 0 ,1 ,...
— 1 }, что в цепи подгрупп

H N i П H N 2 = К 0 П HNo C K i  П H N 2 С . . .  С K t П H N 2 = H N 2 (3)

пересечение K i + 1 П H N 2 ф K-, D H N 2. Так как Ki  С (Я , + 1 П H N 2)Ki  С 
С i f i+1 и П H N 2)K t -- (K i + 1 П — подгруппа в Я 1+1, то

П H N 2)Ki =  =  Я 1+1. Поэтому |АГ,-+1 П ЯЛ^ : К г П H N 21 =  |(Я ,: + 1 П 
П H N 2)Ki : Ki\ — простое число. Отбрасывая в цепи (3) повторения и 
учитывая Р-субнормальность H N 2 в G, получим для H N X П H N 2 в G 
цепь подгрупп с простыми индексами. Значит, H N i  П H N 2 P-sn G.

Утверждение 4) и 5) прямо следуют из определения Р-субнормаль- 
ной подгруппы. Лемма доказана.

Л емм а 2.2 Пусть силовская р-подгруппа группы G является 
Р -субнормальной подгруппой в G и N  < G. Если (|iV|,p) — (\G /N \,p ) = 
= р, то силовская р-подгруппа группы N  и силовская р-подгруппа 
группы G /N  являются Р -субнормальными подгруппами в N  и G /N  
соответственно.

Доказательство. Следует из 1) теоремы 1.2 и 1) леммы 2.1.
Теорема 2.3 Пусть G — группа. Тогда справедливы следующие 

утверждения:
1) если G -w^-сверхразрешима и N  < G, то N  и G /N  w^-сверхраз- 

решимы:
2) если G /N i и G /N 2 w^-сеерхразрешимы для любых N  <  G, г = 

=  1,2, то G /N \ П N 2 также w ,-сверхразрешима;
3) прямое произведение ъ/ж-сверхразрешимых групп является 

w^-сверхразрешимой группой;
4 )  класс w„-И являет,ся нормально наследственной формацией.
Доказательство. Установим справедливость 1). Если N  и G /N  —
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7г'-групиы, то N  и G /N  принадлежат Если 7Г П n (N ) ф 0 и 7г Л
П 7г(G /N ) ф 0, то \у„-еверхразрешимость N  и G /N  следует из леммы 
2 . 2 .

Докажем 2). Пусть G  — группа наименьшего порядка такая, что в G 
существуют нормальные подгруппы N i и N 2, для которых G /N i и G /N 2 
Wjf-CBepxpaspemHMbi, a G /N \ П не является Wjr-сверхразрешимой.

Если К  — N\ П N 2 ф 1, то G /N /N i/N  ~  G/N.-, Wjr-сверхразрешима 
для г =  1,2. Из \G /K \ < |G| получаем, что G /K /(N \/N  П N 2/K )  ~  
~  G /N \ П N2 Wyr-cBepxpaapernHMa. Это противоречит выбору G.

Пусть N\  П Ni — 1. Так как G I, то п  П n(G) ф 0. Возьмем 
для любого р £  7Г П 7r(G) силовскую р-подгруппу Р  группы G. Так как 
PNi/Ni  — силовская р-подгруппа в G/Ni  a G / N * w„-сверхразрешима, то 
PNi/N i  P-sn G/Ni,  i — 1,2. Тогда P7V; P-sn G, г =  1,2 no 2) леммы 2.1. 
Ввиду теоремы 1.2 и 3) леммы 2.1 подгруппа РА ^П РА ^ =  P ( N i C\N2) — 
= Р  Р-субнормальна в G. Следовательно, G/NyClNi w^-сверхразрешима. 
Полученное противоречие завершает доказательство утверждения 2).

Утверждение 3) непосредственно следует из 2).
Утверждение 4) следует из 1) и 2). Теорема доказана.
Ввиду леммы 1.4 всякая il-субнормальная в группе G подгруппа 

является Р-субнормальной в G. В общем случае обратное не 
выполняется. Например, в знакопеременной группе G =  Л 5 степени 
5 подгруппа I I  ~  А 4 Р-субнормальна, но не iX-субнормальна в G.

Лемма 2.4 Пусть G — разрешимая группа. Подгруппа I I  группы 
G является iX-субнормалъной в G тогда и только тогда, когда Н  
Р -субнормальна в G.

Доказательство. Утверждение следует из определения 11-субнор- 
мальной подгруппы и леммы 1.4.

Л емм а 2.5 Пусть G — разрешимая группа. Тогда справедливы 
следующие утверждения:

1) если II  P -sn G, К  — подгруппа из G, то (Н  П К )  P -sn К ;
2) если Hj P -sn G, i = 1,2, mo (Hi П H2) P-sn G;
3) если G £ w^il и К  — подгруппа из G, то К  £  w^lt.
Доказательство. Утверждения 1) и 2) следуют из лемм 2.4 и 1.3.
Утверждение 3). Пусть К  —- подгруппа w^-сверхразрешимой группы

G. Если р £ я- П 7r(G), то по теореме Силова силовская р-подгруп- 
па К р из К  содержится в некоторой силовской р-подгруппе Р  группы G. 
Так как G разрешима, то из Р  P-sn G по утверждению 1) леммы следует 
Р-субнормальность К  П Р  =  К р в К  и К  £  w,rll. Если G — 7г'-группа, 
то К  7г'-группа я К  £  w^il. Лемма доказана.

Согласно [9], формация S называется 7г-насыщенной, если из условия
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бг/Ф(<3) П 0 1T(G) 6  $  всегда следует, что G £ $.
Т еорем а 2.6 Класс \у,ДХП © является наследственной п-насыщен- 

ной формацией.
Доказательство. Обозначим g  =  w^il П ©. Согласно 3) леммы 2.5 

и 4) теоремы 2.3 класс ^  является наследственной формацией.
Докажем 7г-насыщенность 5  индукцией по |G|. Пусть G /§ (G )  П 

П On(G) €  5- Так как G /$(G )  П 0 7r(G) разрешима, то G разрешима. 
Пусть N  —- минимальная нормальная подгруппа группы G. Так как
<E>(G)/V//V С Ф(G /N ), 0 * (G )N /N  С On(G /N )  и G /$ (G )N  П O ^ N  е  
£ то G /N ,^ ( G /N ) n O n(G /N )  € Зг. Ввиду |G/iV| <  |G| получаем, что 
G /N  е  $.

Класс S' является формацией, поэтому N  — единственная минималь
ная нормальная подгруппа группы G. Значит, N  С Ф (в) П On(G). 
Отсюда следует, что N  — р-группа для некоторого простого числа р  6 
€ 7Г и Op'(G) = 1. Пусть Q — силовская д-подгруппа группы G для 
q £ 1г П 7r(G). Так как Ф(С) не содержит силовских подгрупп, то q £  -к П 
П n (G /N ). Тогда QJV/JV P-sn G /N .

1. Если |7Г П 7r(G)| =  1, то q — р. Тогда из Q N /N  =  Q /N  и 2) леммы
2.1 следует, что Q P-sn G и G £  J .

2. Пусть 17Г П 7r(G) | ^  2 и g ф р. Обозначим через Н  некоторую 
{р, <?}-холлову подгруппу группы G, содержащую Q. Ясно, что N  С 
С Н. Так как G /N  Wjr-сверхразрешима, то ввиду 3) леммы 2.5 
Н /N  w^-сверхразрешима. Отсюда и из {р, q} Я тг следует, что лю
бая силовская подгруппа из H /N  является Р-субнормальной в H /N . 
Ввиду теоремы 1.5 заключаем, что H /N  сверхразрешима. По след
ствию 16.2.3 из [4] с. 179 получаем сверхразрешимость Н. Поэтому 
Q N  является сверхразрешимой группой. Значит, Q Р- sn  Q N . Из 
Р-субнормальности Q N /N  в G /N  и утверждений 2) и 4) леммы 2.1 
получаем Р-субнормальность подгруппы Q в группе G. Так как для 
q — р  подгруппа Q P-sn G, то любая силовская g-подгруппа из G для 
q £ 7г П 7r(G) является Р-субнормальной в G. Теорема доказана.

О пределение 2.7 Будем говорить, что Р -субнормальная в группе 
G подгруппа Н  имеет цепь подгрупп типа {po,pi, ■ ■ ■ ,pn- i} ,  Pi — 
простое число для г = 0 ,1 , . . .  ,п  — 1, если существует цепь подгрупп 
Н  = Щ  С H i С . . .  С ДГ(_ 1 С Нп =  G такая, что : Щ\ =  р,; для 
г =  0 , 1 , . . . ,  п  — 1.

Если Н  — 1 P-sn G u 1 ^  G, т о  будем говорить, что 1 имеет ряд 
подгрупп типа {po,Pi, ■ ■ ■ ,рп- 1}-

Заметим, что среди чисел Ро,Р\, ■ ■ ■ ,р п - 1  могут быть повторения. 
Например, в симметрической группе S4 степени 4 единичная подгруппа
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1 P-sn G и 1 имеет ряд подгрупп типа {2,2,3,2}.
Т еорем а 2.8 Пусть G — простая неабелева группа и 1 P-sn G. 

Тогда справедливы следующие утверждения:
1)  G ^  P S L 3 {3) и 1 имеет ряд подгрупп типа {3,3,2,2, 2,3,2,13} 

или {3 ,3 ,2 ,2 ,2 ,2 ,3 ,13} ;
2 ) G  — P SL z(5 ) и 1 имеет ряд подгрупп типа {5 ,5 ,2 ,2 ,2 ,2 ,3 , 

5,2,31};
3) G P S L 2(7) и 1 имеет ряд подгрупп типа {2 ,2 ,3 ,2 ,7} или 

{2 , 2 ,2 ,3 ,7 } ;
4) G  P SX 2(11) и 1 умеетi ряд подгрупп типа {2,2, 3,5,11};
5)  G P S L 2(2n), где 2" +  1 =  р — простое число Ферма, 1 имеет 

ряд подгрупп типа {2 , 2 , . . .  , 2 ,р ь р2, • ■ • ,Р<>РЬ причем {pi,p2, . . .  ,p i,p}
— тип любой цепи, соответствующей циклической группе Z ^ ~ i-

Доказательство. Из теоремы 1.1 следует, что необходимо 
рассмотреть следующие случаи.

1 . G a  PSL-i(3). Группа Р 5 Х 3(3) содержит подгруппу З2 : 254 
индекса 13 [10] и, следовательно, 1 в группе G  имеет ряды типа 
{3 ,3 ,2 ,2 ,2 ,3 ,2 ,13}  и {3 ,3 ,2 ,2 ,2 ,2 ,3 ,13} . Таким образом, выполнено 
утверждение 1 ) теоремы.

2. ~  Р5Хз(5). Данная группа содержит подгруппу 52 : G L2(5) 
индекса 31 [10]. В ней 1 имеет ряд подгрупп типа {5 ,5 ,2 ,2 ,2 ,2 ,3 ,5 ,2 ,31}  
и выполняется утверждение 2) теоремы.

3. G ~  P SLziq), где q = sm, s — простое число. По теореме Диксона 
(теорема 2.8.27 [1]) максимальными подгруппами М  простого индекса в 
группе G могут быть подгруппы Л4, S4, А 5 и подгруппа Вореля порядка 
e~lq(q -  1 ), где е =  (2 , q -  1 ).

(a) М  ~  А 4. В этом случае \P SL 2 (q)\ = 22 ■ 3 ■ s, где s
— простое число. Группы, порядок которых делится в точности на 
три простых числа это: Р 5Х 2(4), P 5 L 2(9), PSL,2(7 ), P 5 L 2(8), P 5 L 2( 17), 
P S L 3 (3 ),P SU 3 (3),P SU 4C2)
(с. 20 [11]). Очевидно, что в этом случае G ~  PS'L2(4) и выполняется 
утверждение 5) теоремы.

(b) М  ~  S4. Рассуждениями как в (а) легко устанавливается, что 
G ~  P«SL2(7) и 1 имеет ряд подгрупп типа {2 , 2 ,3 , 2 , 7} или {2 , 2 , 2 ,3,7} 
и, следовательно, выполняется утверждение 3) теоремы.

(c) Ad ~  А5, В этом случае |G| € {22 • З2 ■ 5; 22 • 3 ■ 52; 22 • 3 ■ 5 ■ s, 
где s — простое число}. Если выполняется первый или второй случай, 
то |G| делится в точности на три простых числа. В списке простых 
неабелевых групп, порядок которых делится на три простых числа, нет 
групп порядков 22 • З2 ■ 5 и 22 • 3 - 52 (см. (а)). Следовательно, jP 5 P 2(g)j =
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=  22 ■ 3 • 5 ■ s и G ~  P S L 2(s). Поэтому |Gj =  2-1s (s2 — 1) =  s(s2 — l)/2 . 
Отсюда следует, что (s2 — l) /2  =  60 и s =  11. Таким образом, G ~  
~  P5I/2(11), 1 имеет ряд подгрупп типа {2 ,2 ,3 ,5 ,11} и выполняется 
утверждение 4) теоремы.

(d) М  — подгруппа Бореля в P S L 2(q). Тогда \G : М| =  q +  1 — 
простое число. Следовательно, ? =  2" и G ~  P S L 2(2n), где 2п +  1 =  р
— простое число Ферма. При этом в G подгруппа 1 имеет ряд подгрупп 
типа {2, 2 , . . . ,  2,рь р2, . . .  ,p i,p}, где p i,p 2, ■ ■ ■ ,pi, как в утверждении 5) 
теоремы. Таким образом, выполняется утверждение 5) теоремы, что 
завершает доказательство.

Из теоремы 2.8 вытекает следующий результат.
Теорема 2.9 Пусть G — простая неабелева группа. Тогда 

справедливы следующие утверждения:
1) если в G силовская р-подгруппа Gp P-sn G, то р  =  2;
2) если в G силовская р-подгруппа Gp P -sn  G u p  — нечетное 

простое число, то р  £ {3,5};
3) если 1 P-sn G и 1 имеет ряд подгрупп, тип которого начинается 

с числа 2 , то 1 не имеет рядов подгрупп, тип которых начинается с 
нечетного простого числа;

4) в группе G 1 не имеет рядов подгрупп, типы которых 
одновременно начинаются с двух различных нечетных простых чисел;

5) если G — 3' -группа (G a  S z(2 2m+l)), то 1 не является Р-субнор
мальной в G.

П редлож ение 2.10 Если G — З7-группа и 1 P-sn G, то G 
разрешима.

Доказательство. Следует из 5) теоремы 2.9 и 1) леммы 2.1.
Теорема 2.11 Группа G, имеющая Р -субнормальную в G силовскую 

3-подгруппу, является разрешимой.
Доказательство. Пусть G — минимальный контрпример к теореме. 

Согласно 1) теоремы 2.9, группа G не является простой неабелевой 
группой. Обозначим через N  минимальную нормальную подгруппу 
труппы G. Если N  ~  Zr х Zr х . . .  х Zr, то в G наибольшая нормальная 
разрешимая подгруппа S(G ) ф 1. Рассмотрим факторгруппу G =  
=  G /S(G ). Если G — 3'-группа, то G по лемме 2.1 и предложению 
2.10 G является разрешимой группой. Отсюда следует, что группа G 
будет разрешимой. Таким образом, 3 делит |G| и по лемме 2.2 группа G 
имеет Р-субнормальную в G силовскую 3-подгруппу группы G. Так как 
|G| <  |Gj, то, в силу минимальности контрпримера, G — разрешимая 
группа. Поэтому G также разрешима.

Таким образом, 5(G ) =  1 и Л’ =  Л'] х х . . .  х Л^, где N,
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—- изоморфные простые неабелевы группы. По лемме 2.1 подгруппа 
1 P-sn N. Поэтому из предложения 2.10 следует, что 3 делит \N\. 
Согласно лемме 2.2, в N  силовская 3-подгруппа группы N  является 
Р-субнормальной в N  Так как \N\ < |G|, то из минимальности 
контрпримера следует, что N  — разрешимая группа. Последнее 
невозможно. Это завершает доказательство теоремы.

3. Свойства произведений Р-субнормальных подгрупп

Л емма 3.1 Пусть группа G = А В , где подгруппы А  и В 
дисперсивны по Оре и имеют простые индексы в G. Тогда G 
дисперсивна по Оре.

Доказательство. Вначале докажем разрешимость G. Пусть G — 
группа наименьшего порядка такая, что G =  А В , где подгруппы Л и В 
дисперсивны по Оре, \G : А\ =  р, |G : В\ — q, р и q — простые числа, а 
G неразрешима. Рассмотрим два случая.

1. Если р ф q, то по лемме 1.6 группа G не является простой. Пусть 
N  — минимальная нормальная подгруппа группы G. Если N  С А  П 
П В, то G /N  разрешима ввиду выбора G. Из разрешимости А  и N  С А  
отсюда получаем противоречие G £ 6 . Предположим, что N  % А. 
Если N  С В, то N  разрешима и из G /N  = A N /N  ~  А /А  П N  £  & 
следует противоречие G £ &. Поэтому N  <£ В  и G = A N  = B N . Из 
p = \G  A\ — \N  : N H A \  и q = |G : B\ — |iV : N (lB \  заключаем, что N r 1 
( lA  и N O B  — максимальные подгруппы в N , имеющие взаимно простые 
индексы. По лемме 20.2 из [4] N  =  (N  Г) A )(N  П В). Из дисперсивности 
по Оре N  Г) А  и N  П В  по выбору G получаем разрешимость N. Отсюда 
ш из G /N  ~  А /А П  N  £ 6  следует противоречие G £ 6 .

2. Пусть р — q. Обозначим D — А  П В. Пусть N i — минимальная, 
нормальная подгруппа группы А , N 2 — минимальная нормальная 
подгруппа группы В.

Если N t С D, то подгруппа

К  = N ?  =< N f \ a  £ А,Ь £ В  > - <  N\\b £ В  > С  В.

При К  С А  по выбору G получаем, что G/ К  разрешима. При К  g  А  
из G =  А К  следует разрешимость G/К .  Так как К  разрешима, то 
получаем противоречие G £ &. Если iV2 С D, то аналогичные рассуж
дения приводят к противоречию.

Пусть Ni % D  для г =  1,2. Из |G : А\ =  \В : D\ — |G : В\ — 
= \А : D\ = р следует, что D  является максимальной подгруппой в 
А  и в В. Тогда А  = D N \ и В  — D N 4 . Значит, N, — элементарная 
абелева р-гругша, г =  1,2. В D существует холлова р'-подгруппа L.

12

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



Ввиду G — D N 1N 2 получаем, что \G : L\ — \D : L\ ■ \N1N 2 : D П N 2] не 
делится на р'-числа. Значит, L  — холлова р'-подгруппа группы G. Пусть 
Р  — силовская р-подгруппа группы G. По лемме 11.6 из [4] найдутся 
силовские р-подгруппы Р\ и Р2 из А  и В  такие, что Р  =  Р1Р2 . Из 
Ор'(А) =  Ор'(В) — 1 и дисперсивности по Оре групп А и В  следует, что 
N i С Ор(А) =  Pi, Д 2̂ С Ор(В) = Р2 и р — наибольшее простое число в 
7г(Л) и в тг(В). Из G =  Л Р  =  В Р  и |G : Л| =  |G : В\ = р получаем, что 
Pi — максимальная подгруппа группы Р , г =  1,2. Тогда Р  С Nc(Pi), 
i — 1,2. Из дисперсивности по Оре А  и В  заключаем, что Л С N c(P i) 
и В С  iVG(P2). Откуда G = А Р  С Ng {Pi) и G = В Р  С JVG(P2). Значит, 
Pi — нормальная подгруппа в G, г =  1,2. Отсюда Р  о G. Тогда из 
G/ Р  ~  Л / Л П Р  G в  получаем противоречие G € ©. Разрешимость 
доказана.

Докажем дисперсивность по Оре индукцией по jG|. Пусть G — 
группа наименьшего порядка такая, что G =  А В , подгруппы А  и В  
дисперсивны по Оре, \G : А\ = р, \G В\ = q, & G не дисперсивна по 
Оре. По доказанному выше G разрешима. Пусть N  — минимальная 
нормальная подгруппа группы G. Из дисперсивности по Оре групп Л и 
В  и выбора группы G следует, что G / N  дисперсивна по Оре. Так как 
класс всех дисперсивных по Оре групп является насыщенной формацией 
[4, п. 7, с. 35], то N  — единственная минимальная нормальная подгруппа 
в G, N  =  Cc {N),  Ф(С) =  1.

Если N  С Л П В, то N  содержится в силовских р-подгруппах Р\ 
и Р2 групп Л и В  соответственно, р — наибольший простой делитель 
|Л| и |Р |. Тогда Р  =  Р 1Р 2 — силовская р-подгруппа группы G, р -  
наибольший простой делитель |G|. Из N  С Р  и дисперсивности по Оре 
G/iV получаем, что G дисперсивна по Оре. Это противоречит выбору 
G.

Пусть N  ^  Л П В. Если N  £  Л, то G =  ЛУУ и Л П TV =  1. Тогда |JV| 
является простым числом. Из N  =  Cg(N)  и Л ~  G / N  следует, что G — 
сверхразрешимая группа. Получили противоречие с выбором G. Если 
iV g  В , то G =  PiV, Р  Г) ЛГ =  1 и рассуждения как выше приводят к 
противоречию с выбором G. Лемма доказана.

Теорема 3.2 Пусть G = А В , где А и В  — дисперсивпые по Оре 
Р -субнормальные подгруппы группы G. Тогда G дисперсивна по Оре.

Доказательство. Пусть G — группа наименьшего порядка такая, 
что G =  А В , Л и В  — дисперсивные по Оре Р-субнормальные подгруппы 
группы G, a G не дисперсивна по Оре. Тогда существуют цепи подгрупп 

Л =  Л0 С Л) С . . .  С Л„_1 С Л„ =  G,
В  =  В0 С Si С . . .  С В/л—! С В т =  С
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такие, что |A + i : А | и \Bj+i : 5,-| являются простыми числами для 
любых г =  0 ,1 , . . . ,  п — 1, j  =  0 ,1 ,. . . ,  т — 1. Из тождества Дедекинда 
получаем, что Д ,,_1 =  A (A n-i ГI В ) и В т- \  = (Bm^ i f \  А )В . Рассмотрим 
цепь подгрупп

A i-i П Во С Ап- 1 П В\ С . . .  С Ап- 1 П Вт- \  С .An_i П =  Ап-\.  (1)

Если А п- \  П В т- \  = А п - 1 , то G С Bm_i ф G. Получили 
противоречие. Значит, An_i П Вт- \  ф Ап..; =  A„_i П Б т . Поэтому 

П  Д ,  A i - i  П  B j + i  для некоторого j  G { 0 , 1 , . . . ,  т о  — 1 } .

Так как А п- 1 П B j+i =  Л (Д ,._1 Л В) Л Ву+1 = (А  П B j+\)(A n \ П В) 
и A„_i П B j =  (Л Л B j)(A n_i П В),  то
14 H R  - 4  П Р 1 - ,  \A n B J ^ \ . \A n B i\ i p . о ,
l A ^ n  B1+i .  n-1 А |Л n  Bj+1 П B \ '  \A n  Bj  n  B\ ' J+1'

— простое число.
Отбросив в (1) повторения, получим для An_i П В  в Лп^х цепь 

подгрупп с простыми индексами. Значит, (Ап_х П В)  P-sn Л„_х- 
Аналогично, рассматривая цепь подгрупп

Вт-1 П Aq С В т- 1 Л Ах С . . .  С Вт—\ Л Дг-1 С В т - 1 Л Л„ =  Вт -1 (2)

и учитывая равенство B m-if\A k  =  получим равенство
\Bm-i  Л Ак+i : В т - 1 Л Л*| =  |Ajfc+1 : А к\ для всех к G {0,1 , . . . ,  п  -  1}, 
для которых В т- 1 Л Ак Ф В т- \  Л А к+\. Отбросив в (2) повторения, 
заключаем, что (B m- i  Л A) P-sn Вт-\.

Так как А п-г и B m^i являются произведениями дисперсивных по 
Оре подгрупп А ,(А п-х Л В) и (Вт - 1 Л А), В  соответственно, то А п- 1 
и В т - 1 дисперсивны по Оре ввиду выбора G. Тогда по лемме 3.1 
группа G = A n- \ B m- i  дисперсивна по Оре. Полученное противоречие 
завершает доказательство теоремы.

Согласно [12] и [13], группа G = А В  называется произведением 
взаимно (sn-перестановочных) перестановочных подгрупп А и В, если 
А  перестановочна с любой (соответственно, субнормальной) подгруппой 
из В,  & В  перестановочна с любой (соответственно, субнормальной) 
подгруппой из А.

Л ем м а 3.3 Пусть G = А В  — разрешимая группа, А  и В  — 
сверхразрешимые подгруппы. Если А  и В  — взаимно sn -перестановоч- 
ные подгруппы, то А  и В  Р -субнормальны, в G.

Доказательство. Если G = А  или G =  В , то лемма верна. Пред
положим, что А  ф G Ф В. В А  найдется субнормальный ряд 1 =  Ао С 
С А\ С . . .  С А п =  А  с простыми индексами |A j+i : Aj\, j  — 0 , 1 , . . . ,  п  —
— 1. Тогда из В  ф G  следует, что Aj+\B  ф A j B  для некоторого j . Так
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как \Aj+1B  : A jB \ =  и A3 С A ,(A ,+1 П В ) С  Л ,+ь то

заключаем, что A,(.A,-+i П В) =  Л^. Из ряда В  = A qB  С А \В  С . . .  С 
С Л„В =  G, отбросив повторения, получаем ряд с простыми индексами. 
Следовательно, В  Р-субнормальна в G. Аналогично показывается, что 
А  Р-субнормальна в G. Лемма доказана.

Т еорем а 3.4 Пусть G = А В  — произведение Р -субнормальных 
w -сверхразрешимых подгрупп А  и В . Если обобщенный коммутант  
группы G нильпотептен, т,о G  — w -сверхразрегиимая группа.

Доказательство. Пусть G — группа наименьшего порядка, для ко
торой теорема неверна. Ввиду теорем 1.7 и 3.2 группа G является разре
шимой. Пусть N  — минимальная нормальная подгруппа группы G. Для 
G /N  все условия теоремы выполняются. Тогда G /N  — w-сверхразреши- 
мая группа. Так как класс wil является насыщенной формацией, то N
— единственная минимальная нормальная подгруппа группы G. В этом 
случае Ф((?) =  1, N  = Cg(N )  =  F(G), N  — р-группа, р — некоторое 
простое число. Тогда G =  [N ]M , где М  — некоторая максимальная 
подгруппа из G, при этом М  ~  G /N  w-сверхразрешима. Из теоремы 1.7 
следует, что р — наибольшее простое число, делящее |G|.

Пусть Gp — силовская р-подгруппа группы G. Если р G 7Г(М),  то 
силовская р-подгруппа Мр из М  является нормальной в М.  С другой 
стороны Ор(М) = 1 ввиду леммы 3.9 из [4]. Получили противоречие. 
Следовательно, N  — силовская р-подгруппа группы G.

Рассмотрим AN.  Заметим, что A N  — A N  П N M  =  N ( A N  П М).  
Так как N  = CG{N) = CAn ( N ), то 0 ^ { A N )  =  1 и FP{AN)  =  N.  Из 
w-сверхразрешимости A N  по лемме 4.5 из [4] и теореме 1.9 следует, что 
A N / F P(AN)  =  A N / N  ~  A N  П М е  /(р )  =  (Я  G 6 |  Зу1(Я) С Я(р -  1)). 
Аналогично получаем, что B N  П М  & f (p)  =  (Я  6  6 1 Sy 1(Я) С 21 (р —
— 1)). Заметим также, что М  =  ( A N  П M ) ( B N  П М).  Так как по 
условию обобщенный коммутант группы G  нильпотентен и F(G) = N,  
то М  является группой с абелевыми силовскими подгруппами. Пусть 
q £ ж(М) и М (1 — силовская g-подгруппа из М.  Тогда Mq = ( A N  П 
П M) q( B N  П М ) ч, где ( AN  П M ) q и (B N  П M ) v — некоторые силовские 
g-подгруипы из A N  П М  и B N  Г\М соответственно. Из абелевости Mq и 
( A N n M ) g  € 21(р — 1) и (BN( l M) q  £ 21(р — 1) следует, что Mq £ 21(р — 1). 
В силу произвольности выбора g £ -п(М) получаем, что М  £ ( Н £ 6 \ 
Syl(Я ) С 21 (р -  1)). Так как G / N  £  wU и G/ FP(N) = G / N  - M e  
£ (Н £ 6 1 8у1(Я) С 21(р — 1)) по лемме 4.5 из [4] следует, что G £  wil. 
Получили противоречие. Теорема доказана.

Из И С wil и того, что обобщенный коммутант группы содержится
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в ее коммутанте, получаются следующие результаты.
Следствие 3.4.1 Пусть G = А В  — произведение Р-субнормаль

ных сверхразрешимых подгрупп А  и В . Если обобщенный коммутант 
группы G нильпотентен, то G  — w-сверхразрешимая группа.

Следствие 3.4.2 Пусть G = А В  — произведение Р-субнормальных 
сверхразрешимых подгрупп А  и В. Если коммутант группы, G ниль- 
потентен, то G —■ сверхразрешимая группа.

С учетом теорем 1.11 и 1.10 получаются известные результаты.
Следствие 3.4.3 (Васильев А. Ф., Васильева Т. И. [14]) Пусть 

G = А В  — произведение порма^гьных сверхразрешимых подгрупп А  и В. 
Если обобщенный коммутант группы G нильпотентен, то G — сверх
разрешимая группа.

Следствие 3.4.4 (Бэр [15]) Пусть G = А В  — произведение 
нормальных сверхразрешимых подгрупп А и В . Если коммутант 
группы G нильпотентен, то G — сверхразрешимая группа.

Ввиду леммы 3.3 из теоремы 3.4 вытекают известные результаты.
Следствие 3.4.6 (А леж андре, Баллестер-Болинш е, Косси, 

П едраза-А гуилера [13]) Пусть G — А В  — произведение взаимно 
s n -перестановочных сверхразрешимых подгрупп А  и В . Если 
коммутант группы G нильпотентен, то G сверхразрешима.

Следствие 3.4.7 (Ассад, Ш аалан [12]) Пусть G = А В  — 
произведение взаимно перестановочных сверхразрешимых подгрупп А  и
В . Если коммутант группы G нильпотентен, то G сверхразрешима.

Теорема 3.5 Если группа G = А В  — произведение f -субнормаль
ных w-сверхразрешимых подгрупп А  и В  и (|G : А\, |G : В |) =  1 , то G 
w -сверхразрешима.

Доказательство. Пусть Gp — силовская р-подгруппа группы G. 
Если р €  7Г(|<7 : Л |), то р $  тг(|G  : В |) и силовская р-подгруппа группы 
В  является силовской р-подгруппой группы G. Если р не делит \G : А\, 
то силовская р-подгруппа группы А  является силовской р-подгруппой 
группы G. Пусть Gp С А  для для некоторого х  € G. Ввиду w-сверхраз- 
решимости А  получаем, что Gup P-sn А. Из утверждений 4) и 5) леммы
2.1 и Л P-sn G  получаем, что Gp P-sn G. При Gp С В  аналогичные 
рассуждения приводят к Gp P-sn G. Итак, G - w-сверхразрешимая 
группа. Теорема доказана.

Следствие 3.5.1 Если группа G  =  А В  — произведение Р -субнор
мальных сверхразрешимых подгрупп А и В  и (|G : A\,\G  : В |) =  1, то 
G w-сверхразрешима.

Отсюда с учетом теоремы 1.10 получается
Следствие 3.5.2 (теорема 3.4, с. 128 [16|) Если G = А В
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произведение нормальных сверхразрешимых подгрупп А  и В  и 
(jG : А\, |G : В j) =  1, то G — сверхразрешимая группа.

Sum mary

A subgroup Я  of G is called P-subnormal in G if either H  = G or there 
is a chain H  = H0 С H x С . . .  С Я„ =  G such that |Я,: : Я ^ ) | is a 
prime number for every i  =  1 , 2 , ,n .  Finite groups for which its Sylow 
p-subgroups (p 6E 7Г П tt(G)) P-subnormal subgroups are studied. Properties 
of such groups are obtained.
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