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Введение

Рассматриваются только конечные группы. Понятие субнормальной 
подгруппы является одним из центральных в теории групп. В 1978 году
О. Кегель в работе [1] предложил обобщение субнормальности, введя 
определение достижимой подгруппы.

Пусть $ — непустая формация. Подгруппа Н  группы G называется 
^-достижимой в G, если существует цепь подгрупп

Я  =  Но С Ih  С • • ■ С Я„_! С Я„ =  G
такая, что либо Hi нормальна в Щ+i, либо Hf+1 С Hi для всех г =  0 ,1 , . . .  
. . . ,  п —  1.

Через обозначается ^-корадикал группы G, т.е. наименьшая 
нормальная подгруппа группы G, для которой G/Gfi € $■

Следуя идее О. Кегеля, введем .
Определение 1. Подгруппу II группы G будем называть Р -дости- 

жимой в G и обозначать Н  Р-rn G, если существует цепь подгрупп 
Н = Но С Нг С • ■ • С Нп Л С IIn = G 

такая, что либо Щ нормальна в Ht+i, либо \Hi+i : Hi\ — простое число 
для всех i = 0 ,1 , . . . ,  п  — 1.

Ввиду [2, теорема 9.5] всякая подгруппа сверхразрешимой группы G 
является Р-достижимой в G.

В случае, когда £  — Я — класс всех сверхразрешимых групп, лю­
бая Я-достижимая в группе G подгруппа является Р-достижимой в G. 
Обратное в общем случае не выполняется. Например, силовская 2-под­
группа Р  знакопеременной группы G на 5 символах соединена с G цепью 
подгрупп Р  С К  С G, где К  изоморфна знакопеременной группе на 4 
символах, Р <I К , |G : К\ — 5. Подгруппа Р  является Р-достижимой в 
G, но Р  — не U-достижимая подгруппа в G ввиду простоты G.

Возникает задача изучения систем подгрупп группы, которые 
являются в ней Р-достижимыми.

Пусть 7г — некоторое множество простых чисел.
Определение 2. Группу G будем называть wx-сверхразрешимой, 

если силовская р-подгруппа группы G является Р -достижимой в G для 
любого р €  7Г.

По определению всякая 7г'-группа G, в которой единичная подгруппа 
1 Р-rn G , является ^-сверхразрешимой.

Обозначим через w^il класс всех Wx-CBepxpa3pemHMbix групп.
Для случая, когда ir(G) С 7г, т.е. всякая силовская подгруппа из 

G является Р-достижимой в G, будем называть ^я-сверхразрешимую

3

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



группу w-сверхразрешимой и использовать обозначения wit для класса 
всех w-сверхразрешимых групп.

Ясно, что класс Я всех сверхразрешимых групп содержится в классе 
wit Г) ©, где © — класс всех разрешимых групп. Как следует из [3, 
пример 1], it ф wit П 6 .

Настоящая работа посвящена изучению свойств ^-сверхразреши- 
мых групп.

1. Предварительные результаты

Используются обозначения и терминология из [4,5]. Напомним неко­
торые понятия, существенные в данной работе.

Через |G| обозначается порядок группы G.
n(G) — множество всех различных простых делителей порядка 

группы G.
Р — множество всех простых чисел.
-к — некоторое множество простых чисел.
7Г' =  Р \  7Г.
On(G) — наибольшая нормальная 7Г-подгруппа группы G.
1 — единичная группа.
Sylp(G) — множество силовских р-подгрупп группы G.
Согес(-М) — ядро Подгруппы М  в G, т.е. пересечение всех подгрупп, ‘ 

сопряженных с М  в G.
Fp(G) р-нильпотентный радикал группы G, т. е. произведение 

всех нормальных р-нильпотентных подгрупп группы G.
Я — класс всех сверхразрешимых групп.
© — класс всех разрешимых групп.
Группа G порядка рх'р*2 ■ ■ • р®п, Pi — простое число, называется 

дисперсивной по Оре [4, с. 251], если р\ > р% >  • • • > рп и G имеет 
нормальную подгруппу порядка Pi'P22 • ■ ■ р“‘ для любого г =  1 ,2 , . . . ,  п.

Класс групп S' называется формацией, если выполняются следующие 
условия: 1) каждая факторгруппа любой группы из. £  также 
принадлежит 5; 2) из Н /А  €  5, Н / В  £ J  всегда следует, что Н/А  П 
П В  & 5- По определению пустой класс групп является формацией.

Формация S называется:
1) нормально наследственной, если 5 вместе с каждой группой 

содержит и все ее нормальные подгруппы;
2) насыщенной, если из G/<b(G) G $  всегда следует, что G 6
Всякая функция /  : Р  —► {формации} называется локальным

экраном. Формация S называется локальной, если существует
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локальный экран /  такой, что 5 совпадает с классом групп 
(■G\G/FP(G) 6 f(p)  для любого р € tt(G')).

Теорема 1.1 [5, гл. IV, теорема 4.6]. Формация насыщена тогда 
и только тогда, когда она локальна.

Теорема 1.2 [5, гл. А, теорема 15.2]. Пусть G — группа и М  — 
максимальная подгруппа из G с Core<;(M) =  1. Тогда справедливо одно 
из следующих утверждений:

1) G имеет единственную минимальную нормальную подгруппу N , 
которая самоцентралшуема и дополнл.ет М  в G\

2) G имеет единственную минимальную нормальную подгруппу N , 
которая неабелева и добавляет М  в G;

3) G имеет только две минимальные нормальные подгруппы N  
и N* такие, что каждая из них дополняет М  в G, Cg(N) — N*, 
Cg{N*) =  N  и N  ~  N* ~  NN* П М.

Теорема 1.3 [5, гл. А, теорема 6.4]. Пусть G - группа и р — 
простое число. Тогда

1) если Р  6 Sylp(G) и N  < G, то Р  П N  € Sylp(7V) и P N / N  € 
€ Sy\p(G/N);

2) если Ni <  G, i  =  1,2 и Р  € Sylp(G), то ■= (N inP ) (N 2C\ 
П Р) и NxP  П N 2P = (Ni П N2)P.

Теорема 1.4 [5, гл. А, теорема 9.2]. Пусть G -  группа. Если 
N  < G, то ${N)  С Ф(б) и <b(G)N/N С <k{G/N).

Теорема 1.5 [6, гл. I, теорема 1.4]. Пусть Н /К  — главный р- 
фактор группы, G. Тогда и только тогда \Н/К\ — р, когда Autс(Н/'К)
— абелева группа экспоненты, делящей р — 1.

Лемма 1.6 [4, лемма 3.9]. Если Н /К  - главный фактор группы G 
u p  £ 7Г(Н/К),  то G/Cg(H/K)  не содержит неединичных нормальных 
р-подгрупп, причем FP(G) С Cq(H/K).

Пусть S  — непустая формация. Подгруппа Н  группы G называется 
S-субнормальной в G [4, ?], если либо Н  =  G, либо существует 
максимальная цепь подгрупп

Я =  Н 0 С # i  С • • • С Нп—\ с  Я„ =  G  
такая, что Я?+х С Hi для всех ъ — 0 ,1 , . . . ,  п — 1.

Отметим следующие свойства S~достижимых и S-субнормальных 
подгрупп.

Лемма 1.7 [7, леммы 3.1.1 и 3.1.3]. Пусть S ~  наследственная 
формация и G — группа. Тогда справедливы следующие утверждения:
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1) если II  — подгруппа из G и G5 С  Н, mu II  S -достижима ($~ 
субнормальна) в G;

2) если II  — S’-достижимая -субнормальная) в G подгруппа, К
— подгруппа из G, то (II П К ) — S~достижимая (соответственно 
S -субнормальная) в К  подгруппа ;

3) если Н\ и 11ч ~  Ъ-достижимые (S-субнормальные) в G 
подгруппы, то (Hi П Яг) — S -достижимая (соответственно S- 
субнормальная) в G подгруппа.

Теорема 1.8 [4, следствие 16.2.3]. Пусть S — насыщенная фор­
мация, Я  — холлова подгруппа разрешимой группы G. Если Н /Н  П 
П Ф(£) € 3, то II  е  S.

Лемма 1.9 [4, лемма 1.2]. Пусть 5 — непустая формация, К  — 
нормальная подгруппа группы G. Тогда (G/K)% =  G^K/K.

В [3] было введено следующее
Определение 1.10 [3J. Подгруппа Я  группы G называется ¥*-суб­

нормальной в G (обозначается Н  P-sn G), если либо II  = G, либо 
существует цепь подгрупп

Я = #о С Яг С • • • С tf„_i С Пп = G 
такая, что |Яг+х : Я| ~  простое число для любого i  = 0 ,1 , . . .  ,п  — 1.

Группа G называется w-сверхразрешимой [3], если любая силовская 
подгруппа группы G является Р -субнормальной в G.

Очевидно, в любой группе G всякая Р-субнормальная в G подгруппа 
является Р-достижимой в G. Обратное утверждение в общем случае 
неверно.

Теорема 1.11 [8]. Группа G сверхразрешима тогда и только 
тогда, когда G можно представить в виде произведения двух 
нилъпотентных Р -субнормальных подгрупп.

Через wll обозначается класс всех w-сверхразрешимых групп. В [3] 
получены свойства w-сверхразрешимых групп. Приведем некоторые из 
них, необходимые в дальнейшем.

Предложение 1.12 [3, предложение 2.8]. Любая w-сверхразре- 
шимая группа является дисперсивной по Оре.

Теорема 1.13 [3, теорема 2.7]. Класс wll является наследствен­
ной насыщенной формацией.

Теорема 1.14 [3, теорема 2.13]. Любая бипримарния подгруппа 
vi-сверхразрешимой группы является сверхразрешимой.
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2. Свойства Р-досгижимых подгрупп

Л ем м а 2.1. Г1уст.ъ Н и К  — подгруппы группы G такие, чт.о 
Я  С К , и N  < G. Тогда справедливы следующие ут.верэюдепия:

1) если Я  Р -гп К  и К  Р -rn G, то Я  P-rn G ;
2) если Я  С Я  гг Я /Я  P-rn G/Я , mo Н P-rn G;
3) если Я  P-rn Я , mo Я Я  P-rn K N  и H N / N  P -rn K N / N ;
4) если Я  P-rn G, mo (Я П Я ) P-rn Я, В частности, (Я П Я ) P-rn G.
Доказательство. Утверждение 1) проверяется прямой проверкой 

определения Р-достижимой подгруппы.
Утверждение 2) следует из определения Р-достижимой подгруппы и 

того, что если в G /N  подгруппа T /N  содержится в подгруппе L /N , то 
|T /N  : L /N | =  |Т : L\, а при Т /Я  < L/N,  также Т  <  L.

Докажем утверждение 3). Допустим, что H N  /  K N . Тогда Я  ф К.  
Ввиду Я  Р-rn К  в К  найдется цепь подгрупп Я  =  Яэ С Я i С • • - С 
С Н„ —г ^  Пи — N  такая, что либо Ht ^  Н,^^, либо | hi, ̂  ] . Hj \ простое 
число для любого i = 0 , 1 , . . . , п  — 1. Рассмотрим все j  £ { 0 , 1 ,п  —
— 1}, для которых Hj+\N ф HjN- Если Hj < Hj+i, то Я ,N  <  Hj+\N  
и H jN /N  <  Hj+iN/N.  Пусть \HJ+i : Hj\ — простое число. Так как

№ + 1JV : Щ Щ  =  |Я„ N ! N  : H j N / N \  .  .

= [Я,+1 : ___
~ \(Hj+i П N)Hj : Hj\’

Hj С (Hj+ 1  П N)H:j С Я^+ 1 и Hj — максимальная подгруппа в Я^+х, 
то (Я^+х П Я )Я ; =  Hj и |Ялч-1 iV/JV : HjN/N\ — простое число. Отюда 
ввиду наличия цепей H N  — ЯоЯ С H iN  С - ■ ■ С Я„_х С Я „Я  = K N  
и Я Я /Я  =  H0N / N  С H i N / N  С ■ • • С Я„_хЯ/Я С Я „Я /Я  =  Я Я /Я  
получим, что Я Я  Р-rn Я Я  и H N /N  Р-rn K N / N .

Утверждения 4) докажем индукцией по |G|. Пусть Я  P-rn G. Мож­
но считать, что Я  ^  G /  Я. В G существует цепь подгрупп Я  =
=  Я 0 С Ях CZ ■ ■ ■ //yi_1 Нц — G такая, что либо Hi либо
|Я (+ 1 : Я |̂ — простое число для любого г =  0 ,1 , . . . ,  n — 1. Тогда найдется 
j  Е {0,1, . . . ,  п — 1}, для которого Я^ Ф G, а Я ,+1 =  G. Если Я  С Hj, то 
по индукции (Я  П Я) Р-rn Я. Допустим, что Я  $2 Я^. Тогда Я^Я =  G. 
По индукции Я  П Я  =  (Я  П (Я̂ - П Я)) P-rn (Hj П Я).

Если Hj <  G, то из (Hj П Я) < Я  следует, что ( I I П Я) Р-гп N.
Если |G : Я,-| — простое число, то из |Я  : Я  ̂ П Я | =  |G : Я^| 

заключаем, что (Я П Я) Р-гп N. Ввиду того, что Я  < G, получаем 
Р-достижимость Я  П Я  в G. Лемма доказана.
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Л ем м а 2.2. Пусть Н  — подгруппа группы G. Тогда справедливы 
следующие утверждения:

1) если HNi P-rn G, Ni < G, i — 1,2, mo (HN\  П I IN2) Р-то G;
2) если II P -rn G, mo Hx P-rn G для любого x £ G:
3) если Gu С H, то II  P-rn G.
Доказательство. Утверждение 1). Пусть HNi P-rn G, Ni < G, 

г =  1,2. Если существует * £ {1,2} такое, что ffjVj — G, то (II N3^  П 
П HNi = H N ^ i )  P-rn G.

Пусть H N\ ф G ф H N ‘2- Так как Н N\ P-rn G, то существует цепь 
подгрупп HNi = Ко С Ki  С ■■■ С K t- 1  С K t — G такая, что либо 
Ki < K i+1 , либо \Ki+i : Ki\ — простое число, г — 0 ,1 , . . .  , t  — 1.

Если H N i П H N 2 = HN2, to (HNi  П H N 2) P-rn G.
Допустим, что HN\P[HN2 ф HN 2. Тогда найдется такое j  £ {0,1, .. .

. . .  , t  — 1}, что Kj+1 П H N 2 ф Kj  П H N 2.
Если Kj < Kj+i, то Kj П H N 2 < K j+\ П H N 2.
Пусть \Ki+i : Ki\ — простое число. Тогда 1 Ф \Kj+\ П H N 2 : Kj  П 

П H N 2\ = \(Kj+ 1 П H N 2)Kj  : Kj\ =  \Ki+i : Kj], так как Kj  С (K j+1 П 
fl H N 2)Kj  С K j+1 и (Kj+1 П H N 2)Kj = (Kj+i П N2)Kj  — подгруппа в 
Kj+\. Поэтому наличие цепи I IN\  Г1IIN 2 = Ко П IIN 2 С К\ П H N 2 С 
С • • • С Kt- i  П H N 2 С K t П H N 2 =  IIN2 указывает на Р-достижимость
I I Ni  П IIN2 в H N 2. Отсюда и из НN2 P-rn G следует, что HN\  П H N 2 
P-rn G.

Утверждение 2) прямо следует из определения Р-достижимой 
подгруппы.

Утверждение 3) справедливо ввиду того, что H/Gu — подгруппа 
сверхразрешимой группы G/Gu. Лемма доказана.

Л ем м а 2.3. Пусть силовская р-подгруппа группы G является 
Р -достижимой подгруппой в G и N  < G. Тогда силовская р- 
подгруппа группы N  и силовская р-подгруппа группы G /N  являются 
Р-достижимыми подгруппами в G и G /N  соответственно.

Доказательство. Следует из 1) теоремы 1.3 и 4) и 3) леммы 2.1.
Теорема 2.4. Пусть G — группа. Тогда справедливы следующие 

утверждения:
1) если G Wn-сверхразрешима и N  < G, то N  и G /N  vf^-сверхраз- 

решимы\
2) если G /N \ и G /N 2 wп-сверхразрешимы для любых Ni < G, i  = 

= 1,2, то G/Ni  r\'N2 также W-̂ -сверхразрешима;
3) прямое произведение сверхразрешимых групп является wV- 

сверхразрешимой группой,
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4) класс Wjril является нормально наследственной формацией.

Доказательство. Утверждение 1) вытекает из леммы 2.3 и 
определения ^-сверхразрешимой группы.

Докажем 2). Пусть G — группа наименьшего порядка такая, что в G 
существуют нормальные подгруппы N\ и для которых G/Ni  и G/N?. 
wv-сверхразрешимы, a G/N\  П N 2 не является "^„-сверхразрешимой.

Если К  — Ni  П N 2 ф 1, то G / K / N i / K  ~  G/Ni  ^-сверхразрешима 
для i =  1,2. Из \G/K\ < |G| получаем, что G / K / ( N i / K  П N2/K)  ~  
~  G/N\  П N 2 Wjr-сверхразрешима. Это противоречит выбору G.

Пусть N\ О N2 = 1. Возьмем р G тг и рассмотрим силовскую р- 
подгруппу Р  группы G. Так как PNi/Ni  — силовская р-подгруппа 
в G/Ni  и G/Ni  w^-сверхразрешима, то PNi/Ni  P-rn G/Ni, г =  1,2. 
Тогда PNi P-rn G, i =  1,2 по 2) леммы 2.1. Ввиду теоремы 1.2 и
1) леммы 2.2 подгруппа P N i П РА^ =  P(iVi П iVo) =  Р  Р-достижима 
в G. Следовательно, G/iVi П ^-сверхразрешима. Полученное 
противоречие завершает доказательство утверждения 2).

Утверждение 3) непосредственно следует из 2).
Утверждение 4) следует из 1) и 2). Теорема доказана.

Благодарим доктора физико-математических наук В.С.Монахова 
за наблюдение, с помощью которого легко доказывается следующее 
свойство.

Предложение 2.5. Если G — w -сверхразрешимая группа, rno G 
дисперсивна по Оре.

Доказательство. Проведем индукцией по |G|. Для G =  1 
предложение верно. Для |7r(G)| =  1 утверждение очевидно. Пусть 
|tt(G)| > 1 и Я  € Sylp(G), где р — наибольший делитель |G|. В G 
найдется цепь подгрупп Н  =  Hq С 7/L С • • • С Нп_i С Н„ = G такая, 
что либо Н{ <  ff,;+i, либо \Hi+i : Hi\ — простое число для любого i = 
=  0 ,1 , . . . ,  п — 1. По индукции Я  < #„_!■ Если Я „ _ 1  <  G, то И  < G.

Если jG : #„_i| — q — простое число и Ng(H) = Я„_х, то по теореме 
Силова р делит q — 1, что невозможно ввиду выбора р. Следовательно, 
Nq(H) = G. Теперь G/Я  w-сверхразрешима по 1) теоремы 2.4. По 
индукции G/Я  дисперсивна по Оре. Отсюда слеует, что G дисперсивна 
по Оре. Предложение доказано.

Лемма 2.6. Пусть Я  — подгруппа разрешимой группы G. Тогда и 
только тогда Я  — ЬХ-достижимая в G подгруппа, когда Я — Р-дости- 
жимая в G подгруппа.
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Доказательство. Всякая Я-достижимая в G подгруппа является Р- 
достижимой в G подгруппой.

Докажем обратное утверждение. Пусть G — группа наименьшего 
порядка, имеющая Р-достижимую, но не il-достижимую в G подгруппу 
Я. Тогда Я ф G и в G существует цепь подгрупп Н  =  Н0 С Нг С - - - С 
С Нп- 1  С Нп — G такая, что либо Я; ^  Щ+\, либо \Щ+\: Щ\ — простое 
число для любого i =  0 ,1 , . . . ,  п  — 1. Можно считать, что Я„_i ф G. По 
выбору G подгруппа Н  И-достижима в Нп~\. Тогда |G : Нп~\\ =  р — 
простое число. Пусть С  =  Соге<з(Яп_1 )•

Если С ф 1, то |G/G  : Hn^i/C \ = р. Поэтому Нп_х/ С  — Р- 
достижимая подгруппа в G/С.  Из \G/C\ < |G| получаем, что Нп^\/С
— Я-достижимая подгруппа в G/С.  Отсюда и из леммы 1.8 заключаем, 
что GUC /C  с  Пп-г/С.  Значит, Gn С Нп. ъ

Предположим, что 0  = 1. Тогда в G найдется минимальная 
нормальная подгруппа N  такая, что N  = Ca(N), G = Hn^ iN  и N  Г\ 
П Я„_ 1 =  1. Из \N\ — |G : Я„_i| =  р и  теоремы 1.5 следует, что G — 
сверхразрешимая группа. Тогда 1 =  Gu С Я„_1 .

Итак, Hn- i  —11-достижимая подгруппа в G. Так как Н  Я-достижима 
в # п- 1 , Я  Я-достижима в G. Получили противоречие с выбором G.

Лемма 2.7. Пусть G — разрешимая группа. Тогда справедливы 
следующие утверждения:

1) если Н  Р-rn G, К  — подгруппа из G, то ( I I П К ) Р -rn К\
2) если Hi P-rn G, г =  1,2, то (H\ П Яг) Р -rn G;
3) если G £ w-гЯ и К  — подгруппа из G, то К  £ w -̂Я.
Доказательство. Утверждения 1) и 2) следуют из лемм 2.6 и 1.7.
Утверждение 3). Пусть К  — подгруппа Ww-CBepxpa3peniHMoH группы 

G и р 6 тт. Если р £ тт(К),  то по теореме Силова силовская р-подгруппа 
L из К  содержится в некоторой силовской р-подгруппе Р  группы G. Так 
как G разрешима, то из Р  Р-rn G по утверждению 1) леммы следует Р- 
достижимость К Г ) Р  = Ь в К я К £  w„Я. Если р ^  тт(К), то 1 Р-гп К  
и К  £  WjpU. Лемма доказана.

Согласно [9], формация $  называется 7г-наеыщенной, если из условия 
G/<£(G) П Ow(G) £ 5  всегда следует, что G £ $■

Теорема 2.8. Класс w^lfl©  является наследственной ■л-па.сыщен- 
ной формацией.

Доказательство. Обозначим S  ~ w ^ l Л 6 . Согласно 3) леммы 2.7 
и 4) теоремы 2.4 класс S  является наследственной формацией.

Докажем 7г-насыщенность 5  индукцией по |G|. Пусть G /$(G ) П 
П O^-(G) £ Так как G/<1>(G) П On(G) разрешима, то G разрешима.
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Пусть N  — минимальная нормальная подгруппа группы G. По 
теореме 1.4 $ (G )N /N  С &(G/N). Из On(G)N/N  С On{G/N)  и 
G/<£(G)W П Ow(G)N е  следует, что G /N /b (G /N )  П On(G/N)  е  ?• 
Ввиду |С/ЛГ| < |G| получаем, что G/ЛГ €

Класс $  является формацией, поэтому ЛГ — единственная минималь­
ная нормальная подгруппа группы G. Значит, N  С $(G) П Ov(G). 
Отсюда следует, что N  — р-группа для некоторого простого числа р € тт 
и Op'(G) =  1. Пусть Q — силовская q-подгруппа группы G для q G 7Г. 
Так как <I>(G) не содержит силовских подгрупп, то q Е 7гП7г(С/Л'). Тогда 
Q N /N  P-rn G/N.

Если \-к П 7r(G) | =  1, то q = р. Тогда из Q N /N  — Q /N  и 2) леммы
2.1 следует, что Q P-rn G и G €

Пусть |тг П 7r(G) J ^  2 и q =/= Р- Обозначим через Я  некоторую 
{р, д}-холлову подгруппу группы G, содержащую Q. Ясно, что N  С 
С Я. Так как G /N  w„-CBepxpa3peninMa, то ввиду 3) леммы 2.7 H /N  
w .,т - с в с рх р аз р е 111 и м а. Отсюда и из {р, q} С 7Г следует, что любая 
силовская подгруппа из Н/N  является Р-достижимой в II/N.  Так 
как H / N  £ 6 , любая силовская подгруппа из Н / N  является Р- 
субнормальной в Н/N.  Ввиду теоремы 1.10 заключаем, что I I /N  
сверхразрешима. По теореме 1.8 получаем сверхразрешимость Я. 
Поэтому QN  является сверхразрешимой группой. Значит, Q P-rn QN. 
Из Р-достижимости Q N /N  в G/N  и утверждений 2) и 1) леммы 2.1 
получаем Р-достижимость подгруппы Q в группе G. Так как для q == 
=  р подгруппа Q P-rn G, то любая силовская ^-подгруппа из G для 
q €  тт П 7r(G) является Р-субнормальной в G. Теорема доказана.

3. Одна характеризация w-сверхразрешимых групп

Пусть Я  — подгруппа группы G. Подгруппа PG(H) определяется в 
[6, с. 27] следующим образом:

PG(II) = (х €  G | (х)П = Н(х)). 
Лемма 3.1. Пусть Я  — подгруппа группы G и PG(H) = G. Если 

N < G, то Pg/n {HN/N)  =  G/N.
Доказательство. Возьмем любой элемент gN  6 G/N, g 6 G. Пусть

G =  Pg(H) = (x1 , x 2, . . . , x n \ (Xi)H =. H{xi)). Тогда g =  П ЖГ-
ш

Отсюда gN  =  ( П ХГ)-^ =  e  (xiN,x%N,. . .  ,xnN)  =  K /N .
iei iei

Циклическая группа, порожденная элементом x tN,  имеет вид (x i)N/N.  
Поэтому (Xi)N/N ■ H N / N  = H N / N  ■ (x i)N/N.  Это означает, что X{N € 
6  PG/n {H N/N) .  Следовательно, g N  £  K / N  С PG/n (H N /N ) .  Лемма
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доказана.

Лемма 3.2. Пусть группа G =  HQ, где Я  6 Sylp(G), р — 
наибольший делитель \G\, Q — циклическая подгруппа из G. Тогда 
G р-замкнута.

Доказательство. Пусть G — группа наименьшего порядка, 
для которой лемма не верна. Так как G является произведением 
нильпотентных подгрупп, по известной теореме Кегеля-Виландта [10], 
[11] G разрешима. Пусть N  — минимальная нормальная подгруппа 
группы G. Тогда G /N  p-замкнута. Так как класс всех р-замкнутых 
групп является насыщенной формацией, то N  — единственная 
минимальная нормальная подгруппа группы G, Ф(С) =  1. Тогда в G 
найдется максимальная подгруппа М с единичным ядром Соте<?(М) = 
=  1. По теореме 1.2 G =  M N , где М  П N  = 1 и N  =  C g {N) .

Если N  — р-группа, .то HN./N  =  Н /N.  Откуда Я  < G- Получили 
противоречие с выбором G.

Пусть N  — g-группа, q ф р. Ввиду теоремы Силова Н 9 С М  для 
некоторого g £ G и N  С Q. Тогда |/V| =  q. Отсюда по теореме 1.5 М  — 
O' G /N  ~  k u tN  — абелева группа экспоненты, делящей q— 1. Получили 
противоречие с тем, что р - - наибольший делитель |G|. Лемма доказана.

Лемма 3.3. Пусть Я  € Sylp(G), р — наибольший делитель |G[. 
Если Ро(Н) = G, то G р-замкнута.

Доказательство. Пусть х — образующий элемент группы G. Так 
как (х)Н  =  Н(х), (х)Н — подгруппа из G. По лемме 3.2 Я  < (х )Н . 
Поэтому (х) G N g(H). Это означает, что G =  Pg (H) С N q(H ). Лемма 
доказана.

Лемма 3.4. Пусть G  — группа и Pg ( H)  = G для любой силовской 
подгруппы Н из G. Тогда G дисперсивна по Оре.

Доказательство, Проведем индукцией по |G|. Для G — 1 лемма 
верна. Если G — примарная группа, то утверждение леммы очевидно. 
Пусть |tt(G)| > 1 и |G| =  Р]/Р22 • • 'Pfcrj где р,- — простые числа, i  = 
=  1, 2 , . . . ,  k,  pi >  р2 > • • • >  pfc. Для Pi G Sylpi(G) по лемме 3.3 Pi < G. 
Так как любая силовская р.г-подгруппа группы G/Px имеет вид Р,Р\/Р\. 
где Pi е  Sylp.(G), г =  2, . . .  ,к , ввиду леммы 3.1 PG/pt(PiPi/Pi) = G/Px. 
По индукции G /P\ дисперсивна по Оре. Отсюда G дисперсивна по Оре. 
Лемма доказана.

Теорема 3.5 [6, теорема 3, с. 209]. Д ля каждой разрешимой 
группы G существует множество Е холловых подгрупп такое, что
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(1) для каждого множества тг простых чисел Е содержит в 
точности одну холлову ir-подгруппу из G;

(2) любые две холловы подгруппа из Е перестановочны.
Множество Е холловых подгрупп группа G, которое удовлетворяет

условиям (1) и (2), называется силовской системой группы G. (Отметим, 
что в [5, гл. I, определение 4.1] Е называется холловой системой группы
G.)

Пусть Я  — подгруппа разрешимой группы G и Е я  — силовская 
система из Я. Согласно [6, гл. I, с. 39]

(1) элемент х  е G называется Ея-квазинормальным, если (х)А = 
=  А(х)  для всех А € Е;

(2) подгруппа, порожденная всеми Ея-квазинормальными элемента­
ми, обозначается Nq(Y>h)- Если Лд(Ея) =  G, то Е я  называется слабо 
нормальной в G]

(3) Я  называется слабо нормальной в G, если G = ЯЛГ£(Ея)-

Теорема 3.6 [6, теорема 8.7, с. 41]. Пусть G — разрешимая 
группа. Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(a) G сверхразрешима;
(b) каждая силовская система группы G слабо нормальна в G;
(c) каждая максимальная подгруппа группы G слабо нормальна в

G.
Лемма 3.7. Если G — сверхразрешимая группа, то- Pq(H) =  G 

для любой силовской подгруппы Н из G.

Доказательство. Пусть Я  е  Sylp(G). Тогда Я  принадлежит 
некоторой силовской системе Е группы G. По (Ь) теоремы 3.6 Е) =  
=  G. Пусть х  — любой образующий элемент группы G. Тогда (х)А  =  
=  А(х) для всех А  € Е, в частности, (х)Н =  Н(х). Это означает, что х
— образующий элемент подгруппы Рс(Я ). Откуда G =  Nq(Е) С Ра (Н). 
Лемма доказана.

Лемма 3.8. Если G — w-сверхразрешимая группа, то Pg{H) = G 
для любой силовской подгруппы Н из G.

Доказательство. Ввиду леммы 3.7 можно считать, что группа 
G w-сверхразрешима, но не сверхразрешима. Тогда |tt(G)| > 2 .  По 
теореме 1.12 G дисперсивна по Оре. Пусть |G| -- р"‘р22 ■' гДе Pi ~  
простые числа, v■ =  1,2, . . . ,  к и р\ > р2 > ■ • • > Рк- Тогда Pi <  G, 
где Pi е  Sylpi(G). Поэтому Pg{Pi) — G. Отметим, что Рх принадлежит 
любой силовской системе группы G. Пусть Pj — любая силовская pj- 
подгруппа группы G и Еj  — силовская система группы G, содержащая
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Pj, j  =  2 , . . . ,  fc. Обозначим через Pji силовскую р;-подгруппу группы G, 
входящую в Ej, г € {1,2, . . . ,  к}, г /  j. Тогда Hji =  PjPji — подгруппа из 
G и по теореме 1.14 Hji — сверхразрешимая группа, где г € { 1 , 2 , ,  к}, 
г ф j.  Ввиду леммы 3.7 Н]г =  PHji(Pj). Отсюда Pji С Pti^Pj)  Я Pa{Pj), 
i е  {l,2,. . . ,fc}, i ^  j .  Так как Pj С PG(Pj), группа G С PG(Pj), т.е. 
G =  PG(Pj). Лемма доказана.

Определение 3.9. Подгруппу Н группы G будем называть пере­
становочно вложенной в G, если для любой подгруппы М  из G такой, 
что Н  С М  С G, всегда Рм(Н) = М.

Теорема 3.10. Группа G w-сверхразрешима тогда и только тогда, 
когда любая силовская подгруппа группы G является перестановочно 
вложенной в G.

Доказательство. Если группа G является w-сверхразрешимой, то 
для любой силовской подгруппы Н  из G ввиду леммы 3.8 Pg{H) =  
=  G. По теореме 1.13 wll — наследственная формация. Поэтому для 
любой силовской подгруппы Н  группы G из условия Н  С М  С G всегда 
следует, что Рм{Н)  =  М,  т.е. Н  является перестановочно вложенной в
G.

Пусть ^  =  (G | любая силовская подгруппа группы G является 
перестановочно вложенной в G).

По доказанному выше w11 С
Пусть G — группа наименьшего порядка, принадлежащая $  \  wil. 

Так как PG(H) = G для любой силовской подгруппы II  группы G, то по 
лемме 3.4 G  дисперсивна по Оре. Пусть N  — минимальная нормальная 
подгруппа группы G. Возьмем любую силовскую р-подгруппу R / N  
группы G/N.  Предположим, что R / N  С М / N  С G/N.  В G найдется 
силовская р-подгруппа Р  такая, что R / N  = P N /N .  Тогда Р  С R  С М  С 
C G. Из G е  5  следует, что Рм{Р) = М. По лемме 3.1 Pm/N( P N / N )  = 
= М /N.  Значит, G / N  € Зг. По выбору G фактор-группа G /N  Е wll. 
Так как wit — насыщенная формация по теореме 1.13, N  — единственная 
минимальная нормальная подгруппа группы G, Ф(б) =  1. Пусть |G| =  
=  рТрТ  ' '  'Pk'i гДе Pi ~  простые числа, i = 1,2, . . . , к  и pi > р2 > 
> ■ ■ ■ > Pk- Обозначим через Pi силовскую р,-подгруппу группы G , 
г ~  1 ,2 , . . . ,  к. Тогда N  С Рх. Так как Pi < G, Hi — Р,Р\ — холлова 
7Т;-подгруппа группы G для iTi = {pi,pi}, г €  {2, . . . ,  к}.

Если Hi ф G для любого г 6 (2 , . . . ,  к}, то Hi G У- По выбору G 
группа Hi w-сверхразрешима. Отсюда и из наследственности формации 
wll следует, что PtN  € wit. Поэтому Ръ P-sn PiN. Тогда из PjN  Р- 
sn G получаем, что Рг P-sn G. Отсюда следует, что G 6 wll. Это
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противоречит выбору группы G.
Значит, Hi =  G для некоторого г из {2,3 , . . . ,  к}. Из Ф(£?) =  1 

следует, что G = M N , где М  — некоторая максимальная подгруппа 
группы G, М  Л N  = 1, N  =  Cg{N). Из теоремы Силова заключаем, что 
найдется д е  G такой, что Pi С М 9. Так как М 9 Л Pi < М 9 и М 9 ~  
~  G /N  по лемме 1.6 не содержит неединичных нормальных ргподгрупп, 
заключаем, что М 9 Л Pi =  1. Отсюда М  =  Pi — максимальная подгруппа 
группы G. Ввиду того, что Рз(Рг) =  G, найдется образующий элемент 
у группы G такой, что у & Pi, (у)Pi = Pi (у). Тогда G =  Р{(у). Откуда 
следует, что \N\ = р. По теореме 1.5 G сверхразрешима. Получили 
противоречие с выбором G. Теорема доказана.

Summary

A subgroup Н  of a group G is called IP-accessible in G if there exists 
a chain of subgroups H  =  Нц С Hi С • ■ ■ С Hn- \  С Нп =  G such that 
either Я ,;_\ is normal in Щ or \Щ : Нп.л \ is a prime for every i = 1 , . . . ,  n. 
Finite groups for which its Sylow p-subgroups (p 6 n) P-accessible subgroups 
in G are studied. Properties of such groups are obtained. The criterion of 
w-supersolubility for a group is received.
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