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В ведение

Рассматриваются только конечные группы. Как следует из знаменитой 
теоремы Хунперта [1] группа G сверхразрешима тогда и только тогда, когда 
любая подгруппа из G может быть соединена с группой G цепью подгрупп с 
простыми индексами. Этот результат инициирует следующее определение.

О пределение 1. Подгруппа Н  группы G называется Р -субнормальной 
в G, если либо Н  =  G, либо существует цепь подгрупп Н  =  Щ  С Н \ С . . .
. . .  С Н „ - 1 С Н„ = G такая, что |Н, : Н, .\\ - простое число для любого
i — 1 , . . .  ,п . Обозначается Н  P-sro G.

Возникает задача изучения групп, у которых каждая подгруппа из 
заданной системы подгрупп является Р-субнормальной. Опорной системой 
подгрупп группы является множество ее силовских подгрупп, знание 
строения и свойств вложения которых позволяет во многих случаях вскрыть 
строение всей группы. Например, отметим следующий хорошо известный 
результат: группа нильпотентна тогда и только тогда, когда любая ее 
силовская подгруппа является субнормальной.

О пределение 2. Группу G назовем расширенно сверхразрешимой 
(кратко, w-сверхразрешимой), если любая силовская подгруппа группы G 
являет ся Р-субнормальной в G.

Обозначим через wll класс всех w-сверхразрешимых групп. Заметим, что 
класс Я всех сверхразрешимых групп содержится в wil. Следующий пример 
показывает, что обратное включение в общем случае неверно.

Пример 1. Пусть S  - симметрическая группа степени 3. Согласно 
[2 , гл. В, теорема 10.6] существует точный неприводимый 5-модуль U над 
полем F7 из 7 элементов. Рассмотрим полупрямое произведение G — [U]S. 
Так как подгруппа S  неабелева, то группа G не является сверхразрешимой. 
Из сверхразрешимости G /U  следует, что Н\ = IJG2 , П> — UG3 и //3  — 
~  IJGт — G-, являются Р-субнормальными подгруппами группы G, где Gv 

силовская р-подгруппа группы G для р € {2,3,7}. Заметим, что Н г 
сверхразрешимая подгруппа группы G, i = 1 ,2 ,3 . Следовательно, G2P- 
s n t f i ,  G ^P -snН%. Отсюда получаем, что Gp P -snG  для р е  {2,3,7}, а 
значит, G 6  wil.

Изучению свойств групп из класса wll и посвящена настоящая работа.

1. Предварительные результаты

Используются обозначения и терминология из [2,3]. Напомним некото
рые понятия, существенные в данной работе.
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Через 7r(G) обозначается множество всех различных простых делителей 
порядка группы G.

Р множество всех простых чисел.
Op(G) наибольшая нормальная р-иодгрупиа группы G для некоторого 

простого числа р.
Gv силовская р-подгруппа группы G.
Gpf дополнение к силовской р-подгрупие в группе G , т.е. холлова 

р'-подгруппа группы G.
G = [N]M  полупрямое произведение подгрупп N  и М  группы G с 

N < G n N C \ M  — 1.
F (G ) — подгруппа Фиттинга группы G , т.е. произведение всех 

нормальных нильпотентных подгрупп группы G.
FP(G) — р-нильпотентный радикал группы G, т.е. произведение всех 

нормальных р-нильпотентных подгрупп группы G.
Для некоторого класса групп X через М(ЗЕ) обозначается класс всех 

минимальных не X-групп, т.е. групп, у которых классу X  принадлежат все 
собственные подгруппы и только они.

21 — класс всех абелевых групп.
ii  — класс всех сверхразрешимых групп.
94 - класс всех нильпотентных групп.
21 (р — 1) - класс всех абелевых групп экспоненты, делящей р — 1.
© - класс всех разрешимых групп.
Класс групп & называется формацией, если выполняются следующие 

условия:
1) каждая фактогруппа любой группы из $  также принадлежит
2) из Н /А  € 5", Н /В  6  £  всегда следует, что Н /А  Г) В  £
По определению пустой класс групп является формацией.
Формация $  называется:
1) наследственной, если У вместе с каждой группой содержит и все ее 

подгруппы;
2) насыщенной, если из (7/Ф((?) G ^  всегда следует, что G  €  £•
Всякая функция /  : Р —> {формации} называется локальным экраном.

Формация S' называется локальной [2, IV, 3.1], если существует локальный 
экран /  такой, что 5  =  L F ( f)  = (G| G /F P(G) G f(p )  для любого p  € тr(G)).

По теореме Гашюца-Любезедер-Шмида формация насыщена тогда и 
только тогда, когда она локальна (см., например, [2, гл. IV]).

Необходимые в дальнейшем, известные свойства сверхразрешимых групп 
[3, 4] соберем в следующей теореме.
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Т еорема 1.1. Справедливы следующие утверждения:
1 ) любая сверхразрешимая группа дисперс.ивна по Оре;
2) коммутант сверхразрешимой группы нилъпотептен;
3) класс всех сверхразрешимых групп является наследственной 

насыщенной формацией и имеет локальный экран /  такой, что f(p )  = 
=  21(р — 1) для любого простого р.

Согласно [1] Л-группой называется группа, у которой любая силовская 
подгруппа является абелевой. Класс всех Л-групп А  образует наследственную 
формацию.

Пусть $  непустая формация. Через G^ обозначается ^-корадикал 
группы G, т.е. наименьшая нормальная подгруппа группы G, для которой
G /G 3 е 5 .

Подгруппа Я  группы G называется ^-субнормальной [3, 5], если либо 
Я  =  G, либо существует максимальная цепь подгрупп Я  =  Щ  С Н\ С . . .  С 
С Н„~ 1 С Нп = G  такая, что H f  С для всех i =  1,..., п.

Пусть $  =  Я. Как следует из замечания 2 на с. 93 из [3] всякая Н-суб- 
нормальная подгруппа группы G является Р-субнормальной. В общем случае 
обратное утверждение неверно. Например, если G =  Alt(5) — знакоперемен
ная группа степени 5, то подгруппа Н  ~  A lt(4) является Р-субнормальной, 
но не U-субнормальной в G. Тем не менее, подгруппа Н  разрешимой группы 
G является Я-субнормальной в G тогда и только тогда, когда она является 
Р-субнормальной в G.

Учитывая свойства ̂ -субнормальных подгрупп (см., например, [5, с. 236- 
237]) и отмеченное выше замечание, сформулируем следующие результаты.

Л ем м а 1.2. Пусть G — разрешимая группа и N <i G. Тогда справедливы 
следующие утверждения:

1) если Н  — подгруппа группы G и Gu С Н, то Н  Р -sn G;
2) если Н  F~sn G, К  — подгруппа из G, то (Я  П К )  P -sn  К ;
3) если Н, P -sn  G, i = 1,2, то (Н \ П Н 2) P-sn G;
4) если Н  P -sn  G, то Н х P-sn G для любого х  € G;
5) если Я  P -sn  G, то H N /N  P -sn  G /N ;
6) если H N /N  P -sn  G /N , то H N  P -sn  G;
7) если Я  P -sn  К  и К  P-sn G, то Н  P -sn  G.

Т еорем а 1.3 [6]. Группа G сверхразрешима тогда и только тогда, 
когда G можно представить в виде произведения двух нильпотентных Р- 
субпормалъных подгрупп.
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2. Свойства w-сверхразреш имы х групп

Установим разрешимость w-сверхразрешимых групп. Для этого нам 
потребуются следующие леммы.

Л ем м а 2.1. Пустъ А и В  -  подгруппы группы G такие, что \G : А\ = 
=  р, |G : В\ =  q, р и q различные простые числа. Тогда G непростая 
группа.

Доказательство. Так как (|G : А\, |G : В\) = 1, то G =  А В .
Допустим, что G -  простая группа. Пусть Н — А. Обозначим через 

Д множество правых смежных классов группы G по подгруппе Н. Для 
любого g G G определим отображение т9 множества Д  в А по правилу 
(Нх)тд =  Н хд. Легко видеть, что тд — биекция. Пусть 5 (Д ) — группа всех 
подстановок на множестве Д. Тогда 5 (Д ) ~  Sp и отображение т  : д >—> тд 
является нетривиальным гомоморфизмом групп G и 5 (Д ). Ввиду простоты 
группы G ядро гомоморфизма т тривиально, и следовательно, G изоморфно 
вкладывается в S p в качестве подгруппы. Отсюда получается, что р — 
наибольшее простое число множества tt(G). Если Н  =  В , то аналогично 
доказывается, что q — наибольшее простое число множества 7r(G). Получили 
противоречие с р  ф q. Значит, G не является простой группой. Лемма 
доказана.

Л ем м а  2 .2 . £слы G w-сверхразрешима и N  <G, mo G /N  w-сверхразре- 
шима.

Доказательство. Пусть P /N  — силовская р-подгруппа группы G /N . 
Тогда найдется силовская р-подгруппа Gp группы G такая, что P /N  — 
=  GVN /N .  Если G /N  = GPN /N ,  то G /N  w-сверхразрешима. Пусть 
G /N  -ф G pN /N . Из w-сверхразрешимости G следует, что существует цепь 
подгрупп Gp =  Go С G\ С . . .  С G„^i С Gn =  G с простыми индексами 
|Gj+i : Gi| для любого г = 0 , 1 , . . . , п  — 1. Рассмотрим все j  £  {0,1, . . .  
. . .  ,те — 1}, для которых G j+ iN /N  ф G jN /N .  Тогда \G j+ \N /N  : G jiv/iv| =  
=  IGj+i : Gj| : |Gj+1n N  : GjDN\ =  |G j+ i : Gj\ : \(Gj+in N )G j : Gj\. Заметим, 
что G-j С (Gj+1 П JV)Gj С Gj+i. Отсюда и из того, что |Gj+i : G,-| — простое 
число и \G j+ iN /N  : G jN /N \ Ф 1 следует, что (GJ+i П 7V)Gj =  Gj. Тогда 
|G j+iiV/iV : G jN /N | =  |GJ+i : Gj|. Отбрасывая из цепи GPN /N  =  G ^N /N  С 
С G \N /N  С . . .  С G„ iN /N  С G „ N /N  = G /N  повторения, получим в G/Ar 
для GPN /N  цепь с простыми индексами. Итак, P/./V P-sn G/iV и G является 
w-сверхразрешимой. Лемма доказана.

Теорема 2.3. Любая \\-сверхразрешимая группа разрешима.
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Доказательство. Пусть G группа наименьшего порядка, такая, что 
G w-сверхразрешима, но не разрешима. Тогда G не является нримарной. 
Отсюда ввиду теоремы Бернсайда о разрешимости бипримарной группы 
заключаем, что |tt(G)| > 3. Тогда из w-сверхразрсшимости G следует, что 
для некоторых р и q из tt(G) в G найдутся силовская р-подгруппа Gp и 
силовская 5 -подгруппа Gq такие, что Gp С М , Gq С W , \G : М | и |G : W \ 

простые числа, причем (|G : M \,\G  : W \) = 1. По лемме 2.1 G является 
непростой группой. Пусть N  минимальная нормальная подгруппа группы 
G. По лемме 2.2 G /N  w-сверхразрешима, а значит, разрешима по выбору G. 
Пусть N r произвольная силовская г-подгруппа из N . Тогда N r — G r П N  
для некоторой силовской r -подгруппы Gr группы G. Д ля Gr найдется цепь 
подгрупп Gr — Go С G\ С . . .  С Gm^i с  Gm =  G с простыми индексами 
|G,:+i : Gi| для любогог =  0 , 1 , . . .  ,т — 1. Тогда NT =  GqC\N С G id N  С . . .  С 
С G m -iD N  С GmfliV =  N. Если Nr — N , то G разрешима, что противоречит 
выбору G. Значит, N r ф N . Выберем все j  £ {0,1, . . .  ,т  — 1}, для которых 
Gj+ i П N  ф Gj П N . Тогда |GJ+1 П N  : G} П Лг| -  |(G j+1 П N )G 3 : Gj\. Так 
как Gj С (Gj+1 П N )G j С G'j+i и |G;+i : Gt| простое число, то (GJ+i П 
П N )G j = Gj+1- Итак, |G?+i П N  : Gj П N \ = |GJ+i : Gj\. Отсюда следует, 
что N  w-сверхразрешима. Поэтому N  разрешима по выбору G. Но тогда G 
разрешима. Полученное противоречие завершает доказательство теоремы.

Л е м м а  2.4. Пусть G — GvGq, где Gp < G, Gq элементарная абелева 
q-группа, причем q | р  — 1. Тогда G сверхразрешима.

Доказательство. Так как Fp(G) D Gp и F4{G) — G, то G /F r(G) € 21 (р —
— 1) для г  € {р, q}. Отсюда ввиду леммы 4.5 из [3] и 3) теоремы 1.1 получаем 
сверхразрешимость G. Лемма доказана.

Поскольку сверхразрешимая группа имеет нилыютентный коммутант, то 
нильпотентная длина сверхразрешимой группы не превосходит 2 . Следующее 
предложение показывает, что нильпотентную длину w-сверхразрешимой 
группы уже нельзя ограничить фиксированным числом п.

П редлож ение 2.5. Д ля  любого натурального п  существует  w -сверх
разрешимая группа, нильпотентная длина которой равна п.

Доказательство. Вначале для п >  2 докажем индукцией но п  
следующее утверждение: можно выбрать п  простых чисел р ьр г , ■ • • ,рп 
таких, что pi < Р2 < . . .  <  Рп, Pi \Pj — 1 для всех i < j ,  где г — 1, . . .
. . . ,  п  — 1 , j  = 2 , . . . ,  п. Д ля п = 2 утверждение выполняется. Например, 
можно взять pi = 2, р2 = 3. Предположим, что утверждение верно при п = 
= к, к > 2. Докажем, что оно справедливо и при п = Аг+1. Пусть р ьр г , ■ • • ,Рк
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набор к простых чисел с отмеченными выше свойствами. Рассмотрим 
диафантово уравнение р\ро.. .р^х  +  1 = 0 .  Согласно теореме Дирихле [7, с. 
59] найдется натуральное число х  =  ао такое, что pip-2 . . .  Pk&o + 1 простое 
число. Обозначим pk+i г= Р\Р2 ■ ■ Рк<*о+1- ТогдаР\,Р2, ■ ■ ■ ,Pk,Ph+1 искомый 
набор чисел, так как pi < р? < . . .  < р^ < Рк+\ и р, | — 1 для всех г < j ,  где 
г =  1, . . .  , k , j  =  2 , . . .  ,к +  1.

Теперь докажем предложение индукцией по гг. Для п  £ {1,2} утверж
дение очевидно. Для п — 3 справедливость предложения устанавливается 
примером 1.

Пусть п  >  3 ирх,р2, ■ ■ • ,Рп набор п  простых чисел с отмеченными выше 
свойствами, т.е. р\ < рг < ■ • • <  Рп, Pi I Pj ~  1 Для всех i < J; ГДе * — 1, • ■ •, и —
— 1,;; =  2, . . . , п .  Пусть Gi циклическая группа порядка pi- Построим 
рекурсивно группы G,;,i =  1 , . . . , п ,  обладающие следующими свойствами: 

=  [C y ttC V JC  ■ • ([G'p.JGp,))), где GVk - силовская р^-подгруппа группы 
G,;, являющаяся элементарной абелевой ^-группой (к = 1, . . . , г) ,  GPi — 
единственная минимальная нормальная подгруппа группы G,;, Ф(С,;) =  1, 
G,; w-свер-разрешима и 1{G,) — i для всех i =  1, . . . ,  п.

Предположим, что построена группа Gj с указанными выше свойствами. 
Пусть j  + 1 < п. Так как Op.+l(Gj) =  1 и в Gj имеется единственная 
минимальная нормальная подгруппа, то по [2, В, 10.7] существует точный 
неприводимый G j-модуль U над полем Fpj+i • Рассмотрим группу G j+i =  
=  \U]Gj. Покажем, что Gj+i обладает указанными выше свойствами. 
Заметим, что U — силовская р^+1-подгруппа группы Gj+\, являющаяся 
единственной минимальной нормальной подгруппой в GJ+j. Так как U -  
точный G j-модуль, то F(Gj+1) =  U. Из Gj+i/U ~  Gj и l(Gj) = j  следует, 
что l(G j+1) =  j  +  1. Очевидно, что <3>(Gj+i) — 1. Покажем, что GJ+i 
является w-сверхразрешимой группой. Пусть GPk — силовская р*-подгруппа 
группы Gj+i, где 1 <  к < j  +  1. Из w-сверхразрешимости Gj+i/U  следует, 
что GPkU Р-5П Gj+1- Если к — j  + 1, то GPkU =  U и U P-sn Gj+\. 
Пусть к < j  + 1. Тогда GPkU бииримарная дисперсивная группа, причем 
GPk -  элементарная абелева р^-группа. По лемме 2.4 получаем, что GVkU 
сверхразрешима. Откуда следует, что GPk P-sn GPkU. Тогда по 7) леммы 1.2 
GPk P -sn  Gj+1. Следовательно, G j+1 w-еверхразрсшима. Тогда G„ w-сверх- 
разрешима и l(Gn) =  п. Предложение доказано.

Рассмотрим другие свойства w-сверхразрешимых групп.

П редлож ение 2.6. Справедливы следующие утверждения ;

1 ) если G  -  w-сверхразрешимая группа, то всякая подгруппа из G 
также w -сверхразрешима;
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2) если G /N i и G /N о w-сверхразрегиимы, mu G /N i ПЛ^ также w -сверх- 
разрешима;

3) прямое произведение w-сверхразрешимых групп является w-сверхраз- 
решимой группой;

4) класс w il является наследственной формацией.

Доказатыьство. Установим справедливость 1). Пусть К  -  подгруппа 
w-сверхразрешимой группы G. По теореме Силова силовская р-подгрупиа 
Кр из К  содержится в некоторой силовской р- подгруппе Р  группы G. Так 
как G разрешима по теореме 2.3, то из Р P-sn G по утверждению 2) леммы 
1.2 следует Р-субнормальность К  П Р  — К р в К . Утверждение 1) доказано.

Докажем утверждение 2). Пусть G — группа наименьшего порядка 
такая, что в G  существуют нормальные подгруппы N \ и Д^, для 
которых G /N \  и G /N i w-сверхразрешимы, a G /N \ П N 2 не является w~ 
сверхразрешимой. Из теоремы 2.3 следует, что G /N \ и G /N 2 разрешимы. 
Тогда G /N i П N 2 является разрешимой группой.

Если N 1 Г) N 2 ф 1, то в N \ П JV2 выберем минимальную нормальную 
подгруппу N  группы G. Тогда G /N /N i/N  ~  G /N , w-сверхразрешима для 
i = 1,2. Из \G /N \ < |G| получаем, что G /N /(N i/N  П N ^/N ) ~  G /N \  П N 2 
w-свсрхразрешима. Это противоречит выбору G.

Пусть N \D N 2 — 1. Возьмем любую силовскую р-подгруппу R  группы G. 
Так как R N J N i  силовская р-подгруппа в G /N  и G /N i w-сверхразрешима, 
то RNi/N-i P -sn  G /N ,  г = 1,2. Ввиду теоремы А.6 .4 из [2] и утверждения
3) леммы 1.2 подгруппа RNi П R N 2 = R (N \ П N 2) — R  Р-субнормальна в 
G. Следовательно, G /N \ П iV2 w-сверхразрешима. Полученное противоречие 
завершает доказательство утверждения 2).

Утверждение 3) непосредственно следует из 2).
Утверждение 4) вытекает из леммы 2.2 и утверждений 1), 2) данного 

предложения. Предложение доказано.

Теорема 2 .7 . Класс wll является наследственной насыщенной форма
цией.

Доказательство. Согласно 4) предложения 2.6 класс wll является 
наследственной формацией. Докажем насыщенность wil индукцией по |G|. 
Так как по теореме 2.3 С/Ф(С) разрешима, то G разрешима.

Пусть N  - минимальная нормальная подгруппа группы G. Так как 
<b{G)N/N С $(G/7V) и G /$ (G )N  G wll, то G/N/<$>{G/N) G wll. Ввиду 
\G/N\ < |G| получаем, что G /N  G wll.

Класс wil является формацией, поэтому N  единственная минимальная
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нормальная подгруппа группы G. Значит, N  С Ф(С). Отсюда следует, что 
N  р-группа для некоторого простого числа р и 0 V'(G ) = 1. Пусть Q 
произвольная силовская q-подгруппа группы G.

Если q = р, то Q N /N  P-sn G /N .  Из Аг С Q и 6) леммы 1.2 следует 
Р-субнормальность Q в G.

Пусть q ф р. Рассмотрим два случая.
1. Предположим, что |7r(G)| >  2. Обозначим через Я  некоторую {р, q}- 

холловскую подгруппу группы G, содержащую Q. Тогда Н ф G. Ясно, 
что N  С Н. Так как G /N  w-сверхразрешима, то ввиду 1) предложения 2.6 
H /N  w-сверхразрешима. Отсюда следует, что любая силовская подгруппа 
из H /N  является Р-субнормальной в H /N .  По теореме 1.3 следует, что 
H /N  сверхразрешима. Ввиду следствия 16.2.3 из [3] с. 179 получаем 
сверхразрешимость Н. Отсюда следует, что Q N  является сверхразрешимой 
группой. Значит, Q P-sn Q N . Из Р-субнормальности Q N /N  в G /N  и 
утверждений 6) и 7) леммы 1.2 следует Р-субнормальность подгруппы Q в 
группе G. Следовательно, любая силовская подгруппа из G является Р-суб- 
нормальной в G, а значит, группа G w-сверхразрешима.

2. Пусть |7r(G)| <  2. Рассуждая, как выше, и используя теорему 1.3, по
лучаем сверхразрешимость G /N . Из насыщенности формации всех сверхраз- 
решимых групп следует, что G сверхразрешима, а значит, w-сверхразрешима. 
Теорема доказана.

С л ед ств и е  2.7.1. Группа G является w-сверхразрешимой тогда и 
только тогда, когда G/<J>(G) — w -сверхразрешимая группа.

П редлож ени е 2.8. Любая w -сверхразрешимая группа являет ся дис- 
персивной по Оре.

Доказательство. Пусть G — w-сверхразрешимая группа. Достаточно 
показать, что если р наибольший простой делитель |G|, то силовская р- 
подгруппа Gp группы G нормальна в G. Тогда результат будет следовать 
индукцией но числу различных простых делителей |G|. Будем доказывать 
утверждение индукцией по порядку группы G. Пусть N  минимальная 
нормальная подгруппа группы G. По индукции GPN /N  < G /N , а значит, 
GPN  <j G. Так как по теореме 2.3 G — разрешимая группа, то N  - 
д-группа для некоторого простого числа д. Если р — q, то GVN  =  
=  Gp и Gp < G. Следовательно, р > q. Так как GPN  бипримарная 
группа, то из наследственности формации wll и теоремы 1.3 следует, что 
GPN  сверхразрешима. Откуда получаем, что Gp < GpN . Так как Gp - 
характеристическая подгруппа в GPN , то Gp < G. Предложение доказано.
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Теорема 2.9. Любая минимальная не 'W-сверхразрешимая группа явля
ется бипримарной минимальной иесверхразрешимой группой.

Доказате.яъство. Пусть G произвольная минимальная не w-сверхраз- 
рсшимая группа. Пусть g наименьший простой делитель |G|. Рассмотрим 
произвольную собственную подгруппу Я  группы G. Так как Я  w-сверхраз
решима, то согласно предложению 2.8 Я  является дисперсивной по Оре, а 
значит, g-нильпотентной группой. Согласно теореме 5.4 из [1, IV] группа G 
является либо g-нилыютентной, либо группой Шмидта.

Предположим, что G — g-нилыютентная группа. Тогда G — [Gg»]Gr  Так 
как Gq' w-сверхразрешима, то но теореме 2.3 Gq’ разрешима. Отсюда и из 
разрешимости G /G q’ следует разрешимость группы G.

Пусть N  ~  минимальная нормальная подгруппа группы G. Вначале 
предположим, что $(G ) =  1. Тогда G =  [N]A4, где М  -  некоторая макси
мальная подгруппа группы G. Так как G — минимальная не w-сверхразре- 
шимая группа, то N  - единственная минимальная нормальная подгруппа 
группы G и N  является р-группой для некоторого простого р.

Пусть Q — произвольная силовская g-подгруппа группы G. Так как 
G /N  €  wil. то Q N /N  P-sn G /N ,  а значит, Q N  P -sn G  по 6) леммы 1.2. Если 
Q N  ф G, то в силу выбора группы G подгруппа Q N  является w-сверхраз- 
решимой, а значит, Q P -sn Q N . Тогда ввиду 7) леммы 1.2 получаем, что 
Q P -sn G. Пусть Q N  = G. Если N  С Q, то G £  01 С wll. Противоречие. 
Следовательно, G - бипримарная группа. Тогда ввиду теоремы 1.3 любая 
собственная подгруппа группы G является сверхразрешимой. Поэтому G — 
бипримарная минимальная несверхразрешимая группа.

Если <f>(G) ф 1, то из |тг(<3/Ф(С?))j <  2 следует, что |7r(G)| <
2. Рассуждая как выше, получаем, что G — бипримарная минимальная 
несверхразрешимая группа.

Пусть G группа Шмидта. Так как G не яляется w-сверхразрешимой, то 
G не сверхразрешима. Поэтому G является минимальной иесверхразрешимой 
группой. Теорема доказана.

Обозначим через Syl(G) множество всех силовских подгрупп группы G.

Теорема 2.10. Форлшция wll является локальной и имеет локальный 
жран /  такой, что f(p )  =  (G | Syl(G) С 21(р — 1)) для любого простого р.

Доказательство. Обозначим И* =  L F ( f) ,  где /(р )  =  (G | Syl(G) С 
С 21(р — 1)) для любого простого р. Покажем, что И* =  wil. Допустим 
противное. Пусть G группа наименьшего порядка из Я*\ wЯ. Так как /(р )  

наследственная формация, то Я* наследственная формация по теореме
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4.7 из [3]. Отсюда в силу выбора G следует, что G минимальная не w- 
сверхразрсшимая группа. Так как wil насыщенная формация по теореме 
2.7, то Ф(С) =  1 и в G имеется единственная минимальная нормальная 
подгруппа N . причем N  элементарная абелева р-группа для некоторого 
простого р и N  — Сс{N ) = FP(G) =  F(G). Кроме того, G = [N]M, где М  

некоторая максимальная подгруппа группы G. Так как G  бипримарная 
минимальная несверхразрешимая группа, то по теореме 26.5 из [3] следует, 
что Лг силовская р-подгруппа, а М  — силовская g-подгруппа группы G. 
Из G £ И* ввиду леммы 4.5 из [3] заключаем, что G /F P(G) = G /N  ~ М е  
£ f(p )  = (G | Syl(G) С 21 (p — 1)). Откуда получаем, что М  £ 21 (р — 1). 
Но тогда G сверхразрешима, а значит, G £ wil. Получили противоречие. 
Следовательно, Я* С wil.

Докажем, что wil С Я*. Допустим, что существуют группы, принадлежа
щие wil \ it*. Выберем среди них группу G, имеющую наименьший порядок. 
Так как G £  wil, то G разрешима по теореме 2.3. Из наследственности 
формации wil следует, что G является минимальной не iT -группой. Так как 
wil и Я* насыщенные формации, то Ф(G) = 1 и в G имеется единственная 
минимальная нормальная подгруппа N, причем N  = Cg(N') — F(G) и N
— р-группа для некоторого простого числа р. Кроме того, G — \N}M, где 
М  — некоторая максимальная подгруппа группы G. Так как G € wil, то 
G  является дисперсивной по Оре группой согласно предложению 2.8. Из 
единственности N  следует, что р — наибольший простой делитель |G|. Пусть 
Gv — силовская р-подгруппа группы G. Если N  Ф Gp, то Gp = Gp П [N]M = 
= N (G P П М ) и Gp П М  ф 1. Из Gv <а G следует, что Gp П М  о М. Согласно 
лемме 3.9 из [3] Op(G) — 1. Получили противоречие. Следовательно, N  = Gp 
и М  является р'-группой. Пусть M q — силовская g-подгруппа из подгруппы 
М . Тогда М ч является силовекой д-подгруппой группы G. Предположим, 
что M qN  ф G. Так как Gm4n {N )  =  G g(N ) — N , то Op'(MqN ) = 1. 
Следовательно, Fp(M qN ) = N . Из MqN  £ Я* ввиду леммы 4.5 из [3] следует, 
что M qN /F p(MgN ) = M qN /N  ~  Mq £ /(р ) -  (G | Syl(G) С 2l(p -  1)). 
Откуда Mq £ 21 (р — 1) для любого g £ п(М ). Поэтому М  £ /(р ) =  (G | 
Syl(G) С 21(р — 1)). Но тогда G £ Я*. Получили противоречие с выбором G.

Пусть MqN  = G. Так как G бипримарна и G £ wЯ, то по теореме 1.3 
следует, что G сверхразрешима. Тогда по 3) теоремы 1.1 заключаем, что 
G /C g (N ) =  G /N  £ 21 (р -  1) С /(р ) =  (G | Syl(G) С 21(р -  1)). Получили 
противоречие G £  Я*. Теорема доказана.

Выше отмечалось, что всякая бипримарная w-сверхразрешимая группа 
является сверхразрешимой. Отмстим также следующий результат.
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Т еорем а 2.11. Группа сверхразрешима тогда и только тогда, когда 
она мегпаиильпотснтиа и любую ее силовскую подгруппу можно соединить 
с группой цепью подгрупп с простыми индексами.

Доказательство. Необходимость непосредственно вытекает из известных 
свойств сверхразрешимых групп. Пусть существуют метанилыютентные 
w-сверхразрешимые группы, не являющиеся сверхразрешимыми. Выберем 
среди них группу G наименьшего порядка. Пусть N  минимальная 
нормальная подгруппа группы G. Заметим, что для факторгруппы 
G /N  условия доказываемого утверждения сохраняются. Поэтому в силу 
выбора группы G получаем сверхразрсшимость G /N . Так как класс 
всех сверхразрешимых групп образует насыщенную формацию, то N  
единственная минимальная нормальная подгруппа группы G и Ф(G) =  1. 
В этом случае G = [N]M, N  =  Cg(N ) = F(G ), N  -- р-группа, р - 
некоторое простое число, а М  — некоторая нильпотентная максимальная 
подгруппа из G. Так как по лемме 3.9 из [3] Ор(М ) — 1, то М  является 
р'-группой. Пусть Мч - произвольная силовская g-подгруппа группы М. 
Рассмотрим подгруппу R  =  MqN . Так как G w-сверхразрешима, то R  также 
w-сверхразрешима, значит, по теореме 1.3 сверхразрешима. Из Cg (N ) ~  N  и 
N C R  следует, что 0 ^ {R ) — 1. Поэтому FP(R) = N . Из сверхразрешимости 
R  по 3) теоремы 1.1 получаем, что R /N  ~  M q 6  21 (р — 1). Следовательно, 
любая силовская подгруппа из М  принадлежит формации 21 (р — 1). Так как 
М  нильпотентна, то М  6  21(р — 1). Отсюда по 3) теоремы 1.1 получаем, что 
G сверхразрешима. Теорема доказана.

Одним из основных свойств сверхразрешимых групп является нильпо
тентность коммутанта.

Определение 2.12. Обобщенным коммутантом группы G назовем 
наименьшую нормальную подгруппу N  группы G такую, что G /N  
являет ся группой с абелевыми силовскими подгруппами.

Т еорема 2.13. Пусть G — w-сверхразрешимая группа. Тогда
1 ) любая метаиштютептная подгруппа группы G является сверхраз

решимой;
2)  любая бипримарная подгруппа группы G является сверхразрешимой;
3) обобщенный коммутант группы G иильпотентен.

Доказательство. Справедливость утверждения 1) следует из наследст
венности формации wit и теоремы 2.11.

Справедливость 2) вытекает из наследственности формации wil и 
теоремы 1.3.
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Установим справедливость 3). Пусть X  класс всех групп, обобщенный 
коммутант которых нилыготснтсн. Тогда X  — 91А. где А формация всех 
А-групп. Согласно [3, и. 10, с. 36] X  имеет такой локальный экран h. что 
h{p) = А  для любого простого р. Так как wil имеет локальный экран /  
такой, что f (p)  =  (G j Syl(G) С 21 (р — 1)) для любого простого р, то wil С 
С 91А. Утверждение 3) доказано. Теорема доказана.

Следствие 2.13.1. Если группа G имеет нормальную циклическую  
подгруппу N  такую, что G /N  является w-сверхразрешимой, то G также 
w -сверхразрешима.

3. П роизведения нормальных w-сверхразреш имы х подгрупп

Пример из (4, I, с. 8-9], показывающий, что произведение двух 
нормальных сверхразрешимых подгрупп группы G  не обязательно является 
сверхразрешимой группой, также устанавливает, что произведение двух 
нормальных w-сверхразрешимых подгрупп группы G не всегда является 
w-сверхразрешимой группой. Бэр в [8] доказал, что если группа G есть 
произведение двух нормальных сверхразрешимых подгрупп и коммутант 
нильпотентен, то G сверхразрешима. В [9] Фрисен установил, что если 
G является произведением двух нормальных сверхразрешимых подгрупп 
взаимно простых индексов, то G сверхразрешима. Ниже устанавливаются 
аналогичные результаты для w-сверхразрешимых групп.

Теорема 3.1. Пусть G = А В произведение нормальных w -сверх
разрешимых подгрупп А  и В. Если обобщенный коммутант группы G 
нильпотентен, то G  — \ч-сверхразрешимая группа.

Доказательство. Пусть G группа наименьшего порядка, для 
которой теорема неверна. Группа G является разрешимой. Пусть N  
минимальная нормальная подгруппа группы G. Для G /N  все условия 
теоремы выполняются. Тогда G /N  w-сверхразрешимая группа. Заметим, 
что если Ni — минимальная нормальная подгруппа группы G такая, что 
N  ф N i, тогда G /N \ - - w-сверхразрешимая группа. Откуда следует 
противоречие G /N  П N \ ~  G 6  wil. Следовательно, N  - единственная 
минимальная нормальная подгруппа группы G. В этом случае <J>(G) =  1, 
N  = Cg (N ) = F(G ), N  — р-группа, р -  некоторое простое число. Тогда 
G =  [N]M, где М  некоторая максимальная подгруппа из G.

Покажем, чтор — наибольшее простое число, делящее |G|. Заметим, что 
А  и В  являются И-субнормальными подгруппами в G. Из предложения 2.8 
следует, что А  и В  дисперсивные но Оре группы. Пусть q — наибольший
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простой делитель |G|. Не теряя общности рассуждений, можно считать, 
что q £ к(А). Тогда силовская д-подгруппа Q из А  является нормальной 
подгруппой в А. Если q Ф р, то Q С C a ( N)  =  ЛЛ Получили противоречие. 
Следовательно, р ■- наибольшее простое число, делящее |G|.

Пусть Gp - силовская р-подгрухша группы G. Так как \М\ — \G /N\ < 
< |G|, то М является w-сверхразрешимой группой в силу выбора G, а значит, 
по предложению 2.8 дисперсивной по Оре. Если р £ п (М ), то силовская р- 
нодгруппа Мр из М  является нормальной в М. С другой стороны Ор(М ) =  
=  1 ввиду леммы 3.9 из [3]. Получили противоречие. Следовательно, N  -  
силовская р-подгрунпа группы G.

Рассмотрим подгруппу А. Заметим, что А — А  П N M  = N (A  П М ). Так 
как N  = Cg{N) = Ca n (N ), to  Ор'{А) = 1 и FP(A) = N . Из А 6  wll по лемме 
4.5 из [3] следует, что A /F P(A) = A /N  ~  А  П М  £ f(p ) ,  где /  — локальный 
экран формации wil, указанный в теореме 2.10. Аналогично получаем, что 
Я П  М  £ f ( p ). Заметим также, что М  = (А  П М )(В  П М). Так как по 
условию обобщенный коммутант группы G нильпотентен и F(G) =  N , то М  
является группой с абелевыми силовскими подгруппами. Пусть q £ п (М )  
и Mq -  силовская q-подгруппа из М . Тогда Мч = (А  П М )д(В  П М )?, где 
(А  П М )ч и (В  П M )q — некоторые силовские q-подгруппы из АП М  и В  Г\ М  
соответственно. Из абелевости А ч и (AC\M)q £ 21 (р — 1) и (B N C \M )q £ 21(р —
— 1) следует, что Mq £  21 (р — 1). В силу произвольности выбора q £ ж(М) 
получаем, что М  £  /(р )  =  (G | Syl(G) С 21(р — 1)). Так как G /N  £  wll 
и G /F P(N ) = G /N  ~  М  £ f(p )  по лемме 4.5 из [3] следует, что G £  wll. 
Получили противоречие. Теорема доказана.

Теорема 3.2. Пусть G  =  А В  — произведение нормальных w-сверхраз- 
решимых подгрупп А  и В . Если (|G  : Л|, |G : В |) =  1, то G -  w-сверхраз
решимая группа.

Доказательство. Пусть р £ n(G) и Gv силовская р-подгруппа группы 
G. Так как (|G  : i4 |,|G  : В |) =  1, то либо Gp С А, либо Gp С В  для 
некоторого х £ G. Не теряя общности рассуждений, будем считать, что 
G'p С А. Так как А  и В  разрешимы по теореме 2.3, то G разрешима. Из 
нормальности А  в G следует, что A  P-sn G. Ввиду w-сверхразрешимости А  
получаем, что Gp P-sn А. Согласно 7) и 4) леммы 1.2 заключаем, что Gv Р- 
sn G. Следовательно, G -  w-сверхразрешимая группа. Теорема доказана.

Авторы выражают признательность доктору физико-математических 
наук Д.О.Ревину за консультации в вопросах неиростоты конечных групп.
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Summary

A subgroup H  of G is called P-subnormal in G if either H = G or there 
is a chain H Щ  С H\ С . . .  С H„ = G such that |H, : H ,-\\ is a prime 
number for every i = 1 , 2 , . . . ,  n. Finite groups for which all its Sylow subgroups 
are P-subnormal subgroups are studied. Properties of such groups are obtained.

[9
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