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Введение

Все рассматриваемые группы предполагаются конечными. Использу­
ется терминологии, приня тая к [1-4]. Напомним, что решетка называется 
модулярной, если для любых элементов х, у, z  решетки из х  sj г  следует, 
что х  V (у Л z) =  (х  V у) Л г.

В 1986 году А.Н. Скибой было доказано, что решетка всех формаций 
является модулярной, по не является дистрибутивной. Данный резуль­
тат получил развитие в работах многих авторов. Отметим, в частности, 
что в монографии [1] JI.A. Шеметковым и А.Н. Скибой была доказа­
на модулярность решетки всех n -кратно насыщенных формаций; в сов­
местной работе А. Баллестера-Болинше и J1.A. Ш еметкова [5] установ­
лена модулярность решетки всех ш-насыгценных формаций; А.Н. Ски­
бой и JI.A. Ш еметковым была доказана модулярность решеток всех 
п-кратно w-насыщенных формаций [6] и n -кратно аькомпозиционных 
формаций [3]. В работе П.П. Шабалиной [7] была доказана модуляр­
ность решетки всех т-замкнутых n -кратно ^-насыщенных формаций, а 
В.Г. Сафоновым установлена модулярность решеток всех тотально на­
сыщенных и т-замкнутых тотально насыщенных формаций [8,9]. Моду­
лярность решетки всех т-замкнутых w-композиционных формаций была 
устанонлена М.В. Задорожнюк к [10]. Разкикая наблюдения указанных 
работ, нами доказана модулярность решетки всех т-замкнутых п-кратно 
о>-композиционных формаций.
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]. Предварительные сведения

Пусть £  — произвольный непустой класс простых абелевых групп и 
id = 7г(£). Тогда любую функцию вида

/  : ш U {а/} —♦ {формации групп},

принимающую одинаковые значения на изоморфных группах называют 
и-композиционным спутником. Напомним, что через Ru(G ) обозначают 
наибольшую нормальную разрешимую о>-подгруппу группы G, а симво­
лом CP(G ) — пересечение централизаторов всех тех главных факторов 
группы G, у которых композиционные факторы имеют порядок р  (если 
таких факторов у группы G нет, то полагают CP(G) =  G). Следуя [3], 
дли произвольного w-коммозиционного спутника /  положим

C F M )  = {G ! G /R U G )  € / И  и

G /C P(G) £  f(p )  для всех р €  тт(C om (G ))  Пш},

где C o m (G ) — множество всех абелевых композиционных факторов 
группы G. Если формация 5  такова, что 5  =  C Fu( f )  для некоторого 
о>-композиционного спутника / ,  то говорят, что она w-композиционна, а 
/  — её ш-композиционный спутник.

Всякую формацию считают 0-кратно w-композиционной. При п  ^  1 
формацию $  называют n -кратно ш-композиционной, если 3  = C Fu ( f ) ,  
где все значения /  являются (п  — 1)-кратно ш- композиционны ми форма­
циями.

Подгрупповым функтором (в смысле А.Н.Скибы [2|) называется вся­
кое отображение т, сопоставляющее каждой группе G такую систему ее 
подгрупп t(G ) ,  ч т о :

1) G € r ( G ) ;
2) для всякого эпиморфизма : А  —> В, и для любн^х групп 

Н  € т(Л ), Т  €  т(В) имеет место Н г  €  т(В), T v 1т(А).
В данной работе мы рассматриваем только такие подгруштовыс функ­

торы т, что для любой группы G множество t (G) содержится во множе­
стве всех субнормальных подгрупп группы G.

Класс групп 5  называется т-замкнутым, если r(G ) С 5  для любой 
группы G € $. Если гг-кратно ^-композиционная формация является 
т-замкнутой, то её называют т-замкнутой п-кратно w-композиционной
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формацией. w-Композиционный спутник, все значения которого являют­
ся т-замкнутыми ( п — 1)-кратно а;-композиционными формациями назы­
вается ст̂п -значным и>-композиционным спутником.

Для произвольного класса групп X  через c ^ fo r m X  обозначают пе­
ресечение всех тех т-замкнутых n-кратно а;-композиционных формаций, 
которые содержат .Т.

Для произвольного набора {/» j г €  1} с£п̂ -значных ш-композицион- 
ных спутников / ,  через Пге/ /* обозначают такой спутник, что

( П /« ) (« ) -  П /> ( “ )
ie /  i s /

для всех а €  ш U {<х/}. Если { / ,  j г £ 1} набор всех с^п1-зпачпых w - k o m - 

ПОЗИЦИОННЫХ спутников формации 5 , ТО спутник H t€/ /» называют мини- 
мальным j-значным w-композиционным спутником формации 5 . Для  
произвольной совокупности т-замкнутых n-кратно ^-композиционных 
формаций {5г | г €  1} полагают

v w„№ | » € / )  =  cTUn fo rm ((J  J ,).
г € /

Пусть { /j  | г €  1} — некоторая система с̂ ,п 1-значных w-компози- 
ционных спутников. Тогда через ( / ,  г £  I)  обозначают такой - 
значный w-композиционный спутник / ,  что

/ ( « )  =  form ( |J  /Д а)),
г € /

если по крайней мере одна из формаций /Д а ) ф 0 .  Если ж е /Д а ) =  0  
для всех г €  / ,  то полагают / ( а )  =  0 ,  где а €  ш U {и /}.

Совокупность формаций 9 называют полной решеткой формаций, ес­
ли пересечение любой совокупности формаций из 9 снова принадлежит 
9 и во множестве 9 имеется такая формация 5 , что fj С $  для любой 
формации S) £ 9. Для произвольной полной решетки формаций 9 симво­
лом вш обозначается совокупность всех таких формаций, которые имеют 
ы-композиционный спутник со значениями в 9.

Полная решетка формаций 9 называется ин/|уктикной, если для лю­
бого набора {5 , =  C F u(fi) \ г €  1} формаций Зг £ 9^ и для всякого та­
кого набора { / j  | i £  / }  0-значных спутников /*, что f i  — некоторый 
внутренний спутник формации ЗД имеет место

| г £ I) = CFU (Ve( / t i i €  / ) ) .
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Здесь символом \Zg(fi | * €  I)  обозначается такой спутник / ,  что для лю­
бого а €  ши{ш'} формация / ( а )  является верхней гранью для множества 
{/Д а) | г в  1} в 9.

Л е м м а  1. [3] Формация 3  п-кратно  £ - композиционна тогда и только 
тогда, когда она обладает таким спутником f , значения которого на 
абелевых простых группах (п — 1 )-кратно £ - композиционны.

Л е м м а  2. [3] Пусть 3  =  f | ie/  З г, где 3, =  C F ^(fi) . Тогда 3  = C F z ( f ) ,
где /  =  П«е/ fi ■
Л е м м а  3. [11| Пусть 9Я — непустая наследственная формация, 3  
непустая т-замкнутая формация. Тогда 9ЛЗ — т-замкнутая форма­
ция.

Л е м м а  4. [12] Пусть J  — ш-композиционная формация. Тогда, если 
3  имеет внутренний т-значный ш-композиционный спутник, то Ъ - 
т-замкнутая формация.

Следуя [3], для двух с£,п1-значных и>-композиционных спутников по­
ложим /  ^  h, если / ( а )  С h(a) для всех а €  o>|J{u/}.

Л е м м а  5. [3] Пусть / i  и /2 м инимальные £ -композиционные ©- 
значные спут ники формаций 3 i и З 2 соответственно. Тогда Й  С  J 2 в 
том и только в том случае, когда /1  ^  / 2 .

Л е м м а  6. [2] Решетка I* (п >  0) модулярна, но не дистрибутивна.

Л е м м а  7. [3] Пусть в  -  такая полная решетка формаций, что д м  
любой формации Sj G © формация ,fj G 0  при любом Zv е  £ + , 
© £ С 0 .  И пусть д, = CFz( f i )  (г =  1,2) ,  где fi{a ) =  Зг для всех 
а £  и { £ г}, причем спут ники  /1  и /о Q -значны и являю т ся внут рен­
ними. Тогда, если 3  =  ©£ form (3i (J З 2), mo 3  =  C F c ( f ) ,  где f ( A )  = 
= в  forrri(/i (/1) \ J h { A ) )  при любом a €  £ ( J { £ '} .

Л е м м а  8. Пусть 3  =  г^е 3, =  C Fu (fi)  и { f i  г €  /}  произ­
вольный набор c l _ -значных ш-композиционных спутников. Тогда 3  =
= C F J f ) ,  где /  == Пге/ f i -

Доказат ельст во  осуществляется с использованием лемм 1, 2 и непо­
средственной проверкой r -замкнутости формации Лемма доказана.
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Напомним, что через с^п обозначают множество всех т-замкнутых п- 
кратно w-композиционных формаций. Если {3i | i €  /}  -  произвольный 
набор элементов из с£ , то через V^n(5, j г € / )  обозначается верхняя 
грань для {3; j г € /}  в . Тогда ввиду леммы 8, получаем, что частич­
но упорядоченное множество с^п с частичным порядком „С” является 
полной решеткой т-замкнутых п-кратно cj- к о м п о з и ц и о н н ы х  формаций.

Л е м м а  9. Д л я  любого натуроигъного числа п  и подгруппового функтора 
r  ^  s sn справедливы следующие, утверж дения:

1) С  С c ln l ;
2) для любой формации €  с£п1 формация У1р?) €  с£п1 при любом 

р €  ш.

Доказательство. Утверждение 1) очевидно. Утверждение 2) следует 
из следствия 4 [3] и леммы 3. Лемма доказана.

Следующая лемма доказывается аналогично лемме 5 [3] с примене­
нием лемм 1, 4 и 9.

Л е м м а  10. Пусть X  — такая непустая совокупность групп, что 
X  С й , где — некоторая т-замкнутая формация, 3  =  c^n form(X), 
п  6  N и 7Г =  7т(Сот(Х)). Тогда 5  имеет минимальны й с^-зн а ч н ы й  и>- 
композиционный спут ник  /  и справедливы следующие утверж дения:

1) . / V )  =  fo rm (G /Ru(G)  | G € X);
2) f{P ) =  сы„_! form (X (Cp)), для всех p €  it Г\и>;
S) f(p )  =  0 ,  для всех p G lo \  ix.
4) Если  3  =  C F u (h) и спут ник h cTUn ^-значен, mo

fiP )  =  form(G | G e  h(p) П 3, Op(G) = 1) 

для всех p €  7Г П ш и

f ( u ' )  = c ln i form (G  | G € h { J )  П 3, R^(G)  =  1);

5) Спут ник f  являет ся внутренним.

Л е м м а  11. Пусть f i  — минимальны й ш-композиционный сТЫп̂ -значны й  
спут ник формации & , i €  I , n  ^  1. Тогда /  =  V^n_Д/< | г €  I)
— минимальны й ш-композиционный ^-значны й  спут ник формации
3 =  | г e l ) .
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Доказат ыъстоо. Пусть 3  — формация из условия леммы и пусть 
X =  Установим прежде справедливость равенства

т г ( С о т ( £ ) )  П  и> =  п ( С с п п ( $ ) )  П ы .

Включение тг(Сот(Х))Г\и> С 7Г(Сотп(^))Пш  очевидно. Покажем обратное 
включение. Предположим противное, т.е. что

п (С о т ($ ))  П ш % 7Г(С от (Х ))  П ш

и пусть
р €  (7г(Сотп(3)) П ш ) \  (тг(Сот(Х)) П у ).

Если t — минимальный с£ ^-значны й w-композиционньш спутник фор­
мации 3  =  С; п form .X =  c^n form 3, то, с одной стороны, из условия 3 
леммы 1(1 имеем t(p) = 0 .  С другой стороны, из условия 2 леммы 10 
получаем, что

tip ) = fo rm (G /G p(G) G €  3) + 0 -

Противоречие. Следовательно, 7r(Gom(3)) П ш С п (С от (Х ))  П о;. Таким 
образом,

7r(Gom(3)) Пш =  7г(Сога(ЗЕ)) П и>.

Пусть /г — минимальный cTUn̂ -значны й ti/'-композиционный спутник 
формации 3- Покажем, что / ( а )  =  h(a) для всех а €  ы U {а;'}. Если 
а = q £  ш \  7Г(C otn(X )), то по лемме 10 получим f t (q) = 0  для любого 
г € I. Значит, /(g )  =  0 .  С другой стороны, из того, что h — мини­
мальный с^^-значны й  (^-композиционный спутник формации 3, снова 
применяя лемму 10 имеем h(q) =  0 .  Значит, f(q )  =  h(q) =  0  для всех 
q € ш \  п (С от (Х )).

Пусть а = р € Tr(Com(X)) По>. По лемме 10 имеет место

МР) fo rm (£(G p)) c ^ _ i form (G /G p(G) С  € X =  ( J  & ) =
г € /

=  с^п1 f o rm ( lJ r fo rm (G /G p(G) G € & )) =
г€/

=  ^ n_ iform (U /< (p ))  =  К п̂ ( М р) I 1 е  / )  - / Ы -

8 •
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Аналогично, в случае когда а — ш' имеем

h(и/) =  ior m (G /R JG )  \ G  € X  =  ( J & )  =
г€/

= £Sn_l form( U ci . - i form(G/ ^ ' ( G) I G € & ) ) =
г€/

=  f° rm(|_J =  VTWnJMbj') I г € / )  =  / ( u /) .

ie /

Значит, /  =  ( / j  | г €  / )  —  м и н и м а л ь н ы й  -значны й ш -

композиционный спутник формации 3". Лемма доказана.
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2. Основной результат

Т е о р е м а  1. Д л я  любого натурального числа п решетка  с£ всех т- 
зам кнут ы х п-кратно ш-композиционных формаций индуктивна.

Доказательство. Пусть {Si =  СFu (fi) \ i € 1} — некоторый набор 
т-замкнутых п-кратно w-композиционных формаций, где / ,  — некото­
рый внутренний сТш -значный w-композиционный спутник формации Si- 
Пусть S  =  * € /)  и ОТ -  CFu { f) ,  где /  =  I * €  /) .  Обо­
значим через h  минимальный с„ -значный ш-композиционный спутник 
формации $  и для каждого г € I  через hi — минимальный с^_  - значный 
w-композиционный спутник формации St .

Согласно лемме 11 спутник k = V£ (/ц | г €  / )  является мини­
мальным с̂ ,п1-значным w-ком позиционным спутником формации S', т.е. 
h = к. Поскольку hi < / ,  для любого г € / ,  то для каждого {и;'}
имеет место включение

Значит, h  <  / .  Тогда по лемме 5 получаем S  Q ОТ.
Докажем теперь, что ОТ С J . Согласно замечанию 1 [3j формация 

St обладает таким с^п j-значным ш-композиционным спутником F ,  что 
Fj(p) =  91phi(p) для любого р € и  и F (u /)  =  Si- Кроме того, ясно, что 
/ i  <  Fj. Следовательно, /  <  (F* j г € / ) ,  т.е.

c ^ f o r m  С Сц form

fti>) = v w„_, (Л(Р) I * €  I )  С 

c  l ( F O )  г e  /)  =  {%,Ы(р) \ i e  I ) .

для всех p £  ш и
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Кроме того, из следствия 4 [3] и леммы 3, получаем

cLn- i form О*1? ! * €  / ) ) )  =  %  (hi(p) t i €  / ) )  •

Итак,

/ Ы  С ^  (h,(p) | i e  / )  С % , ( y l n l (hiip) | i €  / ) )  =  0^,/г(р).

Из замечания 1 [3], имеем 3  =  C Fw(t), где t -- такой с^п ̂ -значны й w- 
компшиционный спутник, что t(jp) =  Шр/г(р) для всех р £  ш и £(и/) =  
Теперь получаем, что f  < t, т.е. Ш  С 3- Таким образом, 9Л =  3- Лемма 
доказана.

Т ео р е м а  2. Д дл  любого целого неотрицательного п решетка <? осеж 
т-замкнутых п-кратно uj-композиционных формаций модулярна.

Доказательство. При п  =  0 утверждение теоремы верно в силу лем­
мы 6. Пусть п > 0 и утверждение теоремы верно при гг — 1. Пусть X, 2), 3
— т-замкнутые п-кратно ш-композиционные формации такие, что X С 3, 
и пусть X , У, 2  — канонические с£п̂ -значны е ш-композиционные спут­
ники формаций X, 2 ),3  соответственно. Покажем, что

^ п( 2 ) П з ) =  (х у : л ) ) П з .

Пусть хо,уо,2о — минимальные ^-значны е ш-композиционные 
спутники формаций X, 2), 3 соответственно и пусть х ,у ,  z  — такие - 
значные и-композиционные спутники, что

х (ш') =  X =  X (w '), 
у (о/) =  2) =  У М ,  
z(u /) =  3 =  Z(w ')

И

Ф )  =  , form (X (Cp)), 
v(p) =  £ »  . fo rm ®  (С»)),
*(р ) =  С  _i form(3(C*’))

при всех р € ш .  Понятно, что

Яо «S X С X, Уо <  У ^  У, 20 ^  2 <  2.

Отсюда получаем
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X =  C Fu (x),
2) = CFa{y), 
3 = CFa(z).

Кроме того, понятно, что спутники х , у  и z  являются внутренними. Тогда 
по лемме 7, получаем

3 t v TJ D  = C Fu ( x v z ^ iy ).

Значит, в силу леммы 8 спутник (ж V ты _ y )C \z  является внутренним 
<£ -злачным ш-композиционным спутником формации (X V „п2)) р |3 - 

Поскольку X С 3, то по лемме 5, имеем х{р) С z(p) для всех р € 
€  ш. Кроме того, х(ш') =  Х С Z  = Z ( oj'). Таким образом, х  ^  z. Тогда 
согласно предположению индукции для всех а £  о>и{о/} верно равенство

( * и v  «„_,!/(«)) П И а ) =  х (а) v L - i ( y ( a ) r i z (a ))-

И ли,иначе
=  (х  V тЫп _,у) P |  г.

Но у р |г  —- внутренний - значный w-композиционный спутник фор­
мации 2}("|3- Следовательно, из леммы 7, получаем

* v : n(2}f|3) = C7Fu(*V ^_I( y f ) 2)) =

=  c f m x  v :„ _ l2/) n ^ )  =  ( *  v  :„ 2) ) П  з .

Теорема доказана.

Из теоремы 2 вытекает ряд следствий. Приведем лишь некоторые из 
них. Так, при п =  1 из теоремы 2, получаем .

С л е д с т в и е  1 (З а д о р о ж н ю к  М .В . [10]). Решетка всех т-замкнутых 
и>-композиционных формаций модулярна.

В случае, когда т = {6’} -- тривиальный подгрупповой функтор, из 
теоремы 2, получаем

С л е д с тв и е  2 (Ш е м е т к о в  J I .A .. С к и б а  А .Н . [3]). Д л я  любого цело­
го неотрицательного п решетка &п всех п-кратно и  -композиционных 
формаций модулярна.
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Если п  =  О и г  =  {(J} — тривиальный подгрупповой функтор, то из 
теоремы 2, получаем

С л е д с тв и е  3 (Л .А . Ш с м е т к о в , А .Н . С к и б а  [1, С .97]). Решетка 
формаций конечных групп L модулярна.
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