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В рамках термодинамического метода исследованы свойства неидеального газа, описываемого уравнением состояния 
Исикавы – Чанга – Лу. Параметры уравнения выражены через характеристики критического состояния и получена 
приведенная форма уравнения. Выполнен вывод аналитических соотношений для физических параметров, энтропии и 
термодинамических потенциалов газа. Рассмотрен процесс Джоуля–Томсона, определена форма кривой инверсии зна-
ка эффекта в приведенных переменных. Найдены выражения для параметров уравнения, обеспечивающие совпадение 
кривой инверсии для аргона с результатами эксперимента. 
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In the framework of thermodynamic method the properties of non-ideal gas are considered in the paper, using the Ishikawa –
 Chung – Lu equations of state. The parameters of the equation are expressed by characteristics of critical state and reduced 
form of the equation is found as well. Analytical relations are derived for physical parameters, entropy, and thermodynamic po-
tentials of gas. The Joule-Thomson process is considered, the shape of the inversion curve of the sign of the effect in the re-
duced variables is determined. Expressions for the parameters of the equation are found ensuring the coincidence of the argon 
inversion curve with the experimental results. 
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Введение 
Для термодинамического описания свойств 

неидеальных газов используются полуэмпириче-
ские уравнения состояния. Классическим приме-
ром такого рода уравнений является уравнение 
Ван-дер-Ваальса [1], [2], на основании которого 
были предсказаны метастабильные состояния 
переохлажденной жидкости и пересыщенного 
пара. В настоящее время на практике, наряду с 
уравнением Ван-дер-Ваальса, используются и 
другие уравнения состояния [3]–[8], точнее опи-
сывающие реальные газы в определенных облас-
тях значений термодинамических параметров. 

Одним из лучших вариантов уравнения со-
стояния неидеального газа вплоть до настоящего 
времени остается уравнение Редлиха – Квонга 
[5], в котором явным образом была введена зави-
симость слагаемого, учитывающего межмолеку-

лярное отталкивание, от температуры вида 1/ .T  
Такой подход стимулировал развитие нового 
направления в создании и применении уравне-
ний состояния с температурно-зависимыми па-
раметрами. Так, в уравнениях Соаве – Редлиха –
Квонга [6] и Пенга – Робинсона [7] температур-
ная зависимость уже введена в параметр ( , ),a T   

связанный с межмолекулярным притяжением, и 
имеет линейный по температуре вид. Кроме того, 
этот параметр считается зависящим от ацентри-
ческого фактора Питцера ω [3], что позволяет 

учесть свойства газов, молекулы которых не яв-
ляются сферически-симметричными. Параметр b 
во всех перечисленных уравнениях состояния 
считается постоянным. 

Использование температурно-зависимых па-
раметров получило дальнейшее развитие в рабо-
тах Т. Исикавы, У.К. Чанга и Б. Лу [8], [9], в ко-
торых было предложено уравнение с новой фор-
мой «отталкивательного» слагаемого и двумя 
температурно-зависимыми параметрами. Для од-
ного моля газа это уравнение записывается в виде 
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где ,  k kT P  – температура и давление критическо-

го состояния, / kT T T  – безразмерная приве-

денная температура. 

Функции ( ),  ( )T T   в работе [8] представ-

лялись в виде полиномов 
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коэффициенты которых для каждого вещества 
подбирались по критерию наилучшего совпадения 
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с экспериментальными данными о давлении на-
сыщенного пара, теплоте парообразования, зна-
чении второго вириального коэффициента. Диа-
пазон рассматриваемых значений приведенной 

температуры составлял 0,6 1,6.T   
В другой работе этих же авторов [9] для 

описания свойств газа в сверхкритической об-
ласти зависимость параметров уравнения (0.1) от 
температуры была выбрана в ином виде, а именно: 

2

0

( ) ,k
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k

T c T 
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0

( ) .k
k

k

T d T 
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В статье [10] уравнение Исикавы – Чанга –
Лу [8] было проанализировано с точки зрения 
PVT критерия и отмечены его достоинства и не-
достатки. В [11] было проведено сравнение 
одиннадцати уравнений состояния по их способ-
ности описывать экспериментальные параметры 
жидкой и газовой фаз в двухфазных системах и 
показано, что уравнение Исикавы – Чанга – Лу с 
параметрами (0.4) по большинству критериев 
превосходит уравнение Редлиха – Квонга и мо-
жет рассматриваться как одно из лучших.  

Дальнейшим развитием уравнений состоя-
ния типа Исикавы – Чанга – Лу можно считать 
уравнение, предложенное в работе [12], в кото-
рой введены отдельные параметры для числителя 
и знаменателя «отталкивательного» слагаемого. 

Следует отметить, что в упомянутых рабо-
тах основное внимание уделялось анализу урав-
нений состояния с точки зрения химической тех-
нологии и в меньшей мере рассматривались вы-
текающие из них физические свойства неидеаль-
ных газов. 

В настоящей работе для уравнения состоя-
ния Исикавы – Чанга – Лу найдена связь пара-
метров уравнения с критическими параметрами 
газа, выведены теоретические соотношения для 
важных физических характеристик газа, уравне-
ние выражено в безразмерных приведенных пе-
ременных. Получены расчетные формулы и чис-
ленно построена кривая инверсии эффекта Джо-
уля – Томсона в приведенных переменных для 
аргона, выполнено графическое сопоставление ее 
с кривыми для других уравнений состояния и 
усредненными экспериментальными данными. 
Предложены новые выражения для температур-
но-зависимых параметров уравнения, обеспечи-
вающие хорошее согласие кривой инверсии с 
усредненной экспериментальной кривой. 
 

1 Критическое состояние и параметры 
уравнения 

Одним из элементов сопоставления уравне-
ний состояния с экспериментальными данными 
является рассмотрение критического состояния 
вещества, при котором исчезают различия в фи-
зических свойствах жидкости и пара. На графике 
изотермы при критической температуре этому 
состоянию соответствует единственная точка, 

являющаяся одновременно точкой перегиба и 
точкой схождения экстремумов изотермы. Ма-
тематически это означает, что 

0;
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Условия (1.1) образуют систему уравнений, 
решение которой с учетом (0.1) позволяет выра-
зить характеристики критического состояния 
газа (критическую температуру Tk, критическое 
давление Pk и критический объем Vk) через пара-
метры a, b уравнения состояния 
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где использованы обозначения для коэффициентов 
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В формулах (1.2) введен параметр / ,крV b   

имеющий смысл коэффициента критического 
объема. В случае уравнения состояния (0.1) чис-
ленное значение этого параметра является кор-
нем кубического уравнения 

3 28 12 30 7 0        
и определяется выражением 

1 2 1
6 cos arccos 2,89812008.
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Соотношения (1.2) позволяют вычислить такую 
важную характеристику феноменологического 
уравнения состояния газа как критический коэф-
фициент сжимаемости 

2
0,31520628.
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Такое значение Zкр близко к наблюдаемым зна-
чениям 0,27÷0,30 для большинства реальных га-
зов и точнее соответствующих значений, получен-
ных из уравнения Ван-дер-Ваальса ( 3 / 8крZ    

0,375)  и уравнения Редлиха – Квонга ( 1/ 3).крZ   

Соотношения (1.2) также используются для 
получения численных значений параметров ура-
внения состояния по экспериментальным значе-
ниям критических температур и давлений газов 
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Критические параметры во многих случаях 
удобно использовать в качестве единиц измере-
ния термодинамических величин. Это означает 
переход в соотношениях к приведенным, то есть, 
относительным безразмерным переменным 
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В приведенных переменных уравнение Исика-
вы – Чанга – Лу (0.1) принимает вид 
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2 Некоторые физические параметры газа 
На основании уравнения состояния полу-

чаются аналитические выражения для многих 
физических параметров реального газа, имеющих 
технические приложения. Например, для коэф-
фициента изотермического сжатия получаем 

 
 

1

2 2

2

1

2

1 1

4 4 ( ) ( )

2 ( )

( )(2 ( ))
.

( ( ))

T
T T

V P
k

V P V V

RT V Vb T b T
V

V b T

a T V b T

T V b T





               

  
 
 


 

 

. 

Аналогичным образом находим соотноше-
ние для разности изобарной и изохорной моляр-
ных теплоемкостей. При этом учитываем главные 
слагаемые и пренебрегаем величинами старших 
порядков малости с учетом физических условий 
применимости уравнения состояния ( )V b  
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Несомненный интерес также представляет 
так называемая температурная точка Бойля, 
удовлетворяющая условию  
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Соответствующее значение ТB является верхней 
температурной границей для состояния растяну-
той жидкости, характеризующегося отрицатель-
ным давлением [1], [2]. Для уравнения (0.1) по-
лучаем соотношения, определяющие эту точку 
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3 Энтропия и термодинамические потен-

циалы 
Определим вначале полный дифференциал 

энтропии, соответствующий уравнению состоя-
ния (0.1): 
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Пренебрегая возможной слабой температурной 
зависимостью молярной изохорной теплоемко-
сти и полагая cV постоянной, после интегрирова-
ния полного дифференциала (3.1) получаем вы-
ражение для самой энтропии  
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Здесь нулевыми считаются параметры произ-
вольного фиксированного состояния. 

Найдем внутреннюю энергию газа Исика-
вы – Чанга – Лу. Используя дифференциальную 
форму первого начала термодинамики 

dU TdS PdV   
и само уравнение, для полного дифференциала 
внутренней энергии получаем 
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После интегрирования (3.3) внутренняя энергия 
представляется в виде   

( , ) VU U T V c T    
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3 ( ) 21 ( )
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( ) ( ) ( )2

da
a T T a T T db VdT

b T b T dT V b TT

  
   

 
 
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( ) 2
,

( ) ( ) 2 ( )

db a T T RT
C

dT b T V b T V b T

 
   

   
 

0

0

2 0 0

0 0

0 0

0 00

0

0 0

3 ( ) 2
( )1

( ) ( )2

ln
( )

V

T

T

C U c T

da
a T T

dT a T T db

b T b T dTT

V

V b T

  

 
 

   
 
 
 

 


 

 
0

2
0 0 0

0 0 0 0 0

( ) 2
.

( ) ( ) 2 ( )T

a T T RTdb

dT b T V b T V b T

 
  

   
 (3.4) 

Явное выражение для энтальпии W получа-
ем на основании ее определения W U PV   и с 
учетом (3.4) и (0.1),  

( , ) ( , )W T V U T V PV    

 

3 ( ) 21 ( )

( ) ( )2

( )
ln 1

( ) ( )( )

V

da
a T T a T T dbdTc T

b T b T dTT

V a T T db

V b T b T dTT V b T

  
    

 
 

 
       

 

22 ( ) 2 .
2 ( )

RT db
V b T T C

V b T dT
       

   (3.5) 

Полученные выше выражения для S, U и W 
позволяют также найти явный вид свободной 
энергии F и термодинамического потенциала 
Гиббса Ф, что несложно сделать, используя их 
определения  

F = U – TS, 
Ф = U – TS + PV = W – TS = F + PV 

и полученные в работе формулы (3.2), (3.4) и (3.5). 
 

4 Изоэнтальпическое охлаждение газа 
Применим уравнение Исикавы – Чанга – Лу 

для исследования изоэнтальпического подсис-
темно-равновесного процесса прокачки реально-
го газа сквозь пористую перегородку. При этом 
процессе наблюдается изменение температуры 
газа (эффект Джоуля – Томсона). Математически 
это изменение характеризуется коэффициентом 
Джоуля – Томсона  

1
,к

JT
W P TP P

PT V V
T V

P c T C P

                           
  

где приведенный коэффициент определяется 
аналогично [13], [14] 

.
V T

P P
T V

T V

    
          

   
              (4.1) 

Для выполнения расчетов удобно ввести 

параметр ,x V    тогда уравнение в приведен-

ных переменных (1.3) примет вид 
3(6 1) (2 ( )) 2( 1) ( )

.
2 (2 ( )) 3 ( ( ))

T x T T
P

x x T T x x T

     
 

 

  
  

 (4.2) 

Выполняя соответствующие (4.1) диффе-
ренцирования с учетом температурной зависи-
мости параметров (0.2), получаем явное выраже-

ние для приведенного параметра   в модели 
Исикавы – Чанга – Лу. При уменьшении давле-
ния по условию протекания процесса dP < 0 воз-
можны два варианта изменения температуры в 
зависимости от знака параметра: 

0 0,dT     0 0.dT     
Первый вариант соответствует положительному 
эффекту Джоуля – Томсона (газ остывает), вто-
рой – отрицательному (газ нагревается). Услови-

ем же 0   задаются точки инверсии (состояния 
газа, в которых изменяется знак эффекта). 

 

   

 

2 2
3

2

2

3(6 1)
( ) ( )

( 1)

3 ( )
2 ( ) ( )

2

2 ( ) ( ) ( ) 0.

d
x x T T T T

dT

T d
x T x T T

dTT

d x
x T T T T

dT T

                
         

  
         

  

    


  


   
 

(4.3) 

Из формулы (4.3) следует, что при заданной 

температуре T  условие 0   приводит к куби-
ческому уравнению по параметру x.  

В частном случае постоянных параметров 
2 5/2

,k
a

k

R T
a

P
   k

b
k

RT
b

P
             (4.4) 

из (4.3) для температуры инверсии получаем 

       
   

2/33 2

2

1 2 1 5 3
.

6 6 1 1
i

x x
T x

x x

    
  

    

  

Численное нахождение точек кривой инвер-
сии для параметров (0.2) выполнялось следую-
щим образом. В заданном диапазоне приведен-
ных температур выбирался массив значений и 

для каждого значения T  на основании уравне-
ния (4.3) вычислялось значение корня уравнения 

x и соответственно значения /V x   и P  по 

формуле (4.2). Для сопоставления свойств раз-
личных уравнений состояния при описании кри-
вой инверсии эффекта Джоуля – Томсона для 
аргона аналогичные расчеты были выполнены 
для уравнений Редлиха – Квонга [13], Соаве –
 Редлиха – Квонга и Пенга – Робинсона при зна-
чении ацентрического фактора ω = 0. Графики 
кривых инверсии в приведенных переменных для 
всех рассмотренных уравнений показаны на ри-
сунке 4.1. Кроме того, на рисунке 4.1 приведена 
обобщенная экспериментальная кривая инверсии, 
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полученная при обработке данных для ряда про-
стых веществ, в том числе аргона [15]. Полино-
миальная аппроксимация обобщенной кривой 

имеет вид 
6

0

.k
k

k

P T


    Значения параметров 

аппроксимации:  

0 32.5209374,    1 65.6922312,   

2 39.738430,    3 12.9300299,   

4 2.46176904,    5 0.25378553,   

6 0.0109865.    

Область положительного эффекта ограни-
чивается сверху кривой инверсии, а снизу осью 
приведенных температур, что очевидно из пове-

дения   при больших значениях T  и .P  
 

 
Рисунок 4.1 – Графики кривых инверсии 
для аргона: 1 – по результатам обработки 

экспериментальных данных [15];  
2 – для уравнения Редлиха – Квонга;  

3 – для уравнения Соаве – Редлиха – Квонга; 
4 – для уравнения Пенга – Робинсона; 

5 – для уравнения Исикавы – Чанга – Лу 
с параметрами (0.3); 

6 – для уравнения Исикавы – Чанга – Лу 
с параметрами (0.4); 

7 – для уравнения Исикавы – Чанга – Лу 
с постоянными параметрами (4.4). 
 

 Анализ поведения кривых инверсии для 
наиболее часто используемых уравнений состоя-
ния показывает, что за исключением уравнения 
Редлиха – Квонга, все остальные уравнения не 
дают приемлемых результатов. В связи с этим 
возникает задача нахождения таких температур-
но-зависимых параметров уравнения состояния, 
при которых точки инверсионной кривой наибо-
лее близки экспериментальным данным. 

Эта задача была решена в данном случае 
для уравнения Исикавы – Чанга – Лу. Наилучшее 
согласие с экспериментальными данными было 
получено при выборе следующей параметризации 

0,42185
( ) 0,94162 0,48023 ;T T

T
    

  

2( ) 0 83056 0 21595 0 04651 .T , , T , T       (4.5) 

На рисунке 4.2 показана кривая инверсии 
знака эффекта Джоуля – Томсона для уравнения 
Исикавы – Чанга – Лу, полученная с использова-
нием параметров (4.5). 
 

 
Рисунок 4.2 – Графики кривых инверсии 
для аргона: 1 – по результатам обработки 

экспериментальных данных (сплошная линия) [15]; 
2 – для уравнения Исикавы – Чанга – Лу 

с постоянными параметрами (4.4); 
3 – для уравнения Исикавы – Чанга – Лу 

с параметрами (4.5). 
 

Заключение 
Таким образом, в работе определены пара-

метры критического состояния и получен явный 
вид уравнения Исикавы – Чанга – Лу в приве-
денной форме. Выполнен вывод соотношений, 
определяющих энтропию, внутреннюю энергию, 
энтальпию и другие параметры газов, подчи-
няющихся данному уравнению состояния. Полу-
чено уравнение для расчета кривой инверсии 
эффекта Джоуля – Томсона в приведенных пере-
менных, выполнен расчет и построены графики 
кривых инверсии эффекта для аргона при ис-
пользовании уравнения Исикавы – Чанга – Лу и 
других популярных уравнений состояния. Впер-
вые найдены параметры уравнения, обеспечи-
вающие хорошее согласие расчетных результа-
тов с экспериментальными данными. Важно от-
метить, что предложенная аналитическая форма 
и значения коэффициентов температурно-
зависимых параметров уравнения Исикавы – Чан-
га – Лу обеспечивают также и корректные значе-
ния характерных точек кривой инверсии: мини-
мальной и максимальной приведенной темпера-
туры инверсии и максимального приведенного 
давления. 
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