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Введение

Все рассматриваемые в работе группы конечны. Используется терми­
нология, принятая в работах |1|-|4|.

Пусть ш — некоторое непустое множество простых чисел. Тогда лю­
бую функцию вида f  : ш U {и '}  —> {формации групп}, называют w-kom- 
позиционным спутником. Напомним, что через RU{G) обозначают наи­
большую нормальную разрешимую w-подгруппу группы G, а символом 
CP{G) — пересечение централизаторов всех тех главных факторов груп­
пы G, у которых композиционные факторы имеют порядок р  (если таких 
факторов у группы G нет, то полагают CP(G) =  G). Для произвольного 
w-композиционный спутника /  полагают

С З Д )  = {G | G/Ru(G) € /(о /) и

G /C P(G) € f(p ) для всехр € Tr(Com(G)) П ш},

где Com(G) — множество всех абелевых композиционных факторов 
группы G. Если формация 3  такова, что 3  = CFu{f)  для некоторого 
w-композиционного спутника / ,  то говорят, что она w-композиционна, 
а /  — и- композш (но н н ы й спутник этой формации. Всякую формацию 
будем считают 0-кратно ш-композиционной. При гг ^  1 формацию 3  на­
зывают n-кратно w-ком позиционной, если 3  =  CFu(f) ,  где все значения 
/  являются (п — 1)-кратио w-композициоппыми формациями.

Подгрупповым функтором (см. [2]) называется всякое отображение 
т, сопоставляющее каждой группе G такую систему ее подгрупп r(G ), 
что:

1) G € t (G);
2) для всякого эпиморфизма <р : А —► В  и для любых групп Я  € 

€ т(А),Т €  т(В) имеет место H v € т(В), T v 1т{А).
Класс групп 3  называется т-замкнутым, если t (G) С 3  для любой 

группы G € 3-
Частично упорядоченное по включению С множество всех т- 

замкнутых п-кратно w-композиционных формаций сти вместе с опера­
циями и П образует полную модулярную решетку.

Если все значения w-композициоппого спутника являются т- 
замкпуттлми (п — 1)-кратио w-ком позиционными формациями, то такой 
спутник называется с^_ -зпачшлм.

Для любой совокупности групп X  С 3  € через c^formX обознача­
ется пересечение всех т-замкнутых n-кратно ^-композиционных форма­
ций, содержащих класс групп X. В частности, пишут c^JormG  в случае, 
когда X  =  {G}.
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Пусть 55 некоторая непустая нильгГотснтная насыщенная форма­
ция. Тогда, следуя [5, 6], будем говорить, что т-замкнутая n-кратно ш- 
композиционная формация 5  называется й^-критической или иначе ми­
нимальной т-замкнутой п-кратно w-композиционной не 55-формацией, 
если S ^  Й, но 5 i С 55 для каждой собственной т-замкнутой п-кратно 
ш-композиционной подформации 3i из $.

Для произвольной совокупности т-замкнутых п-кратно w-компози- 
ционных формаций \ г £ 1} полагают

vLn(& | i e l ) =  c£nform(|J&)-
iel

Пустт. {fi | i € 1} — некоторая система стШп-значных w-компози­
ционных спутников. Тогда через V^_ (/< | г € I) обозначают такой - 
зпачпый w-композициоппый спутник / ,  что /(а )  =  c^n iform((Ji6/ /г(а)), 
если по крайней мере одна из формаций /Да) ф 0. Если же /,-(а) =  0 для 
всех г G I . то полагают /(а )  =  0, где а £ lj U {а/}.

Если 3  непустая т-замкнутая п-кратно w-комнозиционная форма­
ция, 55 некоторая нилыютентная насыщенная формация и 5  2  Й, то 
символом обозначается такая нодрешетка решетки с^п, которая
состоит из всех т-замкнутых п-кратно w-комнозиционных формаций, за­
ключенных между 3" П 55 и Длину решетки 3/Z,J5 П 55 (конечную или 
бесконечную) называют 55^-дефсктом формации

Решетка называется модулярной, если для любых элементов х, у, z 
решетки из х  ^  z  следует, что х  V [у A z) =  {х V у) А 2 .

Говорят, что элемент Ъ является дополнением элемента а  6  L b  ре­
шетке L с нулем 0 и единицей 1, если а Л b =  0, a V  b — 1. Решетка L  с 
нулем 0 и единицей 1 называется решеткой с дополнениями, если каж­
дый ее элемент имеет дополнение. Решетка называется дистрибутивной, 
если для любых х, у , г выполняется одно из следующих тождеств:

1) х  А {у V z) =  {х А у) V {х А г);
2) х  V (у A z) = {х V у) A (х  V z ) .
Булевой решеткой называют любую дистрибутивную решетку с до­

полнениями. Атом решетки это ее наименьший ненулевой элемент, т.е. 
если 0 < а, то в L  не существует х  такого, что 0 < х  < а.

В дальнейшем будем рассматривать только такие иодгрунновые 
функторы т, что для любой группы G выполняется t (G) С ssn(G), т.е. 
множество t (G) содержится во множестве всех субнормальных подгрупп 
группы G.
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Используемые результаты

Л ем м а 1. [7| Пусть Щ? — нильпот,ент.ная ш-композиционная форма­
ция и т  — минимальный т-значный и>-композиционный спутник фор­
мации ОТ. Тогда

В дальнейшем вместо пересечения ЯЛ П 91 /̂ будем писать 9JL'-

Л ем м а 2. [1] Пусть 3  и ft формации, причем ft локальна и G 
группа минимального порядка из # \ f t .  Тогда G монолит,ична, се цоколь 
совпадает, с G ^. и если G*1 р-группа, то G*> = Cg(G^) — FP(G).

Л ем м а 3. [1| Если в группе G имеется лишь одна минимальная нор­
мальная подгруппа и Op{G) =  {1} (р — некоторое простое число), то 
существует точный неприводимый FpG-модуль, где Fp — поле из р  
элементов.

Л ем м а 4. [8] Если р  — простое число и Op{G) =  1, то CV{ZP I G) =  
=  К , где К  — база сплетения Zp I G.

Л ем м а 5. [3] Если 3  =  CFw(f)  и G /O p(G) € i? П f(p ) для некоторого 
простого числа р  € ш, rno G G S -

Л ем м а  6. [2, с. 65] Пусть h — канонический локальный спутник фор­
мации ft uG  =  [Р]Н — монолитическая группа с цоколем Р  = Сд{Р) =  
=  Op(G) =  Gs . Тогда G в том и только в том случае является т- 
минимальной не ft-группой, когда Н — т-минимальная не 1г(р)-группа.

Л ем м а 7. [9] Пусть ft — некоторая непустая нильпотентная насы­
щенная формация и п 1. Тогда формация $  в том и только в том 
случае является, минимальной т-замкнут,ой п-кратно ш-композицион­
ной не ^-формацией, когда $  =  formG, где G — такая монолитиче­
ская т-минималъная не Sj-группа с нефратпгпиниевым цоколем Р  =  Gs>, 
что либо 7г =  7г(Сотп(Р)) Пы =  0 , либо ж =/= 0  и выполняется одно из 
следующих условий:

1) G — группа простого порядка р € ш \  7r(Com(ft));
2) G =  [P\Q, причем Р  = Сд{Р) — абелева р-группа, р  € ш Л 

П n(Com(Sj)) и |Q| =  q, где р и q — различные простые числа.
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Л ем м а 8. '[3] Пусть #  =  CF&(f), где f(A )  = 3  для всех A  Q'Z U l-^} 
и G £ 3 . Тогда либо G® % Ge&, либо найдется А  € 3C(G5) р |£  т.акая, 
что G /C a (G) i f  (А).

Т еорема 1. Пусть 55 некоторая непустая иилъпотеитиая насы­
щенная формация, 3  — т-замкнутая n -кратно ш-композиционная фор­
мация и 3  <2 Й, где п  ^  1. Тогда в 3  имеется по крайней ме­
ре одна минимальная т-замкнутая п-кратпно и-композиционная не 55- 
подформация.

Д оказательство . Если 1г(Сот($))Г\ш тг(Сот(55))Пи, то искомой 
подформацией формации 3  будет формация всех р-групп. где р  € 
6 (:ж(Сот{$)) П ш)\(тг(Сот(55)) П и). Действительно, 9tp <2 55, 91р С 
С 3  и единственная собственная т-замкнутая п-кратпо ш-композицион- 
пая подформация (1) формации 9ТР входит в 55-

Пусть теперь 7Г (Сот(3)) П и  С 7Г (Gom(55)) П и. Пусть /  — мини­
мальный с̂ ,п1-значный w-композиционный спутник формации 3, Н  
канонический ^-композиционный спутник формации 55- Так как 3  2  Й, 
то найдется такое о б ш и  {^г}, что /(а )  % Н(а).

Ввиду замечания 1 из [3, С.787] спутник Н  имеет следующие значе­
ния:

His)  = {  если s = P e u j >
[55, если s = а/,

где h — минимальный w-композиционный спутник формации 55. Из лем­
мы 1 получаем

{9Тр, если s =  р  € 7r(Com(55)) Л w;
0 , если s = р  € ш \ n(Com($j)).

55, если s =  о/,

Предположим, что а — р € и> и пусть р £  7r(Com(55)). В этом случае 
Н{р) = Шр. Пусть Н  — группа минимального порядка из /(р ) \  Шр. 
Поскольку /(р ) т-замкнутая формация, то ввиду выбора группы Н  
всякая собственная т-подгруппа группы Н  содержится в 9Тр. Тогда по 
лемме 2 группа Н  монолитичоская т-минимальная не Шр-группа с 
цоколем Q =  Н <У1р. Так как насыщенная формация, то Q (£. Ф (Н).

Предположим, что и  П n(Com(Q)) = 0 . Поскольку Н  qL 91р, то 
Ор(Н) = 1. По лемме 3 существует точный неприводимый FPH -модуль 
Р. Пусть G =  \Р]Н. Тогда Р  = Cq{P) =  Op(G) минимальная нормаль­
ная р-подгруппа группы G. По лемме 4, Р  =  CP(G). Следовательно,

G /O p(G) = G/ Р  ~  Н  €  /(р ) =  /(р) П 3.
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По лемме 5 G £  Значит, Ш — стШп formG С Пусть Я  ~  G /P  £  ft. 
Тогда Р  =  G5’. Ввиду леммы 6 и построения группы G, она является 
моиолитической т-минималыюй не ft-группой. Покажем, что Я  =  Q и 
I/ / 1 =  |Q| =  q ф р. Предположим, что Q — собственная подгруппа груп­
пы Я. Поскольку Я  ~  G /P  £  ft С ОТ, то Я  € 91. Значит, в силу моно- 
литичности группы Я  получаем, что она является примариой. Поэтому 
Н/Q  также примарна. Кроме того, H /Q  £  91р. Значит, Я  и Q являются 
р-группами. Противоречие. Следовательно, Н  = Q и учитывая, что ft =  
=  9 1 ^ ) получаем |Я | = |Q| =  q ф р. В этом случае, согласно лемме 7, 
Ш — минимальная т-замкнутая w-комнозиционная не ft-подформация 
формации 3- Пусть теперь Я  ~  G /P  £  ft. В этом случае Q =  Я й и Я
— монолитическая r -минимальная не ft-rpyinia с нефраттиниевым цо­
колем Q =  Я & таким, что выполняется 7Г(Com(Q)) П ш =  0 . Согласно 
лемме 7, 9Jti =  form Я  — минимальная т-замкнутая w-композицион- 
ная не ft-подформация формации $.

Предположим теперь, что tt(Cotti(Q)) П ш ф 0  и пусть q £ 
£  7t(Cotti(Q)) Пи. Тогда Q — абелева ^-группа. Если р € n(Com(Q)), то 
р = q. Поскольку Q — ^-группа, то Q £  91?. Кроме того, H /Q  £  91р =  
=  91,. Значит, Н  £  91, =  9ТР. Полученное противоречие показывает, что 
р ^  тг(Com(Q)). Следовательно, Ор(Н) = 1. Пусть Р — точный непри­
водимый /^//-модуль и G = [Р]Н. Тогда Р  =  Cq(P) = Op(G) ми­
нимальная нормальная р-подгруппа группы G. По лемме 4, Р = CP(G). 
Так как /  внутренний спутник, то по лемме 5 G £ 3  и поэтому = 
= cln formG С Допустим, что G £  ft. Тогда Я  ~  G /P  =  G /GP(G) € 
£ Н(р) =  91р, что противоречит определению группы Я. Значит, G ^  ft. 
Предположим, что Я  £  ft, т.е. Я® ф 1. Поскольку II / / / Отр € 91р С ft, 
то Я® С Н ’У1р и ввиду минимальности группы Q = получаем Я й =  
=  Я^р. По лемме 8, имеем

Н /С Р{Н) Ч Я (р) =  91р.

Так как Q не р-группа, то Q С СР(Н). Таким образом, СР(Н) ф 1 и 
поэтому |Я /С Р(Я )| < |Я |. Так как спутник /  внутренний, то Н /С Р(Н) £ 
£ f(p ). Значит, Н /С Р(Н) £  f(p )  \9 tp. Полученное противоречие с выбо­
ром группы Я  показывает, что Я  ~  G /P  £ ft, т.е. Р  = G®. Поскольку 
ft насыщена, то Р  ^  $(G). Ввиду выбора группа Я  является моноли- 
тичесжой т-минимальной не 91р-группой и Q =  Я 5г'). По лемме 6, G — 
т-минимальная не ft-группа. Таким образом, G удовлетворяет условию 2 
леммы 7 и поэтому 3Jt2 — минимальная т-замкнутая w-композиционная 
не ft-подформация формации S-

В случае, когда р  0  7r(Gom(ft)), имеем Я(р) =  0  и } { р ) ф 0 .  По­
скольку р € а/, то Zp £ $  и cTWn form Zv С 3". Поскольку р ^  7Г(Gom(ft)), то
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Zv (£ if. Поэтому <£n form Zp является минимальной т-зак&снутой (^-ком­
позиционной но 55-подформацией формации $.

Рассмотрим теперь случай, когда а = uj' и f{oj') % Н{и>'). Пусть Я
— группа минимального порядка из /(w ') \  Н(ш'). Поскольку /(с /)  — 
r -замкнутая формация, то ввиду выбора группы Я  всякая собственная 
r -подгруппа группы Я  содержится в Я (а/). Значит, Я  — монолитическая 
т-минимальная не Я(о/)-группа. В рассматриваемом случае Я (а>') =  55. 
Поэтому Я  $  55 и Q =  Я й — цоколь группы Я. Поскольку 55 — насы­
щенная формация, то Q Ф(Я).

Если n(Com(Q)) П ш = 0 , то ввиду леммы 7 формация cTWn form Я  
является минимальной т-замкнутой w-композиционной не 55-формацией 
формации S-

Пусть 7г =  n(Com(Q)) П ы / 0 и д б 7 г .  В этом случае Q абелева 
д-группа и Q = Ch {Q) =  Oq(H) — СЯ(Н). По нашему предположению 
/(w ') % Н(ш') = 55, а для всех q € и  имеем f(q )  С H{q). В противном 
случае мы получим один из случаев, рассмотренных выше. Следователь­
но,

Н /С \Н )  ~  H /O q{H) € f(q )  с  H(q) = m q.

Так как q € 7r(Com(55)), то Я  € %  С 55- Полученное противоречие пока­
зывает, что рассматриваемый нами случай невозможен. Лемма доказана.

Л ем м а 9. |10| Пусть fa — минимальный с^^-значны й ш-компо- 
зиционный спутник формации Зг; где г €  /  и п  ^  1. Тогда /  =  
=  Vj, (/j | г £ /)  — минимальный с^^-значны й и-композиционный 
спутник формации 3  =  (3i | t €  /) .

Л ем м а 10. [10] Пусть X  — такая непустая совокупность групп, что 
X  С Ш £ сТШп1, "5 = с[,п form(X) и тт = 7Г(Согп{Х)). Тогда 3  имеет ми­
нимальный -значный ш-композиционный спутник /  и справедливы 
следующие утверждения:

1) /(о /) =  form(G/JRu,(G) | G € X);
%) f (p ) =  сы„_1 form(G/Gp(G)|G € X), для всехр  € 7г П и>;
3) f(p ) = 0 ,  для всех р  € и>\тт.
4) Если 3  = CFu (h) и спутник h -апачеп, т,о

f(j?) =  cL„-i Ь>гт(Л|Л 6 h{p) П 3, Ор(А ) =  1) Лгл всехр  € 7Г П w 

и /( а / )  =  сТЫп_х form(A|A €  /i(w') П 3 , R j(A) =  !)•

Л ем м а 11. [2| Д ля любой совокупности групп X  справедливо равен­
ство rform (X) =  HRoSr (X).
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Л ем м а 12. [11] Пустъ 3  Некоторая формация. Тогда 91^3 = 
= 3  является п-кратно ш-композиционной формацией.

п ран

Л ем м а 13. [2] Пусть 3  — произвольная непустая формация и пусть 
у каждой группы G €  3£ 3-корадикал не имеет фраттиниевых G- 
главных факторов. Тогда если А  — монолитическая группа из form3£\ 
\  3, то А € НХ.

Л ем м а 14. |3| Пустъ N  — нормальная подгруппа группы G, А  — про­
стая группа. Справедливы следующие утверждения:

1) если А # X (N ), то CA(G /N ) = CA{G)/N;
2) если N  С Ф (L) для некоторой нормальной разрешимой подгруппы 

L группы G, то CP(G /N ) = CP{G )/N ;
3) если N  € EZ,  то (G /N )ez  — G e z /N .

Л ем м а 15. [1, с.81| Пусть А  € s form G, где G конечная группа. 
Тогда имеют место следующие утверждения:

1) экспонент,а группы А не. превосходит, экспоненту группы G;
2) каждый главный фактор группы А изоморфен некоторому глав­

ному фактору группы, G.
3) каждый композиционный фактор группы А изоморфен некоторо­

му композиционному фактору группы G.
4) ступень любого нильпотентного фактора группы А не превосхо­

дит наибольшую из ступеней нильпотентных факторов группы G.

Л ем м а 16. [3] Если 3  = CFw( f)  и G jOv(G) G 3Tl f(p) для некоторого 
прост,ого числа р €  и , т,о G £ 3 -

Л ем м а 17. Пусть ft — некоторая непустая нильпотентная насыщен­
ная формация, Q =  {Я* | г Е 1} — некоторый набор минимальных 
т-замкнутых п-кратно и-композиционных не f t -формаций и ОТ — т- 
замкнутпая п-кратно и)-композиционная формация из ft. Тогда, если Я
— некоторая минимальная т-замкнутая п-кратно и-композиционная 
не ft-формация из ОТ V £,n(v£n£, | г € I), то Я € П.

Доказательство. Пусть 3  =  ОТ V | i 6 J) и / .  m ми­
нимальные с£,п1-значные w-композиционные спутники формаций 3- ОТ 
соответственно, и для каждого г G I  пусть к{ — минимальный с^п1- 
значный w-композиционный спутник формации Яj.

По лемме 9 получаем

/ ( “) =  cu„_i form(m(a) form((J fc,(a))) =
iel
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=  form(m(a) [J ( |J  fcj(o))) '
iel

для всех a  €  w U {w'}. Ввиду леммы 1 имеем

{(1), если a  =  р  € тт(Сот(ОЛ)) П w;
9JL', если а = и';

0 , если a =  q € w \  7г(Сс>т(ЯЛ)).

Используя последнее, получаем

/(a )  =  c ln l form((l) U (I^Jfcj(a))) если а € w П 7Г(Сот(ЯЛ)), 
iel

f{ a ) =  c^n_1 form(0 U (|^J fcj(a))) если а € w \  7г (С от (ЯЛ))
Ш

/ ( w0 =  CL„_! Ьгт(ЯЛа,- U ( | J  Ь(ш'))).
iel

Так как Я минимальная r -замкнутая п-кратно w-композиционная 
не 55-формация, то по лемме 7 имеем 55 =  с*п form А", где К  такая 
монолитическая т-минимальная не 55-группа с нефраттиниевым цоколем 
Р  = K i!, что либо 7Г =  7Г(Сот(Р)) Пш =  0 , либо тг =/= 0  я выполняется 
одно из следующих условий:

1) К  группа простого порядка р £  n(Com(S))):
2) К  — [P]Q, Р  = С к(Р) абелева р-группа, р € ш П тг(Сот(9))) и 

|<?| =  <? ^ р ,  р и g -  простые числа.
Аналогично, поскольку для каждого i €  I  формация Я, является 

минимальной т-замкнутой п-кратно w-композиционной не 55-формацией, 
то по лемме 7 получаем Я» =  form K i, где Ki — такая монолитическая 
т-минимальная не 55-группа с нефраттиниевым цоколем Р, =  К р, что 
либо 7г, =  -к{Сот{Р)) П ш =  0 , либо 7Tj ф 0  и выполняется одно из 
следующих условий:

а) Ki — группа простого порядка Pi £  7г(<7от(55));
б) Ki = [Pi\Qi, Рг =  С к, {Рг) — абелева pi-rpynna, рг € шП7г(Сот(55)) 

и |Qi| =  /  Р;, Pi и ф — простые числа.
Введем обозначения

ii =  {г €  /  | 7Гг- ^  0  и выполняется б)}, Xi =  {Hi/Rui{Hi) | * €  А},
/ 2  =  {г € /  17Г* =  0}, Хг =  {Я; | г е  / 2}
h  =  {* €  I  | Щ ф 0  и выполняется а)}, XJ =  ЯЛШ/ U Хь
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Пусть для группы К  имеет место тг = 0 . •Тогда. R ^iK )  =  1. Поскольку 
К  £ Я С 3 , то используя леммы 10 и 11 получаем

К  ~  К /Я Ы(К) £ / ( и 1) = стЫп1 form(aJL' и  ( U ^ H ) )  =
iel

=  cLn_! form(9JL/ U ( j j  ki(oj')) U ( j j  ki{uj'))) U ( J J  fci(w'))) =  
гб/i iel2 ieh

=  form(9JL' и д а Д Л Я О  I * 6  / 1 } и  {Ki I г 6 h }  U (1)) =
=  cln i  form(9JL< UX 1 UX 2 U (1)) =  c ln_t form(XJ U X2 U (1)) =

=  < _! form(ST(XJ U X2 U (1))) =  c“_j form(S T(X{) U ST(X2) U (1)) =

=  c£_x form(Xj U l jU X 2 U l 2U (1)),

где Xj =  $r(X i) \  XJ и X2 =  Sy (X2) \ X2 . Обозначим через XJ* =  XJ U 
U X J U X 2 U(1) .  Тогда в силу леммы 12 получаем

К  £  с“_! form(x;* U Х2) С К -1 form(XT U Х2).

Последнее означает, что ^ form(^ru*2) g Предположим, что
^form ^ru^) ^  L Тш,да

р  — к?) q  -̂form(s:;*uX2) ^ 9^-1

Значит, Р  £  9Т2-1, т. е. Р  является w-группой. Но в рассматриваемом 
случае 7г =  0 . Противоречие. Следовательно, X form̂ " u^^ =  1. Тогда 
К  £ form(XJ* U Х2). Кроме того К  £  55- Итак, К  £ form(X" U Х2) \  55.

Покажем, что у каждой группы Т  из Х\* U Х2 ft-корадикал не 
имеет фраттиниевых Т-главных факторов. Покажем прежде, что XJ* С 
С 55- Действительно, если Л €  X], то для некоторого г £  1\ имеем А  =  
=  K / R J K ) .  Так как для данного i имеем щ ф 0 , то в этом случае К  =  
=  [Pi\Qi и Ki/Pi ~ Q i £  55, где pi £ ш. Поскольку р, € ш, то Pi С Д Д K i). 
Значит, А  =  K i/R J K i)  £  55. Следовательно, Х\ С 55- Учитывая, что 
формация 9ЯЛ9ТШ' также содержится в 55 получаем Х\ С 55. Кроме того, 
понятно что XJ С 55, Х2 С 55 и (1) С 55. Итак, XJ* С 55. Следовательно, 
если Т  £ XJ*, то Т =  1.

Напомним, что Ki — монолитическая r -минимальная не 55-группа с 
цоколем Pi =  Кр  2  $(K i). Теперь, если Т  £ Х2, то для некоторого г £  / 2 
имеем Т  = Ki и Т*> = К р % Ф ^;)-

Итак, К  £  form(Xj‘ U Х2) \  55 и у каждой группы Т  из X”  U Х2 55- 
корадикал не имеет фраттиниевых Т-главных факторов. Тогда по 
лемме 13 группа К  является гомоморфным образом некоторой группы
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<2 из 3DpU£2. Поскольку К  g  55, то G & Х\*. Значив, К  гомоморфный 
образ некоторой группы G из ЗСг- Тогда G — Ki для некоторого i £ 
£  / 2  и К  ~  K i/N , для некоторой нормальной подгруппы iV группы К{. 
Пусть N  ф 1. Тогда поскольку Pi С N  и К / Pi G 55, то Я  ~  K i/N  £ 
€ 55- Противоречие. Следовательно, N  — 1 w К  ~  Ki. Таким образом, 
Я =  Я* € П.

Предположим, что 7Г ф 0  и выполняется условие 1). Тогда Я  — груп­
па простого порядка р £ и  \  7r(Com(Sj)). Понятно, что К  =  СР{К). 
Предположим, что р  #  тг{Сот{Я^)). Тогда fc*(p) =  0  и по лемме 10, 
имеем

1 ~  К /С Р(К ) £  /О )  =  с„п1 form(0 U (Ufc,(p))) =
iel

= CL„.X form(0 U ( [ J  0 )) =  0 .
iel

Противоречие. Следовательно, р £  7г(Сот(Я{)).
Пусть для группы К  выполняется 7Г* =  0 . Тогда р  £  ir(Com(Pi)) и 

ввиду леммы 14 имеем Cp(K i/P i) =  Cp(Ki)/Pi. Поскольку Ki/Pi £  55 и 
55 — w-композициоипая формация, то получаем

Я г /С ^ г )  ~  (K i/Pi)/(CP(Ki)/Pi) =  (Ki/Pi)/С р{Ki/Pi) € Л(р),

1’де h — минимальный w-композиционный спутник формации 55. Но в 
рассматриваемом случае р ^  тт(Сот{$))), поэтому из леммы 1 получаем 
/i(p) =  0 . Получили противоречие. Значит, случай 7Г* =  0  для группы 
/Г, невозможен.

Пусть для группы /Q выполняется 7г; ^  0  и условие а). Тогда р =  р»
и

Я =  9Тр =  =  Яг £ П.

Пусть для группы Ki выполняется я, ф 0  и условие б). Тогда Я =  
=  С Яг- Поскольку формация Я  является минимальной т-замкнутой 
w-композициоипой пе 55-формацией, то Я С 55. Противоречие. Значит, 
этот случай для группы Ki невозможен.

Предположим теперь, что 7Г ф 0  и выполняется условие 2). Понятно, 
что Р  =  СР{К), где р £ и  Г) 7г(Сот(55)). По лемме 10, имеем

Q *  К /Р  =  €  /О )  =  Сып_1 form((l) U (Ufc,(p))) =
iel

=  form((l) U ( | J  fci(p)) U ( U  fc«(p)) U ( | J  А:;(р))).
i€/i 1 6 /2  *6 /3
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Пусть г € / 3 . Тогда pi £  iti ф 0  й  Ki группа протого порядка 
Pi € ш \  тт{Сот(&)). Поскольку р  €  n{Com(So)), а Рг п{Сот{&)), то 
р ф pi. Значит, р £  7Г(Сот(Рг)) — п(Сот(Кг)) =  тг(Сот(Я^), и поэтому, 
h ip )  =  0 -

Пусть г € /2 - Тогда 7Г, =  0  и из леммы 10 получаем

, , ч _  Г fo rm ^ /C ^ X ,) ) ,  если р  € п{Сотп{Кг)) П 7Г,
|  0 , если р  € 7Г \  тт{Сот{Кг)).

Так как в этом случае р ^  тг{Сот{Рг)), то по лемме 14 имеем Cp{Ki/Pi) — 
=  Cp{Ki)/Pi. Тогда, учитывая что Ki/Pi € ft и то что ft ш-компози- 
ционная формация получаем

Ki/C^K i)  ~  {Кг/Рг)ЦС^Кг)1Рг) =  PJ /С Р{К ,/Pi) € fc(p) = (1).

Тогда Ki/CpiKi) =  1, поэтому Щ =  Cp(Ki). Следовательно,

fcj(p) =  сшп_! form(A'i/C p(i;i:j)) =  (1 ),

где р  € 1г(Сот{К{)). Таким образом, если г € / 2 , то ki ip) С ( 1 ).
Пусть теперь г € 1\. Тогда pi £ щ ф 0  к Ki = [Pi]Qi, где Pi — абелева 

р,-группа,рг € шП7Г(Сom(ft)), |<3i| =  g, и qi ф Pi. Ясно, что Д  =  CPi{Ki). 
Значит, ввиду леммы 10, имеем

{c£n l  form Qh если p = pi,
Сщп 1  iovm iKi/Cp{Ki)), если р  € (7Г(C'om(A'j)) П 7г) и р ф р и  
0 , сели р € w \  п(Сот(Кг)).

Рассмотрим подробнее случай, когда р €  (7г(Сот{К j)) П 7r) w р ф 
Ф р^ Если CPiKi) С Pi, то учитывая, что Ор{Кг) С CPiKi) получа­
ем Op{Ki) С Pt. т.е. Op{Ki) р*-группа. Противоречие. Значит, Pi С 
С Cp(Xi)- Так как К г/Р г =  К / С Р‘{К )  е  то Кг/С р{К )  € ^(р*) =  
=  cTUn i ioiraiKi/CPi{Ki)) =  c„n_1 form Qi- Следовательно, для любого i 6 
€ / 1  получаем /сДр) С c£n i  form Qi. Итак,

Q € <£n l form ((l) U ( | J  kiip)) U ( U  h ip ))  U ( j j  k ip )))  С
i e l \  16/2 1E.I3

С cLn_! form((l) U ( I J  <£,n l form Qi) U ( | J ( 1 )) U ( |J  0 )) =
гб/i гб/г *€ /3

=  cu„.1form((l) U {Qi I г € /i}) =  sform ((l) U {Qi \ i 6 / i })- 
Теперь поскольку группа Q простая, то по лемме 15 получаем, что Q 

изоморфна некоторому главному фактору некоторой группы G из (1) U 
U {Qi | i € h } .  Так как Q ф 1 и Qi — простая, то для некоторого г £ h
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имеем Q ^ Qi. Поскольку минимальный спутник является внутренним, 
то К /О р{К ) = К / P  ~  Q ~  Qi 6 ki(р) С По лемме 16 из последнего 
вытекает К  €Е Я* для некоторого г € 1\. Значит, Я С Я- Если Я С Я , то 
поскольку Я  — минимальная т-замкнутая n-кратно композиционная 
не 55-формация, то Я С 55. Противоречие. Следовательно, Я =  Я; € П. 
Теорема доказана.

Следующая лемма доказываются аналогично лемме 5.2.8 из моногра­
фии |2].

Л ем м а 18. Пусть 3, ШТ, X г-замкнутые, п-кратно и-композицион­
ные формации, причем $  =  VJtV^X. Тогда если т , г u t  соответствен­
но 55ТШп-дефек7пы формаций ОТ, X  и $  и тп, г < оо, тпо t  ^  т  + г.

Л ем м а 19. [10] Д ля любого целого неотрицательного п  решетка сTUn 
всех т-замкнутых п-кратно ш-композиционных формаций модуллрна.

Л ем м а 20. [4] Пусть А модулярная решетка. Тогда отображение 
ip : [а, а V Ь] —> [а А Ъ, 6], где х  —► х  А Ь, является изоморфизмом.

Т еорема 2. Пусть 3  — т-замкнутая п-кратно и>-композиционная 
формация, 55 — некоторая непустая нильпотентная насыщенная фор­
мация и 3  2  £>• В том и только в том случае f y ^ -дефект формации 3  
равен 1, когда 3  =  ОТ V ^ Я. где ОТ — некоторая т-замкнутая п-кратно 
и-композиционная подформация формации 55, Я — минимальная т- 
замкнутая п-кратно ш-композиционная не 55-формация, при этом:

1) если т-замкнутая п-кратно и-композиционная подформация из 
3  входит в 55, то она содероюится в формации ОТ V £ (Я П 55);

2) если т-замкнутая п-крат,но ш-композиционная подформация. 3i 
из $  не входит, в 55, то имеет, вид Я V £ (3i П 55).

Доказательство. Необходимость. Пусть 55^-дефект формации 3  ра­
вен 1. Поскольку S' 2  55, то по теореме 1 в формации $  имеется мини­
мальная т-замкнутая п-кратно w-композиционная не 55-подформация Я. 
Тогда ОТ =  ЗЛ55 максимальная т-замкнутая п-кратно w-композицион- 
ная, входящая в 55 подформация в 3- Следовательно, & = ОТ V £ Я.

Достаточность. Пусть 3  = ОТV £пЯ, где ОТ — некоторая т-замкнутая 
п-кратно w-композиционная подформация формации 55, Я — минималь­
ная т-замкнутая n-кратно w - ко м поз и ни он н а я не 55-формация. Понятно, 
что 3  Пусть 55^-дефекты формаций 3, ОТ и Я равны соответствен­
но t, т  и г. Поскольку ОТ — т-замкнутая п-кратно w-композиционная 
формация из 55, то т  =  0. Так как 55 — минимальная т-замкнутая п- 
кратно ^-композиционная не 55-формация, то ее 55̂ п-дефект г равен 1. 
В силу леммы 18 для 55£,п-дсфекта формации 3  имеет место неравенство
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£ < m  +  r  =  0 +  Y=  1. Если £ =  0, то S' С ft. что противоречит условию 
т? 2  ft- Таким образом, f t ^ -дофект формации 3" равен 1.

Докажем теперь справедливость утверждений второй части теоре­
мы. Поскольку 3  = 9Я V ипЯ, то по лемме 17 в #  нет минимальных т- 
замкнутых п-кратно w-композиционных не ft-формаций отличных от Я. 
Так как ЯП ft — максимальная т-замкнутая п-кратно ш-композиционная 
подформация в Я, то ввиду лемм 19 и 20 имеем

(Ш1V : П(Я П ft)) V : пя / ; п(Ш1 V : П(Я n  ft)) ~

~  я / : п(яП  (Ш V :п(яП  ft))) =  я / : п((отП Я) V :п(ЯП ft)) =  я/l  Я П ft.

Следовательно, 'У ^(Я П й) — максимальная т-замкнутая п-кратпо 
а;-композиционпая подформация в S. Тогда, поскольку 3  £  ft, то всякая 
т-замкпутая п-кратпо w-композициоиная, входящая в ft подформация из 
3  входит в £ХЯ V ^ (Я П  ft).

Пусть теперь 3i произвольная т-замкнутая п-кратно (^-компози­
ционная не ft-подформация из $. Тохда ввиду теоремы 1 в 5i имеется 
минимальная т-замкнутая п-кратно w-композиционная не ft-формация. 
Но по лемме 17 в #  нет минимальных т-замкнутых п-кратно w-ком пози­
ционных не ft-формаций отличных от Я. Значит, Я С Следовательно, 
ввиду леммы 19 получаем

ffi = 5 1 п ^  =  ^ п ( а я у ^ я )  =

Я v щп($1 п шт) =  Я v ^ n(3i п ^ п ft) =  Я v ^n(Si n f t) .

Теорема доказана.

Л ем м а 21. Если 3  — однопорожденная т-замкнутая п-кратно си-ком­
позиционная формация (п^- 0), то в 3  имеется лишь конечное мно­
жество разрешимых и наследственных т-замкнутых п-кратно ш-ком- 
позициоппых подформаций.

Следующая лемма доказывается аналогично лемме 2.1.6 из [2].

Л ем м а 22. Пустъ А — монолитическая группа с неабелевым моноли­
том, 931 — некоторая полуформация и А £  form Ш. Тогда А  € 9Л.

Л ем м а 23. [12] Пусть G — группа Шмидта. Тогда справедливы сле­
дующие утвероюдения:

1) G разрешимая бипримарпая группа;
2) G91 является силовской q-подгруппой в G, q простое, число;
3) G /G ^ — циклическая р-группа, р  — простое число;
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4) Ggl/$ (G m) главный факЯпор гр. G, причем если |Ggl/$ (G 9X)| =  
=  qb, mo qb = 1 (m.od p) и b есть показатель числа q no модулю p;

5) Если P  = <  a > — силовская р-подгруппа из G, то ap £ Z{G);
6) Если G51 абелева, mo <D(Gm) =  1.

Теорема 3. Пусть 3  — однопорожденнал т-замкнутая п-кратно ui- 
композиционная формация, 55 — некоторая непустая нильпотентная 
насыщенная формация и 3  55 (п ^  I). Тогда в & содержатся лишь 
конечное миооюество т-замкнутых п-кратно и>-композиционных под- 
формаций с S j^ -дефектом 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 3  =  <£,„ form G для некоторой 
группы G, не содержащейся в 55. Ввиду леммы 21 формация 3  содержит 
лишь конечное множество разрешимых т-замкнутых n-кратно (^-ком­
позиционных подформаций. Тогда в 3  содержится конечное множество 
т-замкнутых п-кратпо w-композициоппых подформаций, содержащихся 
в 55.

Ввиду леммы 7 каждая минимальная т-замкнутая n-кратно (^-ком­
позиционная не 55-подформация Я из 3  имеет вид Я =  с^п form К, где К  

такая монолитическая т-минимальная не 55-группа с нефраттиниевым 
цоколем Р  =  К что либо 7Г =  7Г(Сот(Р)) П ш =  0 , либо ж ф 0  и 
выполняется одно из следующих условий:

1) К  — группа простого порядка р £ ш \  n(Com($j));
2) К  =  [P]Q, Р  = Ск ( Р ) — абелева р-группа, р £ ш П 7г(Сот(55)) и 

|Q| =  q, где р  и q — различные простые числа.
Пусть /  — минимальный cTw _ -значный w-композиционный спутник 

формации 3- Тогда из леммы 10 имеем

(  c£,n l  form(G/Gp(G)), если а = р  £  7r(Gom(G)) flw;
/(а )  =  < c ln l form(G /r J(G )), если а =  а/;

У 0 , если а =  q £ ш \ -n{Com(G)).

Пусть 7г — 0 . Тогда R^,(K) = 1. Следовательно,

К  ~  К / Щ К )  £  /(«О  =  fo rm (G /^ (G )) =

=  сы„_1 form(H(G/i^j(G))).
Если Р  — неабелева подгруппа группы К,  то по лемме 22 получаем, 

что К  изоморфна некоторому гомоморфному образу группы G /R U{G). 
Поскольку G — конечная группа, то G /R U(G) конечна. Значит, в 3  име­
ется лишь конечное множество минимальных т-замкнутых n-кратно ш- 
композиционных не 55-подформаций вида form К , где К  — такая мо­
нолитическая т-минимальная не 55-группа с нефраттиниевым цоколем 
Р  =  K s>, что 7Г =  0  и Р  — неабелева группа.

16

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



Пуйть 7Г =  0  и Р  абелева группа. Так как К /Р  — К/К*1 €  91, 
то К  разрешимая группа. Значит, по лемме 21 в S  имеется лишь ко­
нечное множество минимальных т-замкнутых п-кратно w-композицион- 
ных не ft-подформаций вида form К , где К  — такая монолитическая 
т-минимальная не ft-группа с пефраттипиевым цоколем Р  = К что 
7Г =  0  и Р  — абелева группа. Следовательно, в 3  имеется лишь конеч­
ное множество минимальных т-замкнутых п-кратно w-композиционных 
не ft-подформаций вида cTw form К , где где К  — такая монолитическая 
т-минимальная не ft-rpynna с нефраттиниевым цоколем Р  =  К*>, что 
выполняется условие 7Г =  0 .

Пусть теперь тг ф 0  н выполняется условие 1). Поскольку К  € 91р С 
С & получаем, что К  разрешима. Значит, в 3  имеется лишь конеч­
ное множество минимальных т-замкнутых n-кратпо w-композиционных 
не ft-подформаций вида cTUn form К . где К  — такая монолитическая т- 
минимальная не ft-группа с нефраттиниевым цоколем Р  =  К ^, что тг ф 
Ф 0  и выполняется условие 1).

Пусть теперь 7Г ф 0  и выполняется условие 2). Тогда ввиду лем­
мы 23 получаем, что К  разрешима. Значит, в 3  имеется лишь конеч­
ное множество минимальных т-замкпутых п-кратно w-композициопиых 
не ft-подформаций вида <£,n form К , где К  — такая монолитическая т- 
минимальная не f t-групна с нефраттиниевым цоколем Р = К что 7Г ф 
Ф 0  и выполняется условие 2).

Таким образом, в 3  имеется лишь конечное множество минимальных 
т-замкнутых п-кратно w-композиционных не ft-подформаций.

Пусть теперь Si — произвольная т-замкнутая п-кратно w-комиози- 
циоппая Iгесодержалцаяся в ft подформация из 3  с, ft^n-дефектом 1. По 
теореме 2, имеем Si =  9Jtv£ Я, где Ш1 — некоторая т-замкнутая п-кратпо 
w-композиционная формация содержащаяся в ft, Я — минимальная т- 
замкнутая n-кратио ш-композиционная не ft-формация. Значит, из дока­
занного выше следует, что в S содержится лишь конечное множество т- 
замкнутых п-кратпо w-композиционпых подформаций с f t ^ -дефектом 1. 
Теорема доказана.

Л ем м а 24. Пусть 3  — т-замкнутая п-кратно и)-композиционная фор­
мация, ft — неко'гшцпя непустая нильпотентпная насыщенная форма­
ция и S  % ft (п  ^ !)■ Тогда и только тогда 9JI — атом решетки 
S /L „Snft, когда 9Я =  (SH ft) \ /^ Я , где Я — некоторая минимальная т- 
замкпутп,ая п-кратио и)-композиционная не, f t-подформация формации
з .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. Пусть ЯЯ — атом решет­
ки Tnrmi таш а решетки Ш /Ти S П ft равна 1. Значит, S П ft 
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максимальная т-замкнутая п-кратйо w-композиционная подформация 
формации 9Я, содержащаяся в 55- Применяя теорему 2, имеем ОТ = (3 П 
П 55) V где Я — некоторая минимальная т-замкнутая n-кратно ш- 
композиционная не 55-подформация из 3-

Достаточность. Предположим противное, т.е. пусть найдется такая 
т-замкнутая п-кратно w-композиционная формация £Н, что

ЗП55 С<КСОТ =  (ЗП55) \ / тШпЯ.

Поскольку не содержится в 55, то по теореме 1 получаем, что формация 
9Я имеет минимальную т-замкнутую п-кратно w-композиционную не 55- 
подформацию Лх- Тогда Л[ С ОТ =  (3  П 55) V £пЛ. Следовательно, по 
лемме 17 получаем Я\ =  Л. Значит,

ОТ =  (3 П 55) V ^ Л  =  (3  П 55) V тЫпЛ1 С Я.

Противоречие. Таким образом, ОТ — атом решетки 3/£„3 П 55. Лемма 
доказана.

Л ем м а 25. |4, с.27| Подрешетка модулярной решетки модулярна.

Л ем м а 26. [4, с.31] Любая модулярная решетка М  с дополнениями 
является решеткой с относительными дополнениями.

Л ем м а 27. [13] Любая модулярная решетка L с дополнениями, име­
ющая конечное число атомов, является решеткой конечной длины.

Л ем м а 28. |4, с.32| В решетке L конечной длины с относительными 
дополнениями каждый элемент а является объединением содержащих­
ся в нем атомов.

Т еорема 4. Пусть 3  — однопорожденная т-замкнутая п-кратно и>- 
композициоппая формация, 55 некоторая непустая нильпотептпая 
насыщенная формация м 5  2  Й (п  ^  1J- Тогда если S /h nS  П 55 ре­
шетка с дополнениями, то каэюдый элемент ОТ решетки S/hJS  П 55 
представим в виде

3rt =  v ^ ( ( f f n « ) v ^  \ i € i ) ,

где {Л, | i €  /}  — набор всех минимальных т-замкнутых п-кратно ш- 
композиционных не 55-формаций, содержащихся в ОТ.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ввиду леммы 19 решетка всех ожомпози- 
циоппых формаций модулярна, значит, по лемме 25 решетка 3 /^ п3 П55
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как подрешетка модулярной решетки, также модулярна. П о лемме 26 
решетка 3 /Ц 5  П й  является модулярной решеткой с относительными 
дополнениями. Используя теорему 3 и лемму 24 получаем, что решетка 
З/hJS П й  имеет конечное число атомов. Значит, по лемме 27 решетка 
имеет конечную длину.

Пусть {SOTj | * €  1} — множество всех атомов решетки 3/щп3  П й- 
Тогда ввиду леммы 24, для каждого г е  I  имеем Ш1» =  (3 П й) V 
где — некоторая минимальная т-замкнутая n-кратно ш-композицион- 
ная не й-формация. Теперь, используя лемму 28, получаем, что каждый 
элемент 931 решетки ЗЦ,гЗ П й  представим в виде

OT =  v ^ ( ( f f n ^ v ^ |  i e l ) ,

где {Л  | i е 1} — набор всех минимальных т-замкнутых n-кратно w-ком­
позиционных не й-формаций, содержащихся в 931. Теорема доказана.

Л ем м а 29. Пусть й  некоторая непустая нилъпотентная насыщен­
ная формация, 3  некоторая т-замкнутая п-кратно и -композицион­
ная, формация (п ^  1), 3  2  £) и

0  =  { & | 3 п й с & с з ,  i e l }

некоторый набор несодержащихсм в й  т-замкнутых n-KjHim.no и>- 
композиционных подформаций 3; из 3 , У кот,оры.х 3  П й  максималь­
ная т-замкнутая п-крат,но и-композиционная подформация. Кроме т.о- 
го, пусть

91 =  cl n fo rm d j^ i) .
iel

где Зг €  П. Тогда, если 9Л — произвольная т-замкнутая п-кратно ш- 
композиционная подформация из УК с максимальной подформацией ЗПЙ 
и 93t 2  Й, то 931 6 П.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По теореме 2 для каждого i e l  формация 
Зг € П имеет вид Зг =  (3 П й ) V ТШпЯ ,̂ где Яг — некоторая минимальная т- 
замкпутая п-кратпо w-композициоппая не й-формация. Следовательно, 
формация 91 имеет вид

91 =  cln form ((J& ) =  form ([J((3  П й) V £пЯ*)) =
iel iel

=  стЫп form ((3П й) и  (V^Jfc I i e I)) = (ЗП Й ) I i € I).
Ввиду теоремы 2 формация 931 имеет вид 93t =  (ЗПЙ) ^и„Я, где Л — 

минимальная т-замкнутая п-кратно w-композиционная не й-формация.
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Следовательно, по лемме YI имеет место Я € {Я; | г € /} , т.е. Я =  Я  Для 
некоторого г € /. Значит,

ая  =  ( з п я ) у ^ я е  { ( S n f t ) v ^  | г е / }  =  0 .

Лемма доказана.

Л ем м а 30. Пусть ft — некоторая непустая нильпотентпная насыщен­
ная формация, ОЯ1 , DJI и 3  — т-замкнутые п-кратно и-композиционные 
формации (п \), причем 3  П ft С С 0JI С 3"- Если ft — дополне­
ние к ШТг в решетке 3 /Ти 3  П ft, то Ш П ft дополнение к 9JTi в решетке
f f l t / j jm n f t .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию QJti flft =  Sflft и 9JT] V ^ft =  3- 
Значит, ввиду лемм 19 и 25 имеем

ОТ =  Ш1П(Ш11 V ^ f t)  =  ЗЛ, V ^(9JT nft).

Покажем, что (9JI П ft) П SCJti =  Ш П ft. Действительно,

(O Tnft)nO Ti =  а я п (й п ш 1 1) =  s o r n s n f t  =  smnf t .

Итак, получили, что 9Jti V 1,п(Ш П ft) =  SOI и WTi П (SDTП ft) =  Ш П ft. 
Это означает, что SDTfift дополнение к 9Л] в решетке OT/^OTflft. Лемма 
доказана.

Л ем м а 31. Пусть ft — некоторая непустая нильпотентпная насыщен­
ная формация, 3  и %ОТ — такие т-замкнутые п-кратно ш-композицион­
ные формации, что Ш С 3  (п ^  1). Тогда, если S /^ S H f t  — решетка с 
дополнениями, то ЯЯ/^п50Т П ft также является решеткой с дополне­
ниями.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ввиду лемм 19 и 25 решетка 3/1, 3  П ft 
модулярна. По лемме 20 имеет место решеточный изоморфизм

((3  n  ft) V 1Ш)/1пз n  ft ~  ЯВДШТ п  $  n  ft) = ш ц т  n  ft.

Но ((3 n ft)V ^ 9 K )/^ Jn ft — нодрешетка решетки 37Xn3nft. Значит, из 
леммы 30 получаем, что (SHft V^SDT)/^„SHft — решетка с дополнениями. 
Следовательно, Ш /Ти Ш П ft также является решеткой с дополнениями. 
Лемма доказана.

Л ем м а 32. [14, с.50] Следующие равенства истинны на произвольной 
решетке:
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1) (х  Л у)Л/ (х Л z) ^  х  A ( y V  z); '
2) x V  (у Л z) <  (х V у) Л {х V z);
5 ) ( 1  Л j/) V (у Л г) V (г Л ж) ^  (2 ; V у) Л (у V г) Л (г V ж);

(х Лу)  V (х Л z) ^  а: Л (у V (1 Л г)).
называются неравенствами дистрибутивности, 4) — неравен­

ством модулярности.

Теорема 5. Пусть й  — некоторая непустая нилъпогпентная насы­
щенная формация, 3  ~  т-замкнутая п-кратно uj-композиционная фор­
мация и 3  <2 Й (п ^  1,)- Тогда следующие условия равносильны:

1) 3/1, З П Й  — решетка с дополнениями;
2)  3  =  (3  П й ) V i n(v£n£ j | г €  / ) ,  2t)e {й, | г €  /}  — множе­

ство всех минимальных т-замкнутых п-кратно и-композиционных не 
Sj-подформаций из 3-

3) 3 /1 П3  П й  булева решет,ка.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проводом доказательство теоремы 
но следующей схеме: 2) -*=> 1) 3). Предположим, что выполняется 
утверждение 1). Покажем, что выполняется утверждение 2). Пусть ОТ 
произвольная однопорожденная т-замкнутая n-кратно (^-композицион­
ная подформация формации 3- По лемме 31 решетка ОТ/^пОТ Л й  явля­
ется решеткой с дополнениями.

По теореме 4 имеем

от =  v^n((OT п й) v  1n&i | г е  /)  =  (от п й) v  U S l & i  | j e J ) ,

где (Я3- | j  е  J  С 1} — набор всех минимальных т-замкпутых п-кратно 
w-композициоппых не й-формаций, содержащихся в ОТ. Очевидно, что 
любая т-замкпутая п-кратио w-композициоппая формация есть объеди­
нение (в решетке с£ ) своих одпопорождеппых т-замкиутых п-кратио 
w-комнозиционных подформаций. Тогда

3  =  V^(OTi | i € /)  =  V n̂(((OT; П й) V U S l A j  I j  € Ji)) I i e l )  =

=  v : j m  n Й I i € I) V I i e /) =  (3 П Й) V :„(v:„^  | г e /),
т.е. выполняется утверждение 2).

Предположим теперь, что выполняется утверждение 2). Покажем, 
что выполняется утверждение 1). Пусть -ф =  {йг | * € /}  — мно­
жество всех минимальных т-замкнутых п-кратно w-композиционных не 
Й-подформаций из 3- Покажем, что каждый элемент решетки 3 /Тшп3  П 
П й  представим в виде объединения атомов, содержащихся в нем. Пусть 
ОТ — произвольная т-замкнутая п-кратно w-композиционная формация
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из решетки З Ц пЗ  П ft. Пусть 9̂ 1 т-замкнутая п-кратно w-компози- 
ционная формация порожденная множеством ф\ всех минимальных 
т-замкнутых п-кратно w-композиционных не ft-подформаций, содержа­
щихся в ОТ, а 9Я-2 — т-замкнутая п-кратно w-композиционная формация 
порожденная множеством ф>2, гДе Фъ — дополнение к ipi в Ф- Ввиду мо­
дулярности решетки с£ имеют место равенства:

sm =  s n n f f  =  O T n ( ( f f n f t ) v i , ( v ^ ^ | * 6 / ) )  =

= (3 n  ft) v Ц9Х П (V^Mi I г G /)) = (3 n ft) V : jm t п (Яг V Ц Ь ) )  = 
=  (S n f t )V ^ n5K1 V l n(m n< Ri).

Допустим, что ОТП 9Я2 2  S rift. Тогда по теореме 1 в ОТ П 912 имеется 
минимальная т-замкнутая п-кратно w-комнозиционная не ft-формация 
ft; для некоторою i G I. Следовательно, по лемме 17 получаем fii EipiCi 
П =  0- Противоречие. Значит, ОТ П 9^2 С S f l f t .  Таким образом,

ОТ =  (3  П ft) V ЦКх  =  (3  П ft) V тЫп( К Л  I *» €  tfi) =

=  Vu „ ( ( S n f t ) V ^ | ^ G ^ i ) .
Ввиду леммы 24 и произвольности выбора формации ОТ получаем, что 
каждый элемент решетки S /^ S T lft представим в виде объединения ато­
мов, содержащихся в нем.

Покажем теперь, что в решетке 3/шп3  П ft дополняема каждая т- 
замкпутая п-кратпо композиционная формация. Пусть ОТ — произ­
вольная т-замкпутая п-кратно w-композиционная формация из З /hJS  П 
П ft. Если ОТ =  3- то дополнение к ОТ в решетке 3/L n3  П ft является 
формация 3  П ft. Итак, можно считать, что ОТ ф 3- Обозначим через 
Е множество всех атомов решетки 3/1, 3  П ft, а через — множество 
всех атомов решетки S /^ S H ft, содержащихся в ОТ. Тогда Е ф fii, иначе 
ввиду доказанного выше,

O T = ( f fn f t )V ^ (V ^ | « G / )  =  ff.

Пусть П2 — дополнение к fii в Е и ft =  c£,n form(fi2 ). Докажем, что ft — 
дополнение к ОТ в решетке 3 /тшп3  П ft. Так как по условию

2 = ( S D f t )  I г G /) ,

то ввиду леммы 24 имеет место равенство ОТ =  (3 П ft) V £ Д, где Я
— некоторая минимальная т-замкнутая п-кратно w-композиционная не 
ft-подформация формации 3 • Рассмотрим формацию 9Я =  ОТ П ft. Так 
как ОТ и ft являются элементами решетки 3 /h n3  П ft, то 3  П ft С 9t.

22

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



Допустим, что УК %. ЗПЙ-  Тогда по теореме 1 в УК имеется минимальная 
т-замкнутая n-кратно (^-композиционная не й-формация Д* для неко­
торого г €  I. Следовательно, содержит формацию (3 П й ) V По 
теореме 2 формация (ЗП й) содержит максимальную т-замкнутую
п-кратно w-композиционную подформацию, содержащуюся в й- Приме- 
няя лемму 24 и результат полученный в предыдущем абзаце, имеем (3 П 
П й ) ^  Я , е П 1 ПП2 =  0 . Противоречие. Следовательно, ОТПй =  ЗПй- 
Таким образом, формация й  — дополнение к ОТ в решетке 3 /„ п3  П й- 
Значит, ретиетка 3 /^ п3  П й  — решетка с дополнениями.

Предположим, что выполняется утверждение 3). Тогда утверждение
1) будет выполнятся по определению булевой решетки.

Предположим, что выполняется утверждение 1). Покажем, что вы­
полняется утверждение 3). Для этого достаточно показать, что для лю­
бых элементов ОТЬ ОТ2, ОТ3 решетки S/hJS  П й  выполняется равснсто:

OTi п («Ш2 V :„от3) =  (Ш11 п от2) v  п от3). (*)

По лемме 32 на любой решетке выполняется неравенство дистрибу­
тивности:

(отг п от2) v  ц т  П ОТ3) С ОТ П (ОТ2 V Ти т 3).

Обозначим через

3 e = O T i n ( O T 2 V ^ O T 3)

и
2) =  (OTj П ОТ2) V ^(OTi П ОТ3).

Покажем, что X  С 2). Поскольку 3/£„3 П й  решетка с дополнениями, 
то ввиду леммы 31 у каждой формации ОТ из решетки З /hJSП й, решетка 
ОТ/^ОТПЙ является решеткой с дополнениями. Из доказанного 1) влечет
2) это означает, что

ОТ =  (ОТПй) V 1 1 €  / ) ,  (**)

где {Л, | г 6 /}  — множество всех минимальных т-замкнутых п-кратно 
w-композиционных не й-подформаций из ОТ. Поскольку формации X и 2) 
являются элементами решетки 3 /Zj„3 П й . то для них также верно пред- 
ставление (**). Поэтому для доказательства необходимого включения 
достаточно показать, что каждая минимальная т-замкнутая n-кратно ш- 
композиционная не й-подформация формации X  содержится в 2).

Пусть й  — произвольная минимальная т-замкнутая n-кратно (^-ком­
позиционная не й-подформация формации X. Покажем, что й  Я ?)•
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Пусть -ф] набор "бссх минимальных т-замкнутых п-кратно w-компб- 
зиционных не ft-подформаций из j  =  1,2,3. Понятно, что ft С Wti. 
Из представления (**) для 9Jli получаем, что ft € ф\. Кроме того, имеем

ft £  ((Ш12 n f t ) V ^ (c ln form ( U * ) ) K

vL „ (№ n ft)  V ^ ^ nform  ̂ (J  Я ,)))
ftiElps

=  ( №  v ^ШТз) n f t ) v : n(c ln form(  [ j  я ) ) .
ê>/i2U*/i3

Применяя лемму 29, находим, что ft € Ф2 U Фз- Значит, либо ft С 9Jli П ЭД12. 
либо ft С 9Л] П 9Лз. Отсюда, получаем ft С 2), т.е. верно равенство (*). 
Это означает, что верно утверждение 3). Теорема доказана.

Отметим, что полученный результат дает ответ на вопрос 5, постав­
ленный А.Н.Скибой и Л.А.Шеметковым в [3] для т-замкпутых п-кратпо 
ш-композиционных формаций.

24

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



|1| Шеметков, J1.A. Формации алгебраических систем /  JI.A. Шеметков, 
А.Н. Скиба. — М.: Наука, 1989. — 253 с.

[2] Скиба, А.Н. Алгебра формаций /  А.Н. Скиба. — Мн.: Беларуская 
навука, 1997. — 240 с.

|3| Скиба, А.Н. Кратно £ -композиционные формации конечных групп 
/  А.Н. Скиба, JI.A. Шеметков / /  Украинский математический жур­
нал. -  2000. -  том 52, № 6. -  С. 783-797.

[4] Биркгоф, Г. Теория решеток /  Г. Биркгоф. — М.: Наука, 1984. -  
568 с.

[5] Скиба, А.Н. О критических формациях /  А.Н. Скиба / /  Нацыяпаль- 
ная акадэм1я навук Беларуси. Весщ Нацыянальнай акадэмп навук 
Беларусь Ссрыя ф1з.-мат. навук — Известия Национальной акаде­
мии наук Беларуси. Серия физико-математических наук. 1980.
№ 4. С. 27-33.

[6] Шеметков. JI.A. Экраны ступенчатых формация /  J1.A. Шемет­
ков / /  Тр. VI Всесоюзного симпозиума по теории групп. Киев, 
1980. С. 37 50.

[7] Жизнсвский, П.А. О £-композиционных формациях с дополняемы­
ми иодрешетками /  П.А. Жизнсвский, В.Г. Сафонов / /  Вестник 
Витебского госуниверситета. Серия С. Фундаментальные науки. — 
2008. -  № 3(49). -  С. 93-100.

|8| Скиба, А.Н. О минимальном композиционном экране композицион­
ной формации /  А.Н. Скиба, JI.A. Шеметков / /  Вопросы алгебры.
-  1992. -  Вып. 7. -  С. 39-43.

(9) Жизневский, П.А. О 551,п-критических формациях конечных групп /  
П.А. Жизневский, В.Г. Сафонов / /  Препринт ГГУ им. Ф. Скорины, 
Гомель, 2010, № 2, 14 с.

[10| Жизневский, П.А. О модулярности и индуктивности решетки 
всех т-замкнутых п-кратно w-композициопиых формаций конечных 
групп /  П.А. Жизневский / /  Известия Гомельского государственно­
го университета имени Ф.Скорины, №1(58), 2010. С. 185-191.

25

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



[11] Жизневский, П. А. К тсбрии кратно частично композиционных фор­
маций конечных групп /  ПА. Жизневский / /  Препринт ГГУ им. Ф. 
Скорины, Гомель, 2008, № 30, 35 с.

[12] Шмидт, О.Ю. Группы, все подгруппы которых специальные /  
О.Ю. Шмидт. -  Матем. сб., 1924. -  Т. 31. -  с. 366-372.

[13] Жевнова, Н.Г. w-локальные формации с дополняемыми подформа- 
циями: Автореф. дис. "w-локальные формации с дополняемыми иод- 
формациями" к-та физ.-мат. паук: Д 02.12.01 /  Н.Г. Жевнова; Гом. 
гос. уп-т им. Ф.Скорипы. — Гомель, 1997. — 17 с.

|14| Гретцер, Г. Общая теория решеток: Пер. с англ./ Под редакцией 
Д.М. Смирнова. — М.: Мир, 1981. — 465 с.

* Установа адукацьн 
Томельск! дзяржауны ун1верс'иэт 
1мя Францыска Скарыны"
Б1 БЛ 1Я ТЭ К А

26

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



Н аучное издание

Ж и зн евски й  П авел А лександрович

О т-ЗА М К Н У Т Ы Х  п-К РА ТН О  ^-К О М П О ЗИ Ц И О Н Н Ы Х  
Ф О Р М А Ц И Я Х  С Б У Л Е В О Й  П О Д Р Е Ш Е Т К О Й

П репринт №3

В авторской редакции

Подписано II печать 09.06.2010. Формат 60x84 1/16. 
Бумага офсетная. Рпзография. Уел. печ. л. 1.62. 

Уч.-нчд. л. 1,78. Тираж 25 эк?. Заказ X® 417.
f e l g p - P O  

Издатель и полиграфическое исполнение: 
у чрежди п I я образовм i ия 

" Гом ельск и й государстве!гаый у и иверситст 
имени Франциска Скорины1'

ЛИ № 02330/0549481 от 14.05.2009.
ЛП № 02330,0150450 от 03.02.2009.
Ул. Советская, 104, 246019, Гомель.

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ




