
Министерство образования Республики Беларусь 
Гомельский государственный университет 

им.Ф.Скорины

Л.А.Воробей

О РЕГУЛЯРНЫХ ТРАНЗИТИВНЫХ 
ПОДГРУППОВЫХ ФУНКТОРАХ

Апрель 1999 Препринт N 80

Гомееть

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



М .  4 4  

t i 7 S /

1. ВВЕДЕНИЕ

В данной работе рассматриваются только конечные 
группы. Используются определения и обозначения, приня­
тые в [1,2].

Сопоставим каждой группе G из произвольного не­
пустого класса групп £  некоторую систему ее подгрупп 
t(G). Следуя [2,3], будем говорить, что т - регулярный 

') подгрупповой X  -функтор, если для всякого эпиморфизма 
(р : А —>В, где А, В е  £ ,  выполнены включения

(т(Л))<? я т ( В ) ,
( г  ( В ) ) ' "  с т ( А ) ,

и, кроме того, для любой группы G e l  имеет место 
G e r ( G ) .

Если £ =  & -  класс всех групп, то регулярный под­
групповой ^-функтор называют регулярным подгрупповым 
функтором.

В [2] поставлен следующий вопрос: верно ли, что для 
любой непустой формации конечных групп ^мощность ре­
шетки F ($Г) всех регулярных подгрупповых функторов не 
превосходит 2*° ? Ответ на этот вопрос дает теорема 3.4 
данной работы.

Регулярный подгрупповой функтор г называется 
I транзитивным (замкнутым в терминологии книги [2]), если 
всегда из Я е  r(G) следует т(Н) с  r {G) .

В данной работе строятся новые примеры регулярных 
транзитивных подгрупповых функторов и оценивается 
мощность решетки F  ( 0  ) всех регулярных транзитивных 
подгрупповых функторов.

• г':- ; - v ,  . . .  ; '
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2 .1 -  СУБНОРМАЛЬНЫЕ И I -  

СУБАБНОРМАЛЬНЫЕ ПОДГРУППОВЫЕ 
ФУНКТОРЫ

Напомним некоторые ключевые определения.
Класс групп ^называется классом Шунка, если:
1) £ -  гомоморф;
2) из того, что все примитивные факторгруппы группы 

G принадлежат I ,  всегда следует G e  £
Класс групп £  называется формацией, если выполня­

ются следующие условия:
1) каждая факторгруппа любой группы из $  также 

принадлежит
2) из Н/А е & Н/В е $  всегда следует Н/А П В е
Пусть £  — непустой класс групп. Максимальная под­

группа М  группы G называется:
1) I -  нормальной, если G/Corec(M) е
2) £ -  абнормальной, если G/Corec(M) <£ I .
Нормальная подгруппа N  называется i -корадикальной

нормальной подгруппой группы G, если G /N  е ! и  всегда 
из G /К  е £, где K c z N  , следует K=N.

Множество всех ,?-корадикальных нормальных под­
групп группы G называется ^корадикалом группы G и обо­
значается через G*. Если I  -  формация, то множество G* 
одноэлементно. В этом случае сама ĵ -корадикальная под­
группа обозначается через G*.

Лемма 2.1. Пусть I -  непустой гомоморф. Тогда спра­
ведливы следующие утверждения:

1) максимальная подгруппа М  J -нормальна в G то­
гда и только тогда, когда она содержит хотя бы одну £- 
корадикальную нормальную подгруппу;
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2) максимальная подгруппа М  J -абнормальна в G то­
гда и только тогда, когда она не содержит ни одной .2- 
корадикальной нормальной подгруппы.

Доказательство леммы 2.1 осуществляется простой 
проверкой.

Доказательство следующей леммы можно найти в [3].
Лемма 2.2. Пусть I  -  непустой гомоморф, N -  нор­

мальная подгруппа группы G. Пусть G1 = {N\,N2, ..., Nx}, 
I \ (G/N)1 = {K\/N,Kt;/N, ...,Ks/N). Тогда t > s и для любой 

группы K /N  е (G/N)1 найдется группа N ] е  G1 такая, что
NjN/N = K/N.

Пусть £ — непустой класс групп. Подгруппа Я  группы 
G называется ^субнормальной, если либо Я  = G, либо су­
ществует максимальная цепь Я  -  Н0 cz Я, с
. . .  с= Нп = G такая, что H/Corem(Hi-\) е  £  для всех 
i = 1,2 , . . . , п .

Лемма 2.3. Пусть £ — непустой гомоморф. Пусть г — 
функция, которая любой группе G ставит в соответствие все 
ее ^субнормальные подгруппы. Тогда г -  регулярный под- 
групповой функтор.

Доказательство. Пусть подгруппа Я  I -субнормальна в 
G и Я  ф G . Тогда ввиду леммы 2.1 существует максималь­
ная цепь

, Я  = Я0 с  Я, с  . . . с  Я„ = G (1)
такая, что подгруппа Я, содержит некоторую £ -  
корадикальную нормальную подгруппу группы Я, для всех 
i = 1,2, , t . Пусть N -  нормальная подгруппа группы G. 
И пусть Я (_, и Я, -  такие члены цепи (1), что 
NHi , * NHt . Покажем, что NHi _, - максимальная под­
группа в NHj. Допустим, что, NH, _, с  L с  NHl для неко­
торой подгруппы L. Тогда поскольку подгруппа Я,_, мак-
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симальна в Я ,, то либо H, V\ L  = Hi_l , либо 
Я, П L -  Я ,. Пусть имеет место первое. Тогда поскольку

L = L П NHt = N{jL П Я ,), то L = NHi ,. Противоречие. 
Значит, Я ( П L -  Я ,, то есть Я, с; L . Поэтому 
NH, с  L . Противоречие. Итак, ряд

HN/N = NHq/ N с Ш , / ^ с  . . .с  N H /N  = G /N  (2) 
таков, что в нем для любого i е {1, . . . ,  t] имеет место од­
но из двух условий:

1) HlAN/N  = H,N/N;
2) Hj_\N/N- максимальная подгруппа в H,N/N.

Не нарушая общности рассуждений, мы можем счи­
тать, что все члены ряда (2) различны.

Так как Hi_l -  Анормальная максимальная подгруппа 
группы Я, , то найдется Акорадикальная нормальная под­
группа К  группы Я ; такая, что К  с; Я ; _ ,. Так как

H.N/N/KN/N  s  H.N/KN = Я/Я, f ] K N  = Н/К(Н, П N)  ,

то HjN/N/KN/N  е А . Значит, KN/N  содержит некоторую А  
корадикальную нормальную подгруппу S/N  группы HiN/N. 
Следовательно,

Я,_ 1N/N  з  K N /N  з  S/N, 
то есть H,.\N/N  содержит Акорадикальную нормальную 
подгруппу S/N  группы HiN/N. По определению H,.\N/N -  
Анормальная максимальная подгруппа группы HiN/N.

Таким образом, если подгруппа Я  A-субнормальна в
G, то HN/N -  А-субнормальная подгруппа группы G/N.

Пусть теперь H /N  -  Асубнормальная подгруппа 
группы G/N. Тогда либо H /N  = G/N, либо существует мак­
симальная цепь

H/N = Ih/N  с  H\/N  с  ...с  HJN  = G/N (3)
где H,.\/N содержит хотя бы одну Акорадикальную нор­
мальную подгруппу группы H,N/N для всех i = 1,2, . . .  , s .
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Пусть H,.\/N  з  K/N, где K /N  -  jf -корадикальная нор­
мальная подгруппа группы H /N . Ввиду леммы 2.2 найдется 
jf-корадикальная нормальная подгруппа S  группы Я, такая, 
что SN /N  = K/N.

Тогда Я,_, -:э К  з  S , т.е. Я,_, -  Анормальная мак­
симальная подгруппа группы Я ,. Это означает, что Я  -  
J -субнормальная подгруппа группы G. Лемма доказана.

В дальнейшем подгрупповой функтор, выделяющий в 
' каждой группе множество всех ее ^-субнормальных под­

групп, будем называть ^-субнормальным.
Пусть I  -  произвольный класс групп. Подгруппа Я  

группы G называется Асубабнормальной, если либо Я  = G, 
либо существует максимальная цепь

Я  = Я 0 с  Я, с  . . .  с  Я„ = G
такая, что Я/Соге#,{Ям) g £ д д я  всех i  = 1 , 2 , п.

Замечание. Ввиду леммы 2.1, если X  — гомоморф, то 
подгруппа Я  является Асубабнормальной, если либо 
Н  -  G,  либо Н  Ф G и существует максимальная цепь 

Я  = Я 0 с  Я, с  . . .  с  Я, = G , 
где для всех / = 1,2, . . . ,  t подгруппа Я, _[ не содержит ни 
одной ,?:корадикальной нормальной подгруппы группы Я , .

Лемма 2.4. Пусть I -  непустой гомоморф. Пусть г -  
функция, которая любой группе G ставит в соответствие 

1 все ее i -субабнормальные подгруппы. Тогда т -  регулярный 
подгрупповой функтор.

Доказательство. Пусть подгруппа Я  J -субабнормаль- 
на в G и Я  ф G . Тогда ввиду леммы 2.1 существует мак­
симальная цепь

Я  = Я 0 с  Я, с  . . .  с  Н, = G (1)
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такая, что подгруппа Я,_, не содержит ни одной Акора- 
дикальной нормальной подгруппы группы Я, всех 
I = 1 2 , . . . ,  t .

Пусть N  -  нормальная подгруппа группы G. Как и в 
лемме 2.3 показывается, что для любого i = 1,2, . . . ,  t либо 
H j^N/N  = HiN/N, либо Hj.\N/N -  максимальная подгруппа 
группы HiN/N.

Не нарушая общности рассуждений, мы можем счи­
тать, что все члены ряда

NH /N  = N H (/N с  N H X/ N  с  . . .с  N H /N  = G/N  
различны.

Предположим, что подгруппа Hj.\N/N  содержит неко­
торую Акорадикальную нормальную подгруппу R /N  груп­
пы HiN/N. Тогда ввиду леммы 2.2 найдется Акорадикальная 
нормальная подгруппа Т  группы Я, Я  такая, что R /N  -  
TN/N. Таким образом, TN  с; H t_xN  .

Ввиду изоморфизма

H,N/n / r/N  = H.N/R 
заключаем, что H,N/TN е А . Отсюда из изоморфизма
H.N/TN = Я/Я, П TN следует, что Я/Я , П TN е А Пусть 5 -  
Акорадикальная нормальная подгруппа группы Я ,, содер­
жащаяся в Я, П TN . Тогда SN = TN , так как

HiN/N/SN/N = HiN/SN = Я /Я , fl.SW = H /S(H , CiN) е  I .
Теперь имеем, что SN  с; Ht_xN . С другой стороны, 

Я ;_,5 = Я,. Отсюда H ^.SN  = Я ,TV. Так как Я ;_,АГ -  
максимальная подгруппа группы Я,.Я, то S не входит в 
Я,._,Я. Пришли к противоречию. Следовательно, HN/N -  
Асубабнормальная подгруппа группы G/N.

Пусть теперь H/N  -  Асубабнормальная подгруппа 
группы G/N. Тогда либо Я  = G , либо существует такая 
максимальная цепь
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H /N  = Ho/N с  H x/N  c= ...с  W N  = G/N, (2)
что Hj.\/N  не содержит ни одной J -корадикальной нор­
мальной подгруппы группы H /N  для всех i = 1,2 
Предположим, что Я (_, содержит некоторую i -коради- 
кальную нормальную' подгруппу группы Я ,. Тогда ввиду 
леммы 2.3 H j.\/N  содержит некоторую J -корадикальную 
нормальную подгруппу группы H /N . Пришли к противоре­
чию. Следовательно, подгруппа Я  J -субабнормальна в 

i группе G . Лемма доказана.
В дальнейшем подгрупповой функтор, выделяющий в 

каждой группе все ее J -субабнормальные подгруппы, будем 
называть jf-субабнормальным.

Замечание 1. Из определения ^-субнормальной под­
группы следует, что ^-субнормальный функтор является 
транзитивным для любого непустого гомоморфа ■£.

2. Из определения Асубабнормальной подгруппы 
следует, что Асубабнормальный функтор является транзи­
тивным для любого непустого гомоморфа ЭЕ.

3. ОЦЕНКА МОЩНОСТИ РЕШЕТКИ ВСЕХ 
РЕГУЛЯРНЫХ ПОДГРУППОВЫХ ФУНКТОРОВ

Следующий результат анонсирован в [5].
Теорема ЗЛ. Пусть г -  регулярный подгрупповой 

функтор. Тогда класс групп I  -  {G|r(G) = {g} является
классом Шунка.

Доказательство. Пусть G е ЭЕ vl N  — нормальная под­
группа группы G. Предположим, что G /N  не входит в I .  То­
гда в G/N  найдется собственная подгруппа K/N, принадле­
жащая r(G/N).  Отсюда и из определения подгруппового 
функтора следует, что К  r (G ) . Так как G e  Д  то 
t (G) = {G} . Следовательно, К  -  G. Пришли к противоре­
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чию с тем, что К -  собственная подгруппа группы G. Таким 
образом, А - гомоморф.

Пусть теперь G/CoredM) е А для любой максималь­
ной подгруппы М  группы G. Предположим, что 
z(G) Ф {G}. Тогда в G найдется собственная подгруппа R, 
принадлежащая t(G) . Заключим R в некоторую максималь­
ную подгруппу Я  группы G. Так как г -  подгрупповой 
функтор, то RCorec(H)/CoreG(H) е г(С/Согес(Н)). Отсюда и 
из равенства т(G/Core^H)) = {G/Corec(H}} следует, что 
RCoredH) = G. Но RCorec(H) е  Я Я  = Я . Отсюда имеем, 
что G с  Н . Пришли к противоречию с тем, что Я  -  собст­
венная подгруппа группы G. Таким образом, G е А  и А яв­
ляется классом Шунка. Теорема доказана.

В дальнейшем класс А будем называть классом Шун­
ка, индуцированным подгрупповым функтором т. Такой 
класс часто будем обозначать через 6 Т.

Теорема 3.2. Пусть А -  непустой класс Шунка. Если 
т -  Асубабнормальный подгрупповой функтор, то 0 Т = А

Доказательство. Пусть Н  -  произвольная группа из 
класса I .  Предположим, что в Я  имеется Асубабнормальная 
подгруппа R, отличная от Я. Тогда существует такая макси­
мальная цепь

R = R0 a  R] с  . . .  d  с: R' = Я  , 
что подгруппа Rt_x не содержит ни одной Акорадикальной 
нормальной подгруппы группы RI для всех i = 1,2, , t . 

В частности, подгруппа Rl_l не содержит Акорадикальных 
нормальных подгрупп группы Я  Но это невозможно, так 
как Н1 — {1} ввиду Н е  А Пришли к противоречию. Зна­
чит, т(Н) -  {Я} и поэтому Н е  &х.

Пусть теперь G e  & х. Тогда по определению класса 
6 х имеем, что в G нет Асубабнормальных подгрупп, отлич­
ных от G. В частности G/Corec(M) е А для любой макси­
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мальной подгруппы М  группы G. Отсюда и из определения 
класса Шунка заключаем, что G e l .  Теорема доказана.

Следствие 1. Отображение, сопоставляющее каждому 
транзитивномурегулярному подгрупповому функтору т 
класс & х, является сюръективным отображением множества 
всех транзитивных регулярных подгрупповых функторов и 
множества всех классов Шунка.

Следствие 2. Мощность множества всех транзитивных 
регулярных подгрупповых функторов не меньше, чем 2*°.

Лемма 3.3. Пусть ф -  непустые формации, причем 
% с: ф. Тогда Card F([f) < Card F(£i).

Доказательство. Пусть те F([f). Рассмотрим функцию 
О, которая каждой группе G е ф ставит в соответствие
множество подгрупп 0(G) = (z(G/G *))<р , где <р -  кано­
нический эпиморфизм с Ker<p = G * .

Покажем, что О -  регулярный подгрупповой ф- функ­
тор. Пусть ip : А —>В -  эпиморфизм и А е  ф. Так как ф 
-формация, то В е  ф. Пусть Н  е  О (А). Тогда из опреде­
ления функции О следует, что A* ci Н  и Н / А *  е т (А/А*). 
Рассмотрим отображение у/ : хА* —> х ¥В* группы А/А* в 
группу В/В*. Очевидно, Tj/ -  эпиморфизм ^-группы А на 
^-группу В. Из свойств ^корадикала следует, что (А*Г = 
(А4')* — В *. Поэтому (Н/А *) * = Hv/B*. Так как т -  подгруп- 

1 повой $  -функтор, то (Н/А *) ¥ =HV/B* е  т(В/В*). Снова ис­
пользуя определение функции О, получаем, что Нv е  О (В). 
Итак, (0(A))* с  в  (В).

Пусть теперь S е  (0(B)) v . Тогда в В найдется такая 
подгруппа R, что RJB* е  т (В/В*) и S = R 4' . При этом A* czS 
и S/A * = (R/В * Г  . Отсюда и из определения функции О 
следует, что S е  О (А). ТакГим образом, (0(B))'1' с: О (А). 
Следовательно, в  -  подгрупповой ^-функтор.
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Итак, показали, что каждый подгрупповой ^-функтор 
является ограничением на $  некоторого ^-функтора. От­
сюда следует, что Card F($)< Card F(p). Лемма доказана.

Теорема 3.4. Для любой непустой формации $  мощ­
ность решетки F ($  не превосходит 2К° .

Доказательство. Ввиду леммы 3.3 достаточно пока­
зать, что мощность решетки всех регулярных подгрупповых 
функторов равна 2*°.

Обозначим через I  множество всех классов авто- 
морфно сопряженных подгрупп и их объединений всех ко­
нечных групп. Так как множество всех конечных групп 
счетно, а число всех классов автоморно сопряженных под­
групп и их объединений для каждой конечной группы 
конечно, то Card I  = tf0.

Подгрупповой функтор г выделяем в каждой группе 
либо класс автоморфно сопряженных подгрупп либо объе­
динение нескольких таких классов. Таким образом, каждо­
му подгрупповому функтору т ставится в соответствие не­
которое подмножество из I .  При этом разными подгруппо- 
выми функторами в I  выделяются разные подмножества. 
Следовательно, множество всех подгрупповых функторов 
эквивалентно некоторому подмножеству множества всех 
подмножеств множества £. Поэтому мощность множества 
всех регулярных подгрупповых функторов не превосходит 
2Х° . Теорема доказана.

Следствие 1. Мощность множества всех транзитивных 
регулярных подгрупповых функторов равна 2К° .

Следствие 2. Мощность множества всех регулярных 
подгрупповых функторов равна 2Х° .

Следствие 3. Если неединичная формация, то 
Н0 < CardF($) <2«°.
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