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IpeaucioBue

Teopust pynkiuii kommiekcHoro nepemeHHoro (T®OKII) B pamkax
YHUBEPCUTETCKOM TMPOrPAMMBI  SIBISIETCSI  MTPOJOJDKEHUEM  JTUCIUTUIMHBI
«MaremaTnyecknii aHa3y». E€ unen u pe3ynbrarbl MIPOHUKIN BO MHOTHE
JIpyrue MaTreMaTU4YecKue JUCIUIUIMHBI (anreOpanvyeckyrd TOIOJIOTHIO,
OOBIKHOBEHHBIC (D PepeHIIMATIbHBIC YPaBHEHUS U YPaBHEHUS MaTeMaTHye-
cKol (pu3uKH, PYHKIIMOHAJILHBIN aHAU3 TEOPHUIO0 BEPOATHOCTEH, BHIUUCIIH-
TENbHYI0 MaTeMaTuKy U Jp.). JJaHHOe 0OCTOSATENbCTBO OMPENCTHIO 00s13a-
TenpbHOCTh M3yueHus Kypca TOKII Ha Bcex ecTeCcTBEHHO-MaTEMAaTHUYECKUX
(dakynbTeTaX YHUBEPCUTETOB.

Cpenu Bcex marematmdeckux auciumina TOKII obmamaer omnoi
SAPKO BBIPAKEHHOW OCOOEHHOCTBIO METOJMYECKOTO XapakTepa: OTHOCH-
TeJIbHAsI JIETKOCTh (POPMaANBLHOTO YCBOEHHUS TEOPETUUYECKOTO MaTepuasa
COYETAETCS C CEPbE3HBIMU TPYAHOCTAMHU B OBIAJEHUU KOHKPETHBIMU MeE-
TOJaMU KOMILJIEKCHOTO aHaldu3a. DTH TPYIHOCTU MPOSIBISIOTCS 0COOEHHO
3pUMO B MPOLIECCE PENICHUS] KOHKPETHBIX 3a71a4 HA MPAKTUYECKUX 3aHSTH-
X Y MPU BBIMOJHEHUH JOMAIIHUX 3aJIaHH.

JlaHHOE TTOCOOME MMEeT CBOEH 11eJIbI0 TOMOYh CTYJICHTaM B OBJIaJie-
HUW NPAKTUYECKMMU HaBblkamu B npuMeHeHun metoaoB TOKII. Cornac-
HO MPOTPaMME ONPEACIEH NEPEYEHb TEM MPAKTHYECKUX 3aHATHI MO JaH-
HOMY KYypCY, COCTaBJISIONIUX SJIPO 3TOW JAUCIUIIINHBI, HEOOXOAUMOE KakK
JUTsL OBJNIQJICHUS JOTOJIHUTENbHBIMU 3HAHUSIMU 10 MAaTEMATUKE, TaK U JJIs
Oynyiel paboThl B HAYYHO-IIPOU3BOJICTBEHHOU c(pepe U Ineaarornyeckon
nesTebHOCTH. B mocoOuu paccMmaTpuBaeTcs 3HAUYUTENbHAs 4YacTh ITOM
TEMaTHUKH.

[IpakTryeckoe mocoOue CONEPKUT MaTepHuanl Mo HauboJiee BaKHBIM
paznenaM Kypca. OH COCTOUT U3 CEMH CaMOCTOSITEJIbHBIX TEM, Ka)KJas U3
KOTOPBIX KPOME€ TEpEUHsS TOHSATUA M TEOpeM, KOTOPHIMH HEO0OXOIMMO
OBJIAJIETh Il YCBOEHUSI COOTBETCTBYIOILIETO pa3zelia, COACPKUT 0a30BbIN
MacCHUB 3aJa4 sl ayAUTOPHOM, JOMAIIHEH M CaMOCTOSITEIbHON paldoTHI.
B kaxnoil TeMe mpeACcTaBIICHbl TUIHYHBIE 3aJa4d U NPUBOAATCS HUX IO-
ApoOHble pemieHus. Hamnuue moapoOHBIX pelieHuid Hanbosee Ba)KHBIX
(C TOYKM 3pEHHUs] YCBOCHHSI TEOPETUUECKOTO MaTepuaia) 3ajad, Ha Halll
B3I, OyJeT CIIOCOOCTBOBATh aAKTHUBU3AIUM CAMOCTOSTEIIBHOW pabOThI
CTYJICHTOB M YCIEIIHOMY BBIMIOJIHEHUIO UMU JIOMAIIIHUX 3aJaHUM MO KaX-
JI01 TEME.



Tema 1
KoMIuiekcHblIe ynciaa: MOy b, ApPryMeHT,
pasju4YHbie (POPMBI NPEACTABICHUSA

Heobxooumvie nonamus u meopemvol: anredpandeckasi, TPUrOHOMET-
puueckasi U mokaszaTesibHasi (HOpMbI MPEJICTABICHNUS KOMIUIEKCHBIX YHUCE,
r€OMETPUUYECKOE M300paKEHHE KOMIUIEKCHBIX YUCENl, CONPSKEHHBIE KOM-
IUIEKCHBIE Yucia, popMmyra KOpHS N-i CTENeHU, KOMIUIEKCHAs TIOCKOCTh
KaK METPUUECKOE TPOCTPAHCTBO.

3agaum
1.1 VYmopoctuTh nOaHHOE BbIpakeHHE. [loydyeHHOE KOMILJIEKCHOE

YHCJIO 3alicaTh B ajareOpanyecKoi, TPUTOHOMETPUYECKOM W IMOoKa3a-
TeJIbHON (Popmax.

gy 824 5 —\@._'; 3) 1. g 4.
1-2i —1 1+\/§| 4-14i
5y —10-2l. '+?/§; 7 23 g 2,
243l 3i -2 1+1
g) I3, 1g B4
I 2+|\/§

1.2 Pemuth ypaBuenue Z" +a = 0. M300pasuTh Ha IIOCKOCTH IIOJTY-
YCHHBIC KOPHHU YPaBHCHHSI.

1) n=3, a=-i; 6) n=6, a=1;
2) n=4, a=2i, 7) n=2, a=———

3) n=2, a=( +|)( 2+2i); 8) n=3, a=1-i/3;
4) n=3, a=8 9) n=4, a=2+i23;
5) n=4, a:—JiHJ_ 10) n=5, a=i.

1.3 Jlano uucno z. M300pa3uth HA MIOCKOCTH YUCHIA Z U Z.

1) (@+i)°/8; 6) (-3++/3i)* /144;



2)

3)

4)

5)

2 2 2 2
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2 2 2 2
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1.4 BrpIICHUTH, KaKHe MHOKECTBA Ha KOMIUJIEKCHOM IIIOCKOCTH
ONPENETAIOTCS CASAYIOIMIMMU COOTHOIIEHUSIMHU. CliesiaTh YEPTEK.

1)
2)

3)
4)
5)

6)
7)
8)
9

p

1<|z-3+2i|<2, 0<Im(iz)<1, z2+(z)*=1;

2<|z-2i|<4, Re(2iz-1)>1, Im(i+2z)=|z;
p+2-ij<1, ReZ=Z, |-2=1-27]
1/2<|z+1+i(<3/2, Im(iz+2i)<0, Re(l+z)=|z;
z-1-i>2, ImZ=2_o, Re(z2-7)=0;

zZ+1
243i-2/=1, Re’ 220, [z-1=|z-i

7+2 B B
z+4-i/<1, Rez®=1, z-z+i(z—z)—2:0;
z+2-2i[=2, Imz*=1, Im(zz—2)=2—lmz;
l<|z-2+2i[<2, Im1f(7)=0,25 |z|=Rez+1;

10) [z+i-1>1, ImYz=-12, 2z-z+(2+i)z+(2-i)z=2.

OOpa3ubl pelieHUs: TUMIOBBIX 32124

—1+5i

1 VYnpocTuth BbIpakeHUE — . [lonmyyeHHOEe KOMIUIEKCHOE YHUCIIO

3-2i

3amucath B aJIreOpanuyecKor, TPUTOHOMETPUUYECKOW M MOKa3aTeIbHOU

dbopmax.



Pewenue. YpoctuM 1aHHOE BBIPAXKEHUE!
-1+5i  (-1+5i)(3+2i) —-3-2i+151-10 —-13+13i
3-2i  (3-2))(B+2i) 9+4 13
[Tosryummu uncno z =—1+1. D10 anredpandeckas hopma gucna.
O6o3naunM a=Rez=-1, b=Imz=1. Torna

z|=+a’® +b’ =J1+1=4/2.

=-1+

Tak xkak a<0,b >0, 0

argz= arctg§+ n=arctg(-)+n=(-n/4)+x :%.

3anuIiieM 4rucio Z B TPUTOHOMETPUUYECKOM dhopme:
z =|z|-(cosarg z +isinarg z) = /2(cos(3n/4) +isin(3n/4)).

B noxazarensHol popme
3m.

z=\z\-e“"r9’Z _J2.e4 .

2 Pemnts ypaBHeHue z" +a=0. M300pa3surh Ha IIOCKOCTH IIOJIY-
YEHHBIC KOPHU YPaBHEHUS, €CITU

n=4, a=i\/§—\/§.

Pewenue. Pemnm ypasrenne z° +iv/8 —/8 =0,

7' =J8-i/8, z=%8-i/8.

Bocnonb3yemcs ¢popmyiioi N-ii CTENEHU U3 KOMIIEKCHOTO YKCTIA!
arg z+27k

Yz=qfzZ.e " |, k=01..,n-1
B naHHOM ciydae ‘\/_—I\/_‘:«/8+ 8 =416 =4,

arg(\/g—i\/g)zarctg

JlaHHO€ ypaBHEHUE UMEET 4 KOPHS:

B _ arctg(—1) = —

V8

—n/4
zlzi/_e 4 \/_elﬁ,
—n/4+2n
Zzzﬂe 4 =2, e16,
—n/4+4n 15n
1=Yie 4 —y2.els
—n/4+6n 231 In

Ly
2,=44.e 4 _JZ.et =716

N300pa3um Bce KOpHU YpaBHEHUS Ha TUIOCKOCTH (PUCYHOK 1).
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Pucynoxk 1 — M3o0paxenue KopHell ypaBHEHUS

3 Jano uncino z = (1—i)°. 300pa3uTh HA IIIOCKOCTH YHCIA Z U Z.

) n i
Pewenue. Bocronesyemes popmynoit 2" = ‘Z‘ enargz,

Haiinem momyns v aprymenT gucia 1—1.
1-i|=v1+1=+2, arg(l-i)=arctg(-1) = -n/4.
i(—&t} ?ﬂi _ _?ﬁi
3naunrt, (1-i)° =(\/§)56 4)=4\2e4 .Torma z=4/2e 4 .

N300pa3um uncna Z U Z Ha KOMIUIEKCHOM MIIOCKOCTH (PUCYHOK 2).

¥
zZ
37/
- 5
“37TM &
z

Pucynoxk 2 — M3o00paxeHue Touek Z u Z

4 BpIsICHUTbH, KaKHM€ MHOKECTBA HAa KOMIUJIEKCHOM MJIOCKOCTH OIpe-
JESIOTCS CAEAYIOIMMUA COOTHOIIIEHUSIMU .

a) [z+1-2i[>1; 6) Im(z)’=2; B) |z—i[+|z+i|=4,



Pewenue. a) Tak kax ‘Z +1- Zi‘ €CTh PACCTOSIHUE MEX]Y TOUKAMHU
Z u —1+2i, To JTaHHOMY HEPaBCHCTBY YJOBJICTBOPSIOT BCE TOYKHU ILIOC-
KOCTH, HaXOJIsAIIuecs OT TOYKH —1+ 21 Ha pacCTOSHUU, OOJBIIEM HIH

paBHOM 1. 3HAYuT, JAHHOE COOTHOILIECHUE ONPENEIAET BHEUIHOCTh Kpyra
paamuyca 1 ¢ ieHTpoM B Touke —1+ 2i (pucyHox 3).

Pucynok 3 — Baemnocts kpyra B(—1+ 2i;1)

0) [Iycts z = x+1y. Torna

(2)2= (x—iy)? = x* = y2 —2xyi, Im(z)*=—2xy.
3HA4YUT, PAaBEHCTBO Im(E)Z: 2 ompejaesieT runepoory —2xXy =2, T. €.

1
y=-—-.
X
B) 3aMeTHUM, YTO JIeBasi 4acTh PABEHCTBA ‘Z — i‘ + ‘Z + i‘ =4 mpencras-
JsIeT o000l CyMMY PacCTOSIHMM OT TOYKH Z JIO TOYeK | U —Ii. DTa cymMmMma
NoCTOsIHHA U paBHa 4. 1o ompeneieHuro, 3TO ILIUIC ¢ PoKycaMH B TOY-
Kax | u —Ii W OoJbImOli ochio, paBHOH 4. HalimeM sBHOE 3agaHHC 3TOM
KPUBOM.

[Tycte z=X+1y. Torma z+i=z+i(y+1). lanHOE paBEeHCTBO NpH-
MET BHI:

\/xz +(y-1)° +\/x2 +(y+1)°* =4.
ITepeHeceM OJMH M3 KOPHEH W3 JIEBOW YacTH B MPaBYIO, Jaliee BO3BEIEM
00e YacTd IOJIy4EHHOTO paBeHCTBAa B KBaipar. [locie mpeoOpa3oBaHMii

2 2
monyunM paBeHCTBO 4X% +3y? =12 wm % +y7 =1. Takum oOpazom,
2 2
ANIR A}

JaHHOC COOTHOMICHUC OIIPCACIIACT SJIIIHUIIC ? +—=



Tema 2
DYHKIUH KOMILJICKCHOTO NIePEeMEHHOI0

Heobxooumvsie nousamus u meopemvi: QYHKIHS KOMIUIEKCHOTO TI€-
pemMeHHoro, AuQhepeHIUPyeMOCTh QYHKIIUU KOMIUIEKCHOTO TIEPEMEHHO-
ro, ycioBuss Komm-Pumana, xpurepuii auddepeHmupyeMocTH B TOUKE,
aHATUTHYECKUE (PYHKIIMH KOMIIJIEKCHOTO TIEPEMEHHOTO, KPUTEPHUIl aHaJIH-
TUYHOCTH (PYHKIIMH B 00JIACTH, TApPMOHUYECKUE (PYHKITHH.

3agaun

21 Haiu Re f uIm f .

1) f(z)=¥; 6) f(z):'mTZ;

2) f(z):é; 7) f(z)=@;
3) f(z)=Re£22); 8) f(z)=zImz;
4) f(z)=zRez; 9 f(z2)=e";

5) f(z)=z+%; 10) f(2)=z°+1i

2.2 HailTu MHO»XECTBO TOUYEK Ha IIJIOCKOCTH, B KOTOPBIX JaHHBIC
byHKIMH SABISIOTCS U depeHInpyEeMbIMH, aHATUTUYHBIMH.

1) f(z)=z*-1zi, g(2)=2*+1z;

2) f(z)=iz*+2z, g(z)=3Rez+ilmz;
3) f(z)=cosz, g(z)=z+ilz;

4) f(z2)=12%+1i, g(z)=\z\2 +22;

5) f(z)=%, g(z)=z-Rez;

6) f(z)=e*, g(z)=2°z;
7 f(z)=z* g(2)=2%'Imz;
8) f(z)=sin(iz), g¢(z)=2Rez?+ilmz?;

10



9) f(z)=¢€?, g(z)=z-Imz;
10) f(z)=e*, g(z)=2°-3z

2.3 BoccTaHOBUTH aHATTMTUYECKYIO (QYHKIIUIO TIO €€ IEHCTBUTEIIbHOM
WIM MHMMOM 4aCTH, €CIM €€ 3HAaYCHUE B TOUKE Z, PaBHO W,.

1) u(x,y)=3x’y—vy°, z,=1, w, =4i;

2) u(x,y)=sinxshy, z,=0, w, =4i;

3) V(X Y)=x—Yy? z,=i, W,=—i,

4) u(x,y)=x*-y*+2x, z,=i, w,=-1+2i;
5) v(x,y)=e*siny, z,=2xni, w,=0;

6) v(x,y)=x+3y-1, z,=1+1, W, =2+3i;
7) u(x,y)=e*cosy, z,=-mi, w,=-1+3i;

8) u(x,y)=y’—x*+2y, z,=1+i, w,=2-2i;
9) u(x,y)=4x-y+1, z,=1-i, w,=6+5i,;
10) v(x,y) =cosxchy, z,=0, w,=2+1.

OOpa3subl penmieHusi TANOBBIX 33124
1 Haiitu Re f u Im f , ecmn f(2) =z° —3iz + 4.

Pewenue. Tlycte Z = X +1y.

Torma f(x+iy)=(x+iy)* =3i(x+iy)+4=
:x2+2xyi—y2—3xi+3y+4=(x2—y2+3y+4)+i(2xy—3x).
Utak, Re f =x* —y*+3y+4, Im f =2xy —3x.

2 HaiiTh MHOXECTBO TOYEK Ha IUIOCKOCTH, B KOTOPBIX (DYHKIIHS
2
f (z) sBnsercsa nuddepeHTUpYEMOi, aHATUTHIHON, €CITH

f(z)=2"+2(Im z)z.
Pewenue. Hatinem caauana Re f u Im f . I[Tycts z = x+1y. Torma

f(X+iy) = (X+iy)*+2y> = x>+ 2xyi — >+ 2y* = X" + y* + 2xvi,
Ref=u=x*+y% Imf=v=2xy.

11



®Oyukiuu U 1 V qudepeHiupyeMbl BO BCeil KOMIUIEKCHON TII0CKO-
ctu C, IOCKOJIbKY MMEIOT HETpEephIBHBIC YacTHBIC pou3BOaHBIE. [IpoBe-
pUM BbIIIOJIHEHUE ycaoBui Kommu-Pumana.

8—u:2x, @:ZX, a—u:2y, _@:
OX oy oy OX
ScHo, uto ycnoBus Komu-PuMana BEIIOJIHAKOTCS B TOYKAaX BUIA
z=Xx+1-0, xeR.

3naunt, f(z) muddepenupyema Toapko B Toukax Z € R.

-2Y.

Oynkumst f(z) He sABIAETCA aHATUTUYHOW HM B oJHOHM Touke m3 C, Tak

KaK HHM IS OJHOW TOukd m3 C He CyIIeCTBYeT HU OJHOW OKPECTHOCTH
ATOM TOYKH, B KOTOPOU ObI BBINOJHAIUCH yciioBus Komu-Pumana.

3 BoccTaHoBUTh aHATUTUUYECKYIO (DYHKITHIO TI0 €€ JAeHCTBUTEIbLHOU
WM MHUMOM 4aCTH, €CIIU €€ 3HAYCHHUE B TOUKE Z, PaBHO W,

u(x,y)=2x+3y—-4, z,=1, w,=4i-6.

Pewenue. Tak kak nuckomast PyHKIUS SIBIASETCS AHAIUTUYECKOU, TO
JUIsL Hee JOJDKHBI BBINTOJHATHCSA ycnoBua Komu-Pumana:

u_v_, g "
ox oy oy OX
[IpounTerpupoBaB nepBoe u3 paBeHCTB (1) 1o Y, moxyyum
v(X,y)=2y+c(x),
rae C(X) — HekoTopas (PYHKIUS, 3aBUCSIIAS TOJIBKO OT X.
YuutbeiBas BTopoe u3 paBeHCTB (1), moaydum
c'(x)=-3, c(x)=-3x+C, C=const.
3naunt, V(X,y)=2y-3x+C.
[Mosnyummu, uto f(X,y)=2Xx+3y—-4+i(2y—-3x+C).
[To ycmosuto, f (i) =4i—6. [TogcraBum B Beipakenue st (X, y) 3Haue-
HusA X =0, y =1, nonyuum
fi)=3i-4+i(2i+C)=3i-4-2+iC=-6+(3+C)i,
-6+3+C)i=4i-6,3+C=4,C=1.
Urak, f(X,y)=2x+3y—-4+i(2y -3x+1).
3amerum, uto f(X,y)=2(x+1y)-3i(x+iy)—4+i, 1. e.
f(z2)=(2-31)z—-4+1.

12



Tema 3
Kondopmubie 0To0OpaxKkeHUus 3J1eMEHTAPHBIMHA

(GyHKRUUAMU

Heobxooumvie nonamusi u meopemol: KOH(POpPMHOE OTOOpa)KeHHE,

IpOOHO-TMHENHAsT PYHKIMS, onpeaesieHust GyHKIUN e’, Lnz, sinz, cosz,
KOH(GOPMHBIE 0TOOpAKEHHUS, 337]aBACMbIE DJIEMEHTAPHBIMU () YHKITUSIMHU.

3agaun

3.1 Ilns oroOpaxenuss W= f(z) HaiiT: a) TOYKH KOMILJIEKCHOM

miockocTd C, B KOTOPBIX OTOOpaKeHUE SIBISIETCS KOH(QOPMHBIM, 0) yro
MIOBOPOTA 0L ¥ KOA(PQHUIMEHT pacTsuKeHUst K B Touke Z,,.

1) f(2)=12% 1z,=1; 6) f(z)=¢e*, z5=i;

2) f(2)=2° 1z,=i; 7) f(2)=e?, z5=-i;
3) f(z)=2"+1 z,=-i; 8) f(2)=e’+2z, z5=i;
4) f(2)=2*+2z, z,=1i; 9) f(z)=e’+1, z,=-1;
5) f(z)=iz?, z,=-i; 10) f(z)=e*’ -z, z5=-i.

3.2 Haritn apoOHo-nmuuelinyto Gynknuo W= f(z), mepeBousiyro
TOYKH Z;, Z,, Zy COOTBETCTBEHHO B TOYKH W;, W,, W,, ¥ OIPEACIUTH,
BO YTO MEPEXOJUT MPU 3TOM O0TOOpakeHuu oodsacts D.

1) z,=-12,=0,2;,=1; w,=0,w, =2i,w, =1+1i;
D:{z Rez>0};

2) z,=—-1,2,=0,2,=1; w, =i, w, =00, W, =1;
Dz{z Imz>0};

3) zy=—1,2,=12,=1-1; w, =1 W, =00, W, =i,
D:{z Rez>1};

8) 2,=—L 2, =0, 2, =i} W=0,W, =1, W, =i;
D:{z Imz<0};

5) 2,=1,2,=0,2,=i; W =i,w,=1w,=-1;
D:{z Rez>—1};
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6) z,=1,2,=-1,2;=00; W, =oo,W, =1 w, =1i;
D ={z||7 <1};

7) 2,=0,2,=1z,=1; w=-Lw,=iw,=1,
Dz{z z—ﬂ<2};

8) 2,=2,2,=0,2,=-2; W, =00,W,=1w, =0;

D={z||z+1<1;
9) z,=i,2,=00,2,=-1; w, =1L w,=0,w,=0;
D:{z z\>1};

10) z,=1,2,=0,2,=1; w, =0,w, =1 w, =o0;
Dz{z z—ﬂ>1}.

3.3 Pemmuth ypaBHEHHE.

1) sinz=+/5; 6) cosz=22i:
2) cosz=-10; 7) sinz=—=/3i;
3) sinz=-2v2i; 8) cosz=-/5;
4) cosz=26i; 9) sinz=-26i;
5) sinz=+/10; 10) cosz =+/3i.

3.4 Haiitu orobpaxenue W =f(z), B3aMMHO-OJHO3HAYHO W KOH-

dbopmHO oTOOpakaromiee o0acTs D B tutockoctn Z Ha o6macth G B mioc-
KOCTH W.

1) D={z|0<Rez<1}, G={z|0<Imw<1};
2) D={z|0<Imz<2}, G={z|0<Imw<2r};
3) D={z|Imz>0}, G={z[Imw>0};

4) D={z|Imz<0}, G={z|Imw>0}

5) D={z|Imz>0}, G={z|Rew>0};

6) D={z|Rez>0,Imz>0}, G={z|Rew>0]
7) D={z|[z|<1}, G={z|Rew>0};

8) D={z|0<Imz<n}, G={z|Imw>0};

9) D={z|Rez>0}, G={z| Imw>0,Rew>0};
10) D={z|Rez>0}, G={z|0<Imw<2xr .
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OOpa3ubl perieHusi TANOBBIX 33124

1 Jlnst orobpakenns W = f(z) naiitu: 1) TOUKM KOMIUIEKCHOM TLIOC-
koctu C, B KOTOPBIX OTOOPaXEHUE SBJISIETCS KOHPOPMHBIM, 2) yroJi OBO-
poTa oo ¥ KO3QPUIUEHT pacTskeHUst K B Touke Z,, eciu

f(z) =ze*, zo =i.

Pewenue. ®yuxius f (z) = ze” apnserca aHanmuTHUecKoil BO BCeid
KOMIUIEKCHOW TUIOCKOCTH W 3a7aeT KOH()OPMHOE OTOOpaKEHHE BO BCEX

Toukax Z miockoctu C, B kotopeix f'(z)#0. 3mecy f'(z2)=e’(1+72).
IMockonbky e° #0, To f'(z) =0 Toneko npu z = —1. Urak, otobpaskeHue

f(z) = ze* saBngercs KOHPOPMHBIM BO BCEX TOYKAX KOMILIEKCHOM ILIOC-

koctu C, KpoMme TOUkH Z = —1.
Yron noBopora o ¥ KodpduUIMEeHT pacTsbkeHHs K B Touke Z, mpH

oroOpaxkenuu f (z) HaxomATCS COOTBETCTBEHHO 10 (popMyiam:
a=arg f'(zg), k=|f'(z).

B namem cryuae f'(zg) = f'(i) =€ (1+i) = e'/2e' 74 = y2e'+7/4),

[Mosromy a=1+m7/4, k= J2.

2 Haiitn npoOHo-nuHeliHy0 ¢yHKmio W= f(z), nepeoasuryro
TOYKU Z,, Z,, Z, COOTBETCTBEHHO B TOYKH W,, W,, W;, U OIPEAEIUTH,
BO YTO MEPEXOIUT IPU 3TOM 0TOOpakeHuu obdnacte D, ecnu

21=-12,=0,23=1;, w=00,W, =1 w;=0;
D={z|Rez<1}.

Pewenue. JlpoGHo-nuHeliHOE TpeoOpa3oBaHue, MEPEBOIAIIEE TOUKU
Z,,2,,Zy COOTBETCTBEHHO B TOYKH W, W,, W,, OJHO3HA4YHO ONpEIEIAETCA

bopMyIIOii:

Wow Wo W Z-7 . Z-2 @)
W—W, W,—W, Z-2, Z,—1Z,
[Tockonbky W, =00, TO, IEpexos K Mpeaeay npu W, — o B popmyie (2),
MOJIy4YUM
W,—W, z2-2, 2,—-1,

Tenepb, MOoACTaBJIAA YKAa3aHHBIC TOYKH, ITOJIYIHUM
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-1 z+1 1
= —, w-1= :
w-1 7 2 z+1

— 27 21 -z+1
=— w=1- = .
z+1 z+1

B cuiy koHpopMHOCTH TpOOHO-IMHEMHOW (PYHKIMU BO BCEH pac-
HIMPEHHOMN TUIOCKOCTH M IMPHUHIIMIA COOTBETCTBUS I'PaHULl NPU KOH(DOPM-

HOM OTOOpaXeHuHu, IpPOOHO-IMHEWHAsT (QYHKIUS W = B3aUMHO-

z+1
OJTHO3HAYHO OTOOpakaeT rpanully oomactu D Ha rpanuiry oomactu W(D).
O6macte D m300pakena Ha pucynke 4. I'panuneit D siBnsiercsa mpsiMast
Re z =1. Haitnem o0Opa3 3To# psiMOii.

7

(2)

7

Pucynok 4 — O6nacts D

B cuity kpyroBoro cBoWCTBa APOOHO-TMHEHHOTO OTOOpaKE€HHUs, 00-
pa3oM Jr000H OKPYKHOCTH WM NPSIMOU SIBISIETCS OKPY>KHOCTh WJIU TIpsi-
Mas. Bo3sbmeMm Tpu pasznuuHble TOYKA mOpsiMoil Rez =1, wnampumep,
z,=12,=1-1,2;=1+1i. Torna

w, =w(z,)=0, w, =w(z,) =-1/5+i2/5, wy =w(z;) =-1/5-i2/5.
Touxu W, W,, W, He JiexaT Ha OJHOW NMpsAMON. 3Ha4UT, 00pa3oM MpsIMOU
Rez =1 sBusercs OKPYXKHOCTb, IPOXOIAIIAs 4epe3 TOYKH W, W,, W,.
HaitgeM ypaBHEHUE 3TON OKPYKHOCTH B BUJIE:

2 2 2
(X=%)"+(y—Y¥)" =R",
rae (X,,Y,) — LeHTp OKpyx) HOCTH, R — panuyc.
[ToxcraBisis B 3T0 ypaBHEHHUE KOOPAUHATHI TOYEK W, W,, W;, ITOJIyYHM CH-
CTEMY
2 2 2
Xg +Ys =R
2 2 2
(-1/5-%) +(2/5-y,) =R
2 2
(C1/5-%)" +(2/5+y,) =R

16



WIH
X, + Yy =R?
(~Y/5-%) +(2/5-y,)' =R” .
(2/5+ YO)2 _(2/5_ YO)Z =0
Perast o1y cucremy, moixydnm X, =—1/2, y, =0, R=1/2.
Wrtak, oGpasom npsimoii Re z =1 siBisiercst OKpyKHOCTB |2 +1/2) =1/2.
[Tosb3ysaCh MPHUHIMIIOM B3aMMHO-OJHO3HAYHOTO COOTBETCTBH,
3aKJI04aeM, 4To o0pa3oM BHYTpeHHOCTH oOnactu D Oynmer BHyTpeH-
HOCTh WJIHM BHEINIHOCTH Kpyra |z+1/2/<1/2. BosbMeM I006yK0 TOUKY
BHYyTpU obnactu D, manpumep, Touky z'=0. Torma w(z') =1 npunan-
JISXKUT BHEIIHOCTH Kpyra |z +1/2<1/2. CnenoBarensHo, npu oToOpaxe-
-z+1

z+1
T. €. BO MHOXECTBO | +1/2| >1/2 (pucyHok 5).

HUHU W =

obnactb D nepeiizer Bo BHEMIHOCTB Kpyra |z +1/2/<1/2,

A Y
. e
A
-1y -2 )0 17" x
/U/ /

Pucynox 5 — O6pa3 obnactu D

3 Perntb ypaBHeHHe SinZ +C0SZ =+/6.

iz —iz iz —iz
. +€

Pewenue. Taxk xak SINZ=———, COSZ = T, TO JAHHOE
YpPaBHECHUE IPUHUMAET BU/I:

eIZ _ e—IZ eIZ + e—IZ

- +
21 2

O603HaunM t = €', Torma

t—%+i(t+%j:2\/€i,

— /6 um e”-—e‘”4—ﬂe“-+e‘”)::2J5i.
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t2 —1+i(t? +1)-26i-t =0.
Tonyunnu kBagparsoe ypasuerue t2(L+i)—2+/6i-t—1+i=0.
D=(-2v6i)> -4 +i)(-1+i)=—-24+4-2=-16, /D =+4i.

tl:2\/€i+_4i :i(x/§+2)(1—i):\/§+2.(1+i)’
2(1+i) 2 2
t2:2\/6i—-4i :\/6—2.(1”).
2(1+1) 2
Takum 06pazom, el = % (1+1), orcrona
iz = Ln(*/g; 2 (1+i)J —In ‘/6; 2 (1+1) +iarg(@(1+ i)j+ i2mk =

J6+2 im . iT .
+—+i2nk = In(/3£2) +—+i2nk, k eZ.
J2 g rieme=in J g riem ke

OKOHUATENIBHO ToTydaeM, uto Z = —i In(v3 £+/2) + % + 271k, ke Z.

=1In

4 Haittm oroOpaxenue W= f(z), B3auMHO-OJHO3HAYHO W KOH-

dbopmMHO oToOpakatoiee obsacTh D B miiockocTu Z Ha obsacth G B 1ioc-
KOCTU W, €Clin

D={z| -n/2<Imz<mn/2}, G:{ZHW\<1}.

Pewenue. OTobpasuM CcHayaja MOJIOCY {z‘ —n/2<Imz<n/2}
Ha TIPaBYI0 MOJYIUIOCKOCTh. [l 3TOrO0 paccMOTpUM OTOOpa)KEHHE
w'(z) = e*. I'pannneii obmactu D sBmsrorcss mpsimble Imz =+ n/2. Ha
npsimoit Imz =7/2 z=Xx+in/2. Ha obpase npsmoii Imz = 1t/2 umeem
wH(z) = "% =e%e'™2 | —o0 < X < +o0.
T. e. obpasom mpsimoit  Imz =1/2  sBisieTcst ayy { Rew' =0, Imw! > O}.
AHaNOrnYHoO mostyyaem, 4to 00pasom mpsmoit Imz =—m/2 sBusercs ayd

{ Rew! = 0, Im wh < 0}. Orcroga 3akimoyaeM, 4YTO O00pa3oM T'paHHUIIbI

(B pacmupeHHON KOMIIJIEKCHOW TJIOCKOCTH) objactu D saBiseTcs MHU-
Masi ock. CumTasi, uto rpanuna obiactu D opuenTupoBaHa Tak, 4To nNpu
e€ o0xozae obnmacts D ocraercs cieBa, B CUIly KPUTEPHST OJHOJIUCTHOCTU

dyHKIEE B o6macTh, 3aKmiodaeM, 4To GyHKIMS W (zZ)=e’ B3auMHO-

OJIHO3HAa4YHO U KOH(GOpPMHO oToOpaxaer oOisacth D B mpaByro mosy-
MJIOCKOCTb.
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Jlnst oTobpaxkeHHs mpaBoil monyriockoctd Rew'>0 Ha Kpyr
‘W‘ <1 Bocnonb3dyeMcsi ApOOHO-IIMHEUHBIM OTOOpaxeHueM. Bo3bmeM Tpu

pa3IMYHEle TOUKH HpsMoii ReW' = 0, Hanpumep,
W =i, W, =0, W; =i,
Y TPU pa3IMUHbIe TOUKU OKPY>KHOCTH ‘W‘ =1, Hanpumep,
w, =1 w, =1, wy =-1.
3aMeTHUM, YTO MPU MEPEXOoAe OT OJHOM TOYKU K APYrod BIOJIb KOHTYPOB
BHYTPEHHHE 4acTU 00enx o0acTel ocTaroTCs CleBa.
JpoOHO-TMHENHOE O0TOOpa)XKeHHEe, NEPEBOASIEE TOUKH Wi, V\é, W%
COOTBETCTBEHHO B TOUKH W, W,, W,, OyJIeT UMEThb BU:
W-W Wy - W W W W W
W—W, W — W, _Wl_"\é Wy W
[ToxcraBinss croia BBIOpaHHBIE TOUKH, OTYYUM:
w-1 -1-1 w'—i —i-i
w—i —-1-i w'-0  -i
w-11+i w—i w-1_w-i
w—i 2 2wt ow—i wrl+i)

Bripa3um u3 sToro paseHcrsa W:

w—i+i-1  w i S b wh—i
Wi w(l+i) w—i  wh+iwt’
i-1 Wi _1_—i—iw1_ 1+w!
w—i whiwt T whiwtiwt—wt
_i_(i—l)(ivvl—vvl)_—Zivvl
1+ wh 1+wh
—2iwt . —2int+i+iwt —iwt i
Orcroma W= THl= 1 = )
1+w 1+w 1+w
- 1 -
1\ — W+
Wtak, B CHIy KpUTEpHs OJHOJIUCTHOCTH, QYHKIUT W(W') = W B3a-
+

MMHO-OJIHO3HAYHO ¥ KOH(OPMHO 0TOGpaxkaer obnacte Rew' >0 Ha 06-
1acThb ‘W‘ <1. Uckomoe xe oToOpaxkeHre W(Z) ecTh KOMIIO3HIIUs OTOOpa-

—ie? +i
1+e’

xernit W(z) u w(w'), T. e. w(z) =
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Tema 4

Nuterpaasl. Teopema Kommu.
Nurerpanbuas popmyna Koum.
dopmyaa Komu 1t npou3BOAHBIX

Heobxooumvie nonamus u meopemvl: UHTETPaIbl OT (PYHKIIMH KOM-
IJIEKCHOTO TEPEMEHHOT0, MHTErpayibHas TeopeMa Komm, mHTerpanpHas
dbopmyna Kommu, naterpansuas Gopmyna Ko 115t mpon3BOHBIX.

3agaun

4.1 BwuucauTh WHTETpA jf(z)dz ot 3amanHod ¢Qynknuu f(2)

Y

110 YKa3aHHOM KPUBOW 7 .

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)

8

|

9

N

10)

f(z)=Rez, y — paamyc-BeKTOp TOUKU Z =2 +1;
f(z)=Imz, y — pagnyc-BeKTOp TOUKH Z =2 —1i;
f(z):‘z‘ Y:{ HZ‘=2 OSargZSTc}, Ha4yaJo B TOYKe Z = 2;

f(z) = { HZ‘ —n/2<argz<n/2} HaYano: Z=i;
f(Z)—Z y = { ‘ 2| =3, ImZ<O} HAYano B TOUKE Z = —3;
f(z)—z z, 1= {2 z||7 =2 2, —m<argz<m|;

f(z)= y=1z||4=1-n<argz<ny;

f(Z):ﬂ’ y={sz‘=2, ImZSO}, HAYaJIO B TOUKE Z = —2;

f(z):z-‘z‘, yz{ZHZ‘zl, ReZSO}, HA4yajo B TOUKE Z = —I;

f(z) =e*, y — nomanas, coenunsromas Touku 0, 1, 1+i.

4.2 C mnomoiplo uHTErpanbHOM (opmynbl Kol BBYUCIUTH

[ﬁh(z)dz 10 3aMKHYTOMY KOHTYpY C (00XOJ B MOJIOKHUTEIHBHOM HaIpaB-

Y
JICHUMN).

1)

m(z+i)/2

h(z) = 2
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2) h(z)= il,a z—ﬂzt

3) h(z)—Z L , Ct |z +i]=1;

) h()_w C: |2-1=05;
5) h()_fm““” C: z-3=2

6) h(2)=— +4 C: [2-2i=3

7) h()_%ﬁ%gQ C: |z-1=1;

sinz- cos(z 1)

8) h(z)= T , C: |z-1=05;
9) h(z):%zzz/f)g, C: |z2-1=2;
1m|n)_2€i$%5,c:M=

4.3 Ilpumensis uHTerpanbHyro Gopmyny Kommu mjiss mpousBOIHBIX
AHATMTHYECKOHN ()YHKIINH, BEIYUCIUTD HHTETPa mg(z)dz 10 3aMKHYTOMY

Y
KOHTYPY C, IMPOXOJAMMOMY B IMOJIOKUTCIbHOM HAIIPABJICHHH.

1) g(z)=(z_+l)1 ¢ [2]=2;

2) g()—(‘°"”Z  C: [z+7/2=3

3) 9@)=E%%3,C:V—H=Q&

1) 9(2)= (Zciz)s, C: [|=4

5) 9(2):(2_2)§(z+4)’ C: |2-3=5;
6) g()—%, C: |]=1;
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sinz

7) g(z):m, C: |z+4]=3;
8) g(z)=CZ—T, C: |z|=5;

Inz _ L
9) g(z)_m, C: |z+3i|=2;

inz

10) g(Z):deﬁ, C: ‘2—3‘:2.

OO0Opasubl pemieHUsi TUMIOBBIX 32124

1 BpuucnuTh HMHTETpAN If(z)dz or 3amanHod OGyukmuu f(2)

Y
110 YKa3aHHOM KPUBOM Y, €CIIH

f(2) =z -z, y:{sz\:Z, Rez>0|

Pewenue. TpebOyeTcs BBIYUCIUTH HZ‘S .20z, Tme y — mpaBas 4acTh
Y
OKPY)KHOCTH pajnyca 2 ¢ IIECHTPOM B Havajie KOOPAUHAT.
Eciu ypaBaenue quaun C mmeet Bux Z = Z(f), a <t<f3, o

p
I f(z)dz = I f(z(t))-z'(t)dt.
C o
B nanHOM ciniydae ypaBHEHUE KPUBOM Y MMEET BUJL:
z=2¢e", —m/2<t<n/2.

Torma ‘Z‘ =2,7=2e"" , IO3TOMY HZ‘S .z2dz =
Y

/2 _ _ /2
= [8-2e7" 2iedt=32i- [dt=32ni.
—r/2 -7/2

2 C nomomnibto uHTErpanbHOi hopmyssl Komm BBI‘II/ICJII/ITBmh(Z)dZ

Y
10 3aMKHYTOMY KOHTYpY C (00X0/1 B IOJIOKUTEIILHOM HAIIPABIICHUH ), €CIIN

in(z+2)
h(z) = —

2—, C: ‘Z+2‘:2.
2°+6z+5
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pin(2+2)
Pewenue. TpeGyercs Bolanciuts | ————dz.
‘Z+2‘:2 2°+6z2+5
3HaMeHaTes b MOJbIHTErPAIbHON (PYHKIIMM O0OpaliaeTcss B HOJIb B TOYKAX
—1u —5. Touka —1 neXUT BHYTPU JAHHOTO KOHTYpa, a TOYKAa — D BHE
ero. Jlus mpuMeHeHuss uHTerpanbHoi Gopmyiasl Komu nepenwuiineM naH-
HbIM UHTErPAJ B BUJE:

oin(2+2)
eirr(z+2) eir:(z+2)
T 4= | d= [ —2%5 g
z2+2|=2 Z +62+5 z+2|=2 (z+5)(z+1) z+2= 22— )
in(z+2)
3necy f(z)= = AHAJTMTHYHA BHYTPU U HA OKPY>KHOCTH ‘Z + 2‘ =2
Z+
a Touka Z, = —1 HaXOAUTCS BHYTPHU dTOH OKPYKHOCTH.
oin(2+2)
[To nnTerpansHoii hopmyie Komn, j —dz =

‘Z+2‘ 22 +6z2+5

in

. . . e .. T
=2mi - f =2mi- f(-1) = 2ni-— =—(cos sinm) =——.
mi - f(z,)=2mi- f(-1) =2mi 2 2( n+isin ) 5

3 Ilpumensia uarerpaibHyo hopmyny Koy 115 mpou3BOIHBIX aHa-

JUTUYECKON (YHKIMH, BBIYUCIAUTH MHTETrpai mg(z)dz o 3aMKHYTOMY

Y
KOHTYPY C, IPOXOAUMOMY B ITOJIOKHUTCIIPHOM HallpaBJICHUU, €CIIH
32
9(2)=—-7, C |27=
(z-1*

eSz

Pewenue. Tpebyercst BEIYUCIUTD J' ——dz.
2j=4 (1)
[Tpumenum popmyny:

() n! f(z)
f (ZO)_Z |Eﬁ(z—z )n+1OIZ

Bossmem f(z) =e, Zo=1, n=3. Torma f(z) aHanuTMYHa BHYTpPHU

Y Ha OKPY>KHOCTHU ‘Z‘ =4,aT04Ka Z;, =1 neKUT BHYTPU 3TOU OKPYKHOCTH, U

3z :
[ & ar=2M ()= f<3>(1) ™ 27¢® = 9nedi.
2j=4 (2-1) 3 3
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Tema S
Pa3jioxkeHne aHAIUTHYECKUX QYHKIMHA B PAAbI
Teisiopa u Jlopana. TeopemMa eAMHCTBEHHOCTH

Heobxooumvie nonamusi u meopembvl. CTEIEHHBIE PAIbI, 00JACTh
CXOJMMOCTH CTENIEHHOIo psana, psan Teiopa, psan Jlopana, teopema Tei-
Jopa, teopema JlopaHa, TeopeMa €OUHCTBEHHOCTH Ul AHAJUTHYECKUX
GyHKINHN.

3agaun

o0
5.1 VkasanHble QYHKIMA PA3IOKUTL B CTENIEHHON psin Y. C (2 —Z,)"
n=0
Y HalTH PaiiyC CXOJIUMOCTH IOJyYEHHOI'O CTEIICHHOTO Psijia.

D @)= 7=2
)@=t 2=t
3) (Z)_(z+21)2’ Zo =1;
8 f(2)=sin’z, 2,=0;

5) f(z)=(z+15)2, 26 = 0;
6) (Z)_(z+2)2’ z, =1;

7) f(z2)=e"", z,=-1;
8) f(z)=cos(3z-1i), z,=0;

2
9) f(z)=

=

1
3z+1'

10) f(z)=

ZO :_2.

5.2 HaliTu Kpyr CXOJIUMOCTH CTEIEHHOTO psijia, B TOM Kpyre mpo-
CYMMUPOBATh JAHHBIA CTEIIEHHOM PSI.
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2n+1

< n. - Z
1) Z(n+1)z : 6) nZ12r1+1
2) i z 7) znz
n=1N
3) i 5 S
= n=1 N
4) Z_: n 2 Z n+1
5 (1"l

5.3 Paznmoxuth ykazanHyio ¢yHkiuio B psg Jloparna B kombile K
U B OKPECTHOCTH TOUKHU Z = 00

1) f(2)= (1Z_+1) K ={0<[z-1 <1}
1 .

2) f(z):m, K={0< z—|\<2};
1

3) f(z):m, K={0<|z+1<2;

7% -22+5 B 4o,
4) f(z)_(z—Z)(zerl)’ K={0<|z+i|<2};

5) f(2)= z° ,K={1<‘Z—1‘<3};

Z(Z— 4)
6) f(z)—Z - K ={1<z+2i|<3};
7) f(z):ﬁ, K ={1<[z-2i|<2};
8) (z)_m K={0<|z+i|<2};
9) f()_z(1 5" K ={0<|7<1};
10) f(z)z(z—i)z(z+3)’ K ={1<|]<3}.
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5.4 BbIACHHTB, CYIISCTBYET JIM aHaIUTHYecKass yHkius f B kpyre

U= {Z‘ ‘Z‘ < 2}, YIIOBJIETBOPSIOIIAS 3aJaHHBIM YCIOBHSM.
1/n>, n#lneN .

1) f(ﬂn):{o,nzl ,
2) f(/n)=sin*(mn/2),neN;

3) f(/n)=@/n?)cos?(nn/2),neN;

4) f(j/n):{()z/:,:nlil,neN ’
5) f(l/n):nLJrl,nEN;

1 .
°) f(1/n)_1+cosz(nn/2)’n€N’

7) f(1/n)=3+cos’(nn/2),ne N;
8) f@/n)=f(-1n)=1/n?;
9) fWn)=f(-1n)=1n%;

n=2k,
10) f(l/n):{é/r;jzk_l keN.

OOpa3upbl pemieHusi TUMIOBBIX 33124

1 ®ynxuuio f(z) pasnoxurs B creneHHoi psax ».C.(2—12,)" u

n=0
HaWTH paanyC CXOAUMOCTH IIOJIYUYCHHOI'O CTCIICHHOI'O pslad, CCIN
4 :
f(z)= Z, =1
1 40
(z+1)?

Pewenue. TpebOyercst pasznoxuts ¢yHkiuio f(z) mo cremensam

1
(z—2,). Paznoxxum cHauana ¢pyHkuuio g(z) =—— no crenewsm (Z —z;).

1 1 1 1
g(Z):z+1:z—i+1+i BT
1+———
1+1

Bocnone3yemcs pasiioxxkeHueM
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- i( 1)"2", |z]<1.

YT0OBI BOCIIOJIL30BATLCSA 3TUM HepaBeHCTBOM, HCO6XOI[I/IMO BBIITOJIHEHHUEC
i :
— <1. OHO BBIIOJHAETCSI B OKPCCTHOCTH TOYKH ZO =1

YCIIOBUSA
1+1

U (i;+/2) = {Z HZ — i‘ <2 } B 310l OKpecTHOCTH MOTYyYUM pa3iioKeHHUE

= Y (-1 ( .ijn, z-i|<+/2, Torma

1+Z n=0 1+
1+i
0@)=5 0 iy jo-i|< 2.

n=0(1+1)
[TockoabKy CTENEHHOUW PsJl BHYTPH Kpyra CXOJWMOCTH CXOJUTCS PaBHO-
MEPHO, TO €r0 MOKHO MOWICHHO Tipoauddepenimponats. [lomyanm:

1 ( 1) s\n=1
9'(2) = 1+ nzl(l —(z—1)"". Torma

Z Z—1 I
fz)= (z+1)% (z+1)°2 ’ (2 +1)?

n+1 n+1

(-1) (-1) -1 _
- nzl(l )I’H—l nzl (1 )n+1 ( )

(- 1)”+1 n (-D"i(n+1), . _
nzl(l )n+1 R +§o (L+i)"*? (2= =

; o (_1] n+1 1 _ n _

PaI[I/ch CXOI[I/IMOCTI/I MO>KHO BBIYUCJIINTb U HCIIOCPCACTBCHHO!

1
Ilm\/7 1 [ n+1 =2
N—e® n_m (\/E)nﬂ n

1+i n
2 Haiitu kpyr CXOaMMOCTH CTEIIEHHOTO psija, B 3TOM Kpyre Ipo-
CYMMHUPOBATh CTENICHHOW PsiJ

S (-)"nz".
n=1

o0
Pewenue. PaccMotpum creneHHol psag Y. 2" . Ero pagdyc cxomumocTu
n=0
COBIIAJAET C PAIIYCOM CXOJIMMOCTH JIAHHOTO psifia M paBeH | (1oka3ats!).
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B kpyre cxoauMocTH 3TOro psija, T. €. Ipu ‘z‘ <1, nmeer MecTo paBeH-

X 1
CTBO » Z" =—"—, W psiJl MOKHO MOWIEHHO auddepenmupoBars. [Toaromy
n=0 -7
- n-1 __ 1
dnz' = >
n=1 (1-2)

VYMHOXkag Ha Z 00e yacTu IIOJIYYCHHOI'O PAaBCHCTBA M IIOACTAaBJIAA B HCTO
BMECTO Z NECPEMCHHYIO —Z, IOJIYYUM

Z( 1)"nz"

(2

3 Paznoxwute Gynknuto f(z) B psn Jlopana B kosbie K u B okpect-
HOCTH TOYKH Z, =00, €CIIH

1
f(z)_m, K={2<|z+1<3}

Pewenue. Tlpeacraum f(z) B BueE:

1 1 1

f(Z):(z—l)(z—Z): -2 z-1

Jlanee paznoxxum (PpyHKIIUIO > B Kpyre ‘z +1‘ <3, a QyHKIUIO Ll Ha
Z v

MHOKECTBE ‘Z +ﬂ > 2 o crencHsaM (z +1). Nmeem:

1 1 -1 1 [|z+]]
— = <3|=
z-2 z+1-3 3 1_Z+1 | 3|
3
o n
:__z(Hl) _—Z(Z+ll) , |z+1<3.
3n 0 - 3n+
1 1 1 1 ] 2]
z-1 z+41-2 z+1; 2 |[z+1]
z+1
o n
- V1z+1> 2.
Z+1nzO(Z+lj Z:: z+1)n+1 2+4
OKOHYATEJIbHO UMEEM:
1 o &@@+yr & 2
22—3z+2 Z_:o 3+ 2_:0(2+1)n+1
=—Z n+l(z+1)“—z n+l(z+1) 2<|z+1<3.
n:—oo n—O
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JIist OSTydeHus! pa3jioKEHUsI B OKPECTHOCTH TOUKH Zy =00 C/IeIaeM
sameny z =1/€, torma £=1/z, &,=0

T i S
103, e 25-DE-12)

3
-
1
é[% 1 &- Wj

B oxpectHOCTH TOUKH &) = 0 moxy4nm

1 00
DI Zén mpu [g[<1,
n=0

a —
1 2 S n_ - n+len
& 1/2 1- 2§ né) 28)" = ng%)z ¢ mpu ‘é‘ <1/2. Torna

f/e) = a{— 28" 202””8‘) = 20(2“” -1k, [g <12

Bo3sBpamjasich k mepeMeHHON Z, OJy4HM UCKOMOE Pa3JIoKEHUE B OKPECT-
HOCTH TOYKH Zj; =00

f(2) = i(z”+1 )Zl

7> 2.

4 BBIACHUTH, CYIISCTBYET JM aHamuTH4eckas GyHkius f B xpyre
U

{Z‘ ‘Z‘ < 2}, YAOBJIETBOPAIONIAsA 3aJaHHBIM YCJIOBHIM:

f (1/n) =(1/n) cos(nn).

Pewenue. f(1/n) =(1/n)cos(mn) = (-1)"/n.
PaccmoTpum MHoxectBa E; ={1/(2n)}" u E, ={1/2n+1)}", u3 U.
Onu nmerotr B U mpenenpHyro Touky z, =0.

C ommoii croporsr, f(1/(2n))=1/(2n) =g(1/(2n)), rae g(z) = z. Tak
kak Ha E; f(z)=9g(z), 10, MO Teopeme emunctBennocty, f(z)=g(z) n
Ha MHOXecTBe U .

C napyroii croponsr, f(1/(2n+1))=-1/(2n+1)=h(l/(2n+1)), rme
h(z) =—z. Ilo Teopeme equnactBenHoct, f(z)=h(z)=-z npu zeU .

Wrtak, eciu mpeArnonokurb, 4ro f(z) cymecTByer u ymoBICTBOPSET

JaHHBIM YCIIOBHSIM, TO OHA OJJHOBPEMEHHO paBHa Z W —Z Ha U . D10 1mmpo-
THUBOPEYHE TOBOPUT O TOM, 4TO f , yJOBIETBOpSIONMAs 33JaHHBIM YCIOBHUSIM,

HC CYHICCTBYCT.
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Tema 6
Kunaccudukanusi H30JUPOBAHHBIX 0COOBIX TOYEK.
BorueTnl. OCHOBHASI TeopeMa 0 BblueTax

Heobxooumvie nousamus u meopemvi. KiacCuPUKALMSA U30IUPOBAH-
HBIX OCOOBIX TOYEK, BBIUET (DYHKIIMH OTHOCHUTEIHLHO H30JUPOBAHHOM OCO-
00li TOYKH, BBIUET B OCCKOHEYHO yMaJICHHOW TOYKE, OCHOBHAs Teopema
O BBIYETAX, CJICACTBUE U3 HEE.

3agaun

6.1 Haiitu m3ommpoBaHHbIe 0coOble Touku GyHkiuu f(z), onpene-
JIMTh UX XapaKTep HCCIIEA0BaTh MMOBEACHUE PYHKIIMHA B OECKOHEYHOCTH.

z 1
1) f(z)_22+l, 6) f(z)_m,
2) f(z)= 32 7 f(z)=2%Y":
23 mnz
3) f()=— 8) f(z2)=
) f(2) 2 1) ) ()=
4) f(z)= 4>+1; 9) f(z):shrgg,
5) f()_Z+1 10) 1(2) =2

1+ 2%

6.2 KnaccuduiupoBarh H30JUpOBaHHBICE OCOObIE TOYKH (YHKIIUU
f (z) v HaliTH B HUX BBIYCTHI.

1) f()—(s'i‘lz)- 6) f(z):zsinziz,

2) f(z):22+l; 7) f(2)=2z2%"":
_CO0SZ 7t

Y 1= 8) f(2)= —( 7
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sin(nz) . sm z

4) f(Z)=(Z_l)2, 9 (@)=
2’ ~ eZ
5) ()= 10) 1@)= 50—

6.3 Bprauciurh m f (z2)dz c moMoIIbIO BHIUETOB.
c

cos(lz)

1) (@)=

2) f(2)=
3) f(z2)=1z e”z, C: |z+1=3;

, C z-1=2;

sm z

€z =2;

4) f(z):sin1+ezz-cosz, C: |7|=2/3;

z
5) f(z):zzsin]/z, C: z+1=2;
6) f(z)= ( ) C: |z+2i|=2;
7) f(z)_ . L Clz-1=3:
( o7 z-1
8) f(z)— . C 2] =
9) f(z)=22+1, C: |z-i[=3/2;
Y eZz c ~
10) f(z)—23(2+1, L 2| =

6.4 C IMOMOIIbIO TCOPHUHU BbLIUCTOB BBIYUCINUTD HECOOCTBEHHEIE

AHTETPAIbL.
A dx 2 c0os 2xdx
Dol R
+00 XZdX +00 2
2) — 7) —d
_L (x?+af _L x* +1
A dx 0 Xxsin 2X
3 ) 8 dx;
) { (x2+1XX2+4) ) _{0x2—2x+10 X
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+0 dx +0 cos xdx

4 ; 9 ;

) e (xz +2X + 2)2 ) —J;o (X2 +4)x? +9)
= sin xdx Xadx

R _joom 10 —'[o (x +3|x+4) |

6.5 C momoIpl0 TEOPUHU BHIYETOB BBIUMUCIUTh HHTETPAIbl OT TPUTO-
HOMETPHUYECKUX PYHKIUH.

ZJ.n d(P . 6) 2ch d(P .
03+4icose 18— 6i003(p’
v sin?
2) [ ) e 4
o (2+cos ) 2+5|n(p
2T oin?2
3) I sin .(p o: I sin® _sin"o
03— 23|n(p 5+4COS(p
cos? v d
4) J ! 0) [
2+COS(p 03+ 2C0SQ
27 d(P . 27 d(p
I3—25in ’ 10”5 4 '
0 o) 0D+ 4coso

OOpa3ubl penieHUs: TUMIOBBIX 32124

1 Haiitu usonupoBaHHble 0coOble Touku ¢yHkiuu f(z), ompene-
JMTh MX XapakTep, MCCIIeI0BaTh MOBeaeHUE (DYHKIMU B OCCKOHEYHOCTH,
ecIiiu
1-cosz

@)= z1-2)

Pewenue. ®ynkuus f(z) ananuruuna Bo Bcelt mockoctu C, Kpome
Touek Zz=0u z=1.

1 z2(1-2)
f(z) 1-cosz
o) =0, ¢'(2) = (1-2z)(1—cosz)—z(1- z)smz’ (1) = 1 y

(1—cos z)? cosl-1

Hccnemyem caauana touky z =1. [lycts ¢@(2) = . Torna
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CrnenmoBarenpHO, Touka Z =1 sBisercss HyJaEM KpaTHOCTH 1 JUIsl pyHKIMH
¢(2). A 3naunr, f(z) umeer B Touke Z =1 MOJIFOC TIEPBOTO MOPSIIKA.

Paznoxxum B psa Jlopana ¢yaknmio f(Z) B OKPECTHOCTH TOYKH
z=0.Ilpu 0<‘Z‘<1 UMeEEM

3 2
:££—2—+...J(1+ z+17° +...):£+Z—+z3(£—1j+
2! 4l 21 2 21 4

DTO0 pa3yioKeHNE HE COACPIKUT OTPUIIATEILHBIX CTENEHEH Z. 3HAUUT, TOUKA
Z =0 — ycTpanumasi ocodast Touka.

Uccnenyem Tenmepp TOYKy Z =oc0. BBeaem 3aMeHy IE€pEMEHHOM
z=1/& u paccmorpum ¢ynkmmo ¢(z) = f (1/€). Haiimem pasnoxerune
B psn Jlopana ¢pynkuun ¢(&) B Touke &; = 0. Mmeem npu 0 < ‘é‘ <1

_ 1-cos(l/g) _E*(1—cos(L/€))
0(e)= Ve)a-ve)  g-1

_ _gz[i—i+...](1+&+&2 +...):

Ae? - agt

1 (1 1 1 ) 1(1 1 1 j ( 1 1 1 j
=t | =R - =t |+
g2\4! 6 8l gl4! o 8 21 41 ¢l

1 1 1 f 1 1 1
T ——+———+... |+ | —=+—=—=+... |+
21 41 ¢ 21 41 6

DTO pa3noXeHHE COJEPKUT OCCKOHEYHOE YMCIIO OTPUIIATEIBHBIX CTere-
Her §. CrepoBarenbHo, Toduka &, =0 sBIsgETCA CyLIECTBEHHO OCOOOU
Toukou s pyHkuuu @(§). A 3HAUUT, TOUKA Z = 00 SIBIISIETCS CYIIECTBEH-
HO ocoboit mst pyrkuu f(z2).

Ilpumeuanue. — To, 4TO TOYKA Z =00 SABJISIETCSl CYIIECTBEHHO OCOOOM

Toukoit ms pyukiuu f(z), cnenyer taxxke uz toro, uro lim f(z) ue cyme-
Z—>0

1-cosz 2-e” —e™”
z(1-2) 272(1-2)

crByer. JlefictBurensHo, Tak kak f(z) = , TO, ToJIaras
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1-cos X

X(1—X)

2-e 7V —e’ 2-e7V-¢
2iy(1-iy)  2y(y+i)
_(y-@2-e?-¢¥) 2-e’-e’ .2-e7-¢

= i ,
2y(y* +1) 20y +1)  2y(y*+))
nostomy f (ly) = oo mpu y — .

Z =X, monyunm f(X) = — 0 mpu X — .

A npu Z =1y umeem f(iy) =

2 KnaccudunupoBarh H30JUPOBAHHBIE OCOOBIE TOUYKH (YHKIIUU
f (z) v HaliTH B HUX BBIYETHI, €CITU

f(2)=

cos(nz)
(z+1)%

Pewenue. Jlannas ¢GyHKIMS aHaAIUTHYHA BO Bced rmIockoctu C,
1 (z+D)°
f(z) cos(nz)
B TOUKE Z = —1 HOJIb BTOPOTO MOPSAAKA, TOCKOIBKY Cos(nz)‘zz_l =-1+#0,
2 _ 2 _ _
2+ =0, (@+?)  =(z+2)_, =0,

((z +1)2)"‘Z:  =2#0.

KpoMe Touku Z =—1. PaccMoTpuM (pyHKIMIO . Ona nmeer

CremoBarenbHO, TOYKA Z = —1 SBISIETCA IOJIIOCOM BTOPOTO MOPSAKA IS
byukmun f(z).
Beruer ¢pynkuun f(z) orHocuTensHO mostoca Z, MOpsIKa N BBIYHC-
asieTcs o popmyiie:
res f(z) =c_, = lim ((z-z,)" f (2))" ™.
7=1, (n=1!z>z
B namiem cinydae npu N = 2 umeeM:

res f(z)= ZD) Zli_)njl(cos(nz))': ZI L”f'l(_ nsin(nz)) = —nsin(-n) = 0.

PaccMoTpuM TOUKy Z =oco0. DTO u30JaMpoOBaHHas ocobast Touka. Jljis
HAXO0XICHHUS BbIYETA B OTOM Touke pazioxuMm ¢yukuuio f(z) B psag Jlo-

paHa B OKPECTHOCTH TOYKH Z=o00. J[Ig 3TOT0 pasaoXuM (QYHKIHIO
¢(&) = f (1/E) B psan Jlopana B okpectHocTH ToukH & = 0. Mmeem:

e ¢
o= TR =o)Ly
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2 4
Ecnm ‘&‘ <1, 10 @(§) =£l—27!t?+47!t?—__)§2(1—§+§2 _g? +.,.)2 =
2 4 6
2 4 6
=(g2—%+4’!‘?—6’!‘?+...](1—2g+3§2—4§3+5g4—6§5+...)=
( n? 3n* 5n° } (27:2 4n*  61° j
=t ——F+———+... [+ — + — |+
2! 4l o! 2! 4l 6!

[Toatomy pasnoskenue B psij Jlopana ¢pyHkiuu f (Z) B OKpECTHOCTH TOUKH
Z = o0 UMEET BUJI;

21?2 4n*  6rn° 1 n® 3rn* 5r°
f(z)=...+ — + — || = ———+ . [+

2! 41 6! Z 21 4 6!
2n?  4n*  6r° , T n° rd
Orcroma €, = o a + o — =T _§+§_?+ —
I B
:n(n——+———+.}=nsinn=0.
3 5 7

Uraxk, res f(z)=—c_, =0.
Z=00

Ipumeuanue. — Bouer Gpyrkiuu f (Z) B Touke Z = 00 MOXKHO ObLIO HAMTH

C TOMOIIIBIO CJIEACTBHS U3 OCHOBHOM TeopeMsbl 0 BbrdeTax. COriacHO CIIEICTBHIO,
eci Qyukims f(z) anaauTuyna Bo Beeil pacIIMpeHHOM ITIOCKOCTH, 38 HCKIIKOYe-

HHEM KOHEYHOIO YKCIIa H30JMPOBAHHBIX OCOOBIX TOYEK, TOTJIa CyMMa BCEX BbIYE-
toB pynkumn f (2), BKiIrouast BEIYET B TOUKE Z = 00, paBHA HYIIIO.

To ects Y. res f(z)+res f(z)=0, rae z, (k=1,2,...,n) — Bce ko-
k=1Z=Zk Z=00

HEYHbIE U30JMPOBaHHbIE 0coObie Touku QyHKiMu f(Z), Touka Z = o0 TOKE 5B-
JIIETCS M30JIMPOBAaHHOM 0co6oi Toukoi Gpyukuuu f(z).

B Hamem cnydae Z =00 SBISIETCS CYIIECTBEHHO OCOOON TOYKOM

. yA
¢ynakmuu f (z), mockonbky lim &(752) HE cyliecTByeT. JleicTBUTEIbHO,
2% (2 +1)
. cos(mx . cos(i . eV 4e
i S iy S _ € e
x— (X +1) yoo (ly+1)°  y-= (iy+1)
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Ha ocHoBanumn CJICACTBHUA NUMCCM.
res f(z)+res f(z)=0.
z=-1 =00

[Tockonbky res1 f(z)=0,Tom res f(z)=0.
I=— =00

3 Beruucouth m f (z2)dz c moMomIbIO BBIUETOB, €CITH

c
3

YA
f(z)=——, C: [z-3=4.
COSz
Pewenue. ®ynkmus f(z) sBasercs aHaIUTHYECKOW BO BCEH IUIOC-
koctu C, 3a uckmouenneM Touek Z =7/2+7nk (k=0,+£1,£2,...). Buyrpu
JTAaHHOTO KOHTYpa ‘2—3‘ =4 nexar JBE W30JIMPOBAHHBIE OCOOBIC TOYKH:

2, =7/2 u 7, =3n/2. JlaHHBIil KOHTYP COIEPIKHUTCS, HATIPUMEDP, B KPYTe
3

‘Z — 3‘ <45, B kotopom pyuknus f(z) = SIBIISICTCS AaHATUTUYHOH, 32

C0S 7z
UCKIIFOYEHHUEM TOYEK Z; U Z,. 110 OCHOBHOU TeOpeME O BbIYETAX,
3 2 3
YA . YA
[ ——dz=2mi-> res——.
2-3-4€0SZ k=12=2x COS Z
3
Z VA
[Tockombky f(z) = = 0(2) , e ¢(z)=12°, y(z)=cosz, byHkuun
cosz  wy(2)

¢(z) n y(z) aHATMTHYIHBI B TOYKAX Z; U Z,, IPAYEM BBIIOTHIIOTCS YCIIOBUSI:

o(z,) #0, w(z,) =0, y'(z,) #0, mpu k =1; 2,
TO TOYKH Z; U Z, SBISIOTCS MOJIFOCAaMH NiepBoro nopsiaka pyakmun f(z).

Tak kak res f(z)=M,
=2y v'(Zy)

z® (n/2)* e’ z3 (3n/2)° 27 4
res =— =——, [I6s = =g T
2=1/2€0SZ  —Sin(m/2) 8 z=3w2cosz -sin(3m/2) 8

3 3 4
Uraxk, I Z—dZ:Zni-(%ns—n—J:Bn I.

TO

4C IMOMOIIBIO TCOPUH BBIYCTOB BbIYUCIIUTD HECOOCTBEHHBIN HHTCTPAI

+00 2
R
0 X" +1
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Pewenue. Tax kak mojpIHTErpanbHas (QYHKIMS YeTHAsS W JaHHBIN
HUHTETPaJI CXOJIUTCS KaK Heco6CTBeHHLIP”I TO

*T X +1. jx 14
ox +1 XA +1
2
z°+1
PaccmotpuM yHKIMIO KOMIUIEKCHOTO Tiepementoro f(z)=——-.
2" +1

Havinem nynu 3namenarens. Pemas ypaBHeHue z* +1=0, [1OJIy4YUM

‘ =-1 nm z :44/_1:ei(75+2nk)/4’

Z, = eITE/4’ Z, = e|3n/4’ Z, = e|5n/4’ Z, = e|77t/4 .
Oynknus f(z) ananuTrYHA BCIOMY B BEPXHEH MOJIYIUIOCKOCTH M Ha JCH-

V2

. 2 : :
CTBUTEJIBHON OCH, KPOME TOYEK Z; = 7(1+ )u z, = 7(—1+ 1). B aTux

TOYKax OHa UMCCT IIPOCTLIC I10JIIOCA C BbIUCTAMMU:

2 2 in/2 - _
res f(z):z4—+1 _4 zlze - 741:'+1e—|3n/4:
=h '+, 47 4™ 4
:§<i+1>-¥(i+1) =-%(i+1)2,
2 i3n/2 s
res (2) =22 1= E Rt e 2y
=2 4z; 4" 4 8
[Tpumenss cpopMyJIy

j f(x)dx = ZTEIZ res f(z), umeem

1Z Zy

+002 _l _ \/_ 2\/_ 2
{)(+1 _Eimfngﬁrﬂ)+7;a—0)_

i .%((1—02 —(@+i)?)=ni -%-(-40 =%n

5 C nmomoIpi0 TEOPUH BBIYETOB BBIYUCIUTH WHTETPaAl OT TPUTOHO-
METPUYECKON (HYHKITUU

27
f 0059 0
0 9—3sino

. i Jio 1
Pewenue. Beenem 3ameny nepemennoi z =e'%, torma e '% ==,
Z

e yre™ 7241z ev—e™ z-1z
CosQ = = , sing=——~—— =227
2 2 21 21
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Ecmu ¢ €[0;2n], Torna z mpoGeraer eMMHUYHYIO OKPY>KHOCTb, T. €. ‘Z‘ =

dz idz

Tak kax dz =ie'°do = izde, To d(p—Ez—T Terneps
2n i
I COSP_ 4= I |(z+]/z)/2_ dr- | - z+.]/z d7 —
05-3sing ;4 (6-3(z-Vz)2i)z  ,4iz(10+3i(z-1/2))
2% +1

= dz
721 2(10iz —32° +3)

CoryacHO OCHOBHOM TeopeMe O BhIYETaX, MOCISAHNN HHTETPaJl paBeH 2T,
YMHOXX€HHOMY Ha CyYMMY BBIYETOB B M30JMPOBAHHBIX OCOOBIX TOYKAX
2% +1
bynkmuun  f (z) = : > , IeXAIIMX BHYTPU KOHTYpa ‘Z‘ =
z(10iz —3z° +3)
Pernm ypaBuenne 3z2 —10iz —3=0.
D=-100+4-9=-64, VD =48i,
10i +81 . 10i =81 i
) = =31, z,= =—.
6 6 3
[ToCKOJIBKY Z, JIEKUT BHYTPU KOHTYypa ‘z‘ =1, a z; — BHE ero, TO

2% +1
221 2(10iz —32° + 3)

Toukn z=0 u Z=1/3 SABIAAIOTCA MOJTIOCAMH TIEPBOTO MOPSAAKA (PYHKIIAH

dz =2mi - (res f(z)+ res f(z))

z=0 z=i/3

f(z), moatomy

2
2241 | 1
res f(z) = ==,
Al 2'(10iz -322 +3),_, 3
res f(2) 2?+1 | 2+l | —v9+1 1
2=1)3 z(lOiz—322+3)"Z:i/3 2(10i-62)|,_, . i/3(10i-2i) 3’
COoS ¢ (1 1
Wrak, I4d =2ni-|=-=1=0
09—3sing 3 3
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Tema 7
Hpuauun aprymenra. Teopema Pyue

Heobxooumvie nonamus u meopemvi. JOTapu(PMHUUECKUNA BBIYET,
OPUHIUI apryMeHTa, Teopema Pyie.

3anaumn
7.1 Haiitu yucno kopHeit ypaBaenust f(z) =0 B o6mactu D.

1) f(z)=z*-8z+10, D:{sz\<1};

2) f(z)=z"-8z+10, D:{sz\<3};

3) f(z)=z"-52+1, D={sz\<1};

4) f(z)=2"-52+1, D={z‘1<\z\<2};
5) f(z)=2°-142®-3z2+2, D:{ZHZ\<1};
6) f(z)=z"-5z*+2?-2, D:{ZHZ\<1};
7 f(z)=2°+15z-1, D:{ZHZ\<2};

8) f(z)=2z"-15z+1, D:{z‘1<\z\<2};
9) f(z)=2"+1002-2, D={z|1<|z<2;
10) f(z)=2°~2+10, D={z|1<|]<2].

7.2 OnpenenuThb, KaK PacIioyIOKEHbI 10 KBaJpaHTaM KOPHH ypaBHe-
aus f(z)=0.

1) f(z)=2°"+z+4; 6) f(z)=2z"-32°+32°-z+1;
2) f(z2)=2%+2+3; 7 f(z2)=2°+2+6;
3) f(z)=2°+z+5; 8) f(z)=z"+2"+4z°+22+3;
4) f(z)=z2"+17+5; 9) f(z)=2°+2+10;
5) f(z)=2"°+z+5; 10) f(z)=2®+z+5.

OOpa3subl penieHusi TUMOBBIX 33124

1 Haiitu uyncno kopHei ypapaenus f(z) =0 B oomactu D, ecim
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f(z)=2z>+50z -1, D:{z‘1<\z\<2}.

Pewenue. JlanHoe ypaBHEHUE UMEET BU:
z° +50z-1=0.
Haitnem cHavana 4mcio KOpHEM 3TOTO ypaBHEHHUS B Kpyre {Z‘ ‘Z‘ <2 }
Honoxum y(z) =50z, ¢(z) =z° —1. Torma 11 Bcex Z Ha FPAHMIE ITOTO
Kpyra ‘Z‘ = 2 ¥ BBITIOJIHSETCS HEPABEHCTBO:
\y(2) =[50z| =100 > 8 +1>|p(2)|.
CnenoBarenbHo, o Teopeme Pyme (byakuuu y(z) u ¢(z) ynoBieTBops-
I0T BCEM YCJIOBHUSAM Teopembl), GyHKIusS y(z)+@(z) uMeer B Kpyre
{Z‘ ‘Z‘ <2 } CTOJILKO HYyJIeH, CKoJIbko U pyHkmms y(z) =50z. A ona ume-

€T TaM POBHO OJUH HYIIb.
Hainem tenepp yucio Hynen B Kpyre {z‘ ‘Z‘ < 1} (Ha OKPYXHOCTH

‘Z‘ =1 KopHEl TaHHOTO YpaBHEHUS HET, TaK KaK ‘502‘ * ‘1— 23‘ pu ‘Z‘ =1).

Bosbmem (z) =50z, ¢(z)=z°—-1. Torma mms Bcex z, st KOTOPBIX
‘Z‘ =1, BBINIOJTHSAETCS HEPABEHCTBO:
\y(2)| =[p0z| =50 > 1+1>|p(2)|.
[To Teopeme Pymie, uncno Hynew ¢pyHkmuu y(z) + @(z) paBHO YHCITy HY-
aeu yHkmuu y(z), T. €. OTHOMY.
Hrak, B xkonbie D = {Z‘ 1< ‘Z‘ <2 } VCXOJIHOE YPABHEHUE KOPHEW HE

HMCCT.

2 OnpenenuTh, Kak paciojoKEHbI M0 KBapaHTaM KOPHU YpaBHEHUS
f(z) =0, ecim

f(z)=2z°+2+3.

Pewenue. Paccvotpum  ypaBhemme z°+2z+3=0. Ilpu Bcex
X € [0; + o0) X +x+3>0 u x®—x+3>0.Orcrona CJIEAYET, UTO JAaHHOE
YPaBHEHUE HE MMEET JCUCTBUTENIBHBIX KOpHEW. He mmeer OHO U 4ucTO
MHUMBIX KOpHEH, T. €. BUAa Z =1y, Tak Kak HU Ipu OJHOM Y € R BeIpaxe-
aue —y° —iy +3 obpamarscs B HOMb He MOXKeT. II0CUMTaEM KONHYECTBO

KOpHEH JaHHOTO YpaBHEHHs, PacIIOJIOKEHHBIX B IEPBOM KBajpanTe. [l
3TOTO BOCIIOJIB3yeMCs IPUHIUIIOM aprymenTa. [Iycts R >0 — mocraTodHo
oonprmoe uncno u Cp =1, UyUl, — koHTYp, yka3aHHBII Ha pHCyHKe

(pUCYHOK 6).
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Pucynok 6 — Konryp Cqp

[Tockonbky Ha |, 2°+2+3>0, 10 \/IarArg(Z6 + Z+3) =0 s VR > 0.
Ecmu R — o, to Var Arg R%®* (l+ R +3R*6e*6“") — 3n. Jlng mon-
Y

caera limVar Arg(zﬁ +Z+ 3) IpocieuM 32 HM3MEHEHHEM (PYHKIUU

R—owo 1,

y

6

T+ arctg TIpU YMEHBIIEHAN Y OT + o0 K §/3, 1 3aTeM 3a N3MeHEHH-

y

eM (yHKIMM arctg [P YMEHBIIEHUU Y OT §/3 x 0. TTocne 3tor0 32-

6

Krogaem, gyto lim Var Arg(zﬁ +Z+ 3) =—T.

Rox |,

CnenosarensHo, limVar Arg ( 2°+z7+ 3) = 27, ¥ TI03TOMY B NIEPBOM

R—w Cy
KBaJpaHTC, COIJIACHO IIPpUMHOMUITY aprymMCcHTad, YpPaBHCHHUC HMCCT TOJIBKO
OJHNH KOPCHb.
HOCKOHBKy YPaBHCHUC HUMCCT HCﬁCTBHTGHBHBIC KOB(b(l)I/IL[I/ICHTBI, TO
CI'0 KOPHHU IIOIIAPpHO COIIPSKCHBI. HOBTOMy OHO UMCCT OJJMH KOPCHb B 4CT-
BCPTOM KBaJPAHTC U I10 JABd KOPHA BO BTOPOM H TPCTHCM KBaJApaHTaX.
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	Оглавление
	Предисловие
	Теория функций комплексного переменного (ТФКП) в рамках университетской программы является продолжением дисциплины  «Математический анализ». Её идеи и результаты проникли во многие другие математические дисциплины (алгебраическую топологию, обыкновенн...
	Среди всех математических дисциплин ТФКП обладает одной ярко выраженной особенностью методического характера: относительная легкость формального усвоения теоретического материала сочетается с серьёзными трудностями в овладении конкретными методами ком...
	Данное пособие имеет своей целью помочь студентам в овладении практическими навыками в применении методов ТФКП. Согласно программе определён перечень тем практических занятий по данному курсу, составляющих ядро этой дисциплины, необходимое как для овл...
	Практическое пособие содержит материал по наиболее важным разделам курса. Он состоит из семи самостоятельных тем, каждая из которых кроме перечня понятий и теорем, которыми необходимо овладеть для усвоения соответствующего раздела, содержит базовый ма...
	Тема 1
	Комплексные числа: модуль, аргумент,
	различные формы представления
	Необходимые понятия и теоремы: алгебраическая, тригонометрическая и показательная формы представления комплексных чисел, геометрическое изображение комплексных чисел, сопряженные комплексные числа, формула корня n-й степени, комплексная плоскость как ...
	Задачи
	1.1 Упростить данное выражение. Полученное комплексное число записать в алгебраической, тригонометрической и показательной формах.
	1)   ;         2)     ;       3)           4)
	5)  ;     6)    ;        7)     ;        8)    ;
	9)   ;      10)
	1.2 Решить уравнение . Изобразить на плоскости полученные корни уравнения.
	1)   ,  ;                         6)   ,  ;
	2)   ,  ;                         7)   ,  ;
	3)   ,  ;     8)   ,  ;
	4)   ,  ;                          9)   ,  ;
	5)   ,  ;           10)  ,  .
	1.3 Дано число . Изобразить на плоскости числа  и .
	1)   ;                                6)   ;
	2)   ;                              7)   ;
	3)   ;                            8)   ;
	4)   ;                           9)   ;
	5)   ;                              10)  .
	1.4 Выяснить, какие множества на комплексной плоскости  определяются следующими соотношениями. Сделать чертеж.
	1)   ,   ,   ;
	2)   ,   ,   ;
	3)   ,   ,   ;
	4)   ,   ,   ;
	5)   ,   ,   ;
	6)   ,   ,   ;
	7)   ,   ,   ;
	8)   ,   ,   ;
	9)   ,      ;
	10)  ,      .
	Образцы решения типовых задач
	1  Упростить выражение . Полученное комплексное число записать в алгебраической, тригонометрической и показательной формах.
	Решение.  Упростим данное выражение:
	.
	Получили число . Это алгебраическая форма числа.
	Обозначим , . Тогда
	.
	Так как , то
	Запишем число  в тригонометрической форме:
	.
	В показательной форме
	.
	2 Решить уравнение . Изобразить на плоскости полученные корни уравнения, если
	,
	Решение.  Решим уравнение ,
	,
	Воспользуемся формулой n-й степени из комплексного числа:
	,  .
	В данном случае ,
	Данное уравнение имеет 4 корня:
	,
	,
	,
	.
	Изобразим все корни уравнения на плоскости (рисунок 1).
	Рисунок 1 − Изображение корней уравнения
	3 Дано число . Изобразить на плоскости числа  и .
	Решение.  Воспользуемся формулой  .
	Найдем модуль и аргумент числа .
	,  .
	Значит, . Тогда .
	Изобразим числа  и  на комплексной плоскости (рисунок 2).
	Рисунок 2 − Изображение точек  и
	4 Выяснить, какие множества на комплексной плоскости определяются следующими соотношениями:
	а)  ;    б)  ;    в)
	Решение. а) Так как    есть  расстояние между точками  и , то данному неравенству удовлетворяют все точки плоскости, находящиеся от точки  на расстоянии, большем или равном 1. Значит, данное соотношение определяет внешность круга радиуса 1 с центром в...
	Рисунок 3 − Внешность круга
	б) Пусть . Тогда
	, .
	Значит, равенство  определяет гиперболу  , т. е.
	.
	в) Заметим, что левая часть равенства  представляет собой сумму расстояний от точки  до точек  и . Эта сумма постоянна и равна 4. По определению, это эллипс с фокусами в точках  и  и большой осью, равной 4. Найдем явное задание этой кривой.
	Пусть . Тогда . Данное равенство примет вид:
	.
	Перенесем один из корней из левой части в правую, далее возведем обе части полученного равенства в квадрат. После преобразований получим равенство  или . Таким образом, данное соотношение определяет эллипс .
	Тема 2
	Функции комплексного переменного
	Необходимые понятия и теоремы: функция комплексного переменного, дифференцируемость функции комплексного переменного, условия Коши-Римана, критерий дифференцируемости в точке, аналитические функции комплексного переменного, критерий аналитичности функ...
	Задачи
	2.1 Найти  и .
	1)   ;                      6)   ;
	2)   ;                          7)   ;
	3)   ;                   8)   ;
	4)   ;                    9)   ;
	5)   ;                     10)
	2.2 Найти множество точек на плоскости, в которых данные функции являются дифференцируемыми, аналитичными.
	1)   ,    ;
	2)   ,    ;
	3)   ,    ;
	4)   ,    ;
	5)   ,    ;
	6)   ,    ;
	7)   ,    ;
	8)   ,    ;
	9)   ,    ;
	10) ,
	2.3 Восстановить аналитическую функцию по ее действительной или мнимой части,  если  ее значение в точке  равно .
	1)   ,  ,  ;
	2)   ,  ,  ;
	3)   ,  ,  ;
	4)   ,  ,  ;
	5)   ,  ,  ;
	6)   ,  ,  ;
	7)   ,  ,  ;
	8)   ,  ,  ;
	9)   ,  ,  ;
	10) ,  ,
	Образцы решения типовых задач
	1 Найти  и , если .
	Решение.  Пусть .
	Тогда
	.
	Итак, , .
	2 Найти множество точек на плоскости, в которых функция  является дифференцируемой, аналитичной, если
	Решение. Найдем сначала  и . Пусть . Тогда
	,
	,  .
	Функции u и v дифференцируемы во всей комплексной плоскости C, поскольку имеют непрерывные частные производные. Проверим выполнение условий Коши-Римана.
	.
	Ясно, что условия Коши-Римана выполняются в точках вида
	R.
	Значит,  дифференцируема только в точках  R.
	Функция  не является аналитичной ни в одной точке из C, так как ни для одной точки из C не существует ни одной окрестности этой точки, в которой бы выполнялись условия Коши-Римана.
	3 Восстановить аналитическую функцию по ее действительной или мнимой части, если ее значение в точке  равно ,
	.
	Решение. Так как искомая функция является аналитической, то для нее должны выполняться условия Коши-Римана:
	.                                 (1)
	Проинтегрировав первое из равенств (1) по y, получим
	,
	где  − некоторая функция, зависящая только от x.
	Учитывая второе из равенств (1), получим
	, .
	Значит, .
	Получили, что .
	По условию, . Подставим в выражение для  значения , получим
	,
	, , .
	Итак, .
	Заметим, что , т. е.
	.
	Тема 3
	Конформные отображения элементарными
	функциями
	Необходимые понятия и теоремы: конформное отображение, дробно-линейная функция, определения функций , , , , конформные отображения, задаваемые элементарными функциями.
	Задачи
	3.1 Для отображения  найти: а) точки комплексной плоскости С, в которых отображение является конформным, б) угол поворота  и коэффициент растяжения  k  в точке .
	1)   ;                  6)  ;
	2)  ;                   7)  ;
	3)  ;            8)  ;
	4)  ;           9)  ;
	5)  ;                10) .
	3.2 Найти дробно-линейную функцию , переводящую точки  соответственно в точки , и определить,               во что переходит при этом отображении область D.
	1)  ;   ;
	;
	2)  ;   ;
	;
	3)  ;   ;
	;
	4)  ;   ;
	;
	5)  ;   ;
	;
	6)  ;   ;
	;
	7)  ;   ;
	;
	8)  ;   ;
	;
	9)  ;   ;
	;
	10)  ;   ;
	.
	3.3  Решить уравнение.
	1)   ;                       6)  ;
	2)   ;                  7)  ;
	3)   ;                 8)  ;
	4)   ;                   9)  ;
	5)   ;                     10)  .
	3.4 Найти отображение , взаимно-однозначно и конформно отображающее область D в плоскости  z  на область G в плоскости w.
	1)   ,  ;
	2)   ,  ;
	3)   ,  ;
	4)   ,  ;
	5)   ,  ;
	6)   ,  ;
	7)   ,  ;
	8)   ,  ;
	9)   ,  ;
	10) ,  .
	Образцы решения типовых задач
	1 Для отображения  найти: 1) точки комплексной плоскости С, в которых отображение является конформным, 2) угол поворота  и коэффициент растяжения  k  в точке , если
	.
	Решение. Функция   является  аналитической  во  всей комплексной плоскости и задает конформное отображение во всех точках  z  плоскости С,  в которых . Здесь . Поскольку , то  только при . Итак, отображение  является конформным во всех точках комплекс...
	Угол поворота  и коэффициент растяжения  k  в точке  при отображении  находятся соответственно по формулам:
	.
	В нашем случае  .
	Поэтому  ,  .
	2 Найти дробно-линейную функцию , переводящую точки  соответственно в точки , и определить,               во что переходит при этом отображении область D, если
	;   ;
	.
	Решение. Дробно-линейное преобразование, переводящее точки  соответственно в точки , однозначно определяется формулой:
	.                           (2)
	Поскольку , то, переходя к пределу при  в формуле (2), получим
	.
	Теперь, подставляя указанные точки, получим
	,   ,   .
	В силу конформности дробно-линейной функции во всей расширенной плоскости и принципа соответствия границ при конформном отображении, дробно-линейная функция  взаимно-однозначно отображает границу области D на границу области . Область D изображена на ...
	Рисунок 4 − Область D
	В силу кругового свойства дробно-линейного отображения, образом любой окружности или прямой является окружность или прямая. Возьмем три различные точки прямой , например,  . Тогда
	, , .
	Точки  не лежат на одной прямой. Значит, образом прямой  является окружность, проходящая через точки . Найдем уравнение этой окружности в виде:
	,
	где  − центр окружности,  − радиус.
	Подставляя в это уравнение координаты точек , получим систему
	или
	.
	Решая эту систему, получим , , .
	Итак, образом прямой  является окружность .
	Пользуясь принципом взаимно-однозначного соответствия, заключаем, что образом внутренности области D будет внутренность или внешность круга . Возьмем любую точку внутри области D, например, точку . Тогда  принадлежит внешности круга . Следовательно, п...
	Рисунок 5 − Образ области D
	3  Решить уравнение  .
	Решение. Так как , , то данное уравнение принимает вид:
	или  .
	Обозначим , тогда
	,
	.
	Получили квадратное уравнение  .
	,  .
	,
	.
	Таким образом,  , отсюда
	Z.
	Окончательно получаем, что   Z.
	4 Найти отображение , взаимно-однозначно и конформно отображающее область D в плоскости z на область G  в плоскости w, если
	,  .
	Решение. Отобразим сначала полосу              на правую полуплоскость. Для этого рассмотрим отображение . Границей области D являются прямые . На прямой   . На образе прямой  имеем
	.
	Т. е. образом прямой    является луч .  Аналогично получаем, что образом прямой    является луч . Отсюда заключаем, что образом границы                  (в расширенной комплексной плоскости) области D является мнимая ось. Считая, что граница области D...
	Для отображения правой полуплоскости  на круг  воспользуемся дробно-линейным отображением. Возьмем три различные точки прямой , например,
	,
	и три различные точки окружности , например,
	.
	Заметим, что при переходе от одной точки к другой вдоль контуров внутренние части обеих областей остаются слева.
	Дробно-линейное отображение, переводящее точки  соответственно в точки , будет иметь вид:
	.
	Подставляя сюда выбранные точки, получим:
	,
	,   .
	Выразим из этого равенства w:
	, тогда ,
	,
	.
	Отсюда   .
	Итак, в силу критерия однолистности, функция  взаимно-однозначно и конформно отображает область  на область . Искомое же отображение  есть композиция отображений  и , т. е. .
	Тема 4
	Интегралы. Теорема Коши.
	Интегральная формула Коши.
	Формула Коши для производных
	Необходимые понятия и теоремы: интегралы от функции комплексного переменного, интегральная теорема Коши, интегральная формула Коши, интегральная формула Коши для производных.
	Задачи
	4.1 Вычислить интеграл  от заданной функции          по указанной кривой .
	1)  ,  −  радиус-вектор точки ;
	2)  ,  −  радиус-вектор точки ;
	3)  , , начало в точке ;
	4)  , , начало: ;
	5)  , , начало в точке ;
	6)  , ;
	7)  , ;
	8)   , , начало в точке ;
	9)   , , начало в точке ;
	10)   ,  −  ломаная, соединяющая точки .
	4.2 С помощью интегральной формулы Коши вычислить  по замкнутому контуру С (обход в положительном направлении).
	1)   ,  С:  ;
	2)   ,  С:  ;
	3)   ,  С:  ;
	4)   ,  С:  ;
	5)   ,  С:  ;
	6)   ,  С:  ;
	7)   ,  С:  ;
	8)   ,  С:  ;
	9)   ,  С:  ;
	10)  ,  С:  .
	4.3 Применяя интегральную формулу Коши для производных аналитической функции, вычислить интеграл  по замкнутому контуру С, проходимому в положительном направлении.
	1)   ,  С:  ;
	2)   ,  С:  ;
	3)   ,  С:  ;
	4)   ,  С:  ;
	5)   ,  С:  ;
	6)   ,  С:  ;
	7)   ,  С:  ;
	8)   ,  С:  ;
	9)   ,  С:  ;
	10) ,  С:  .
	Образцы решения типовых задач
	1 Вычислить интеграл  от заданной функции          по указанной кривой , если
	,
	Решение.  Требуется вычислить , где  − правая часть окружности радиуса 2 с центром в начале координат.
	Если уравнение линии  С  имеет вид  ,  , то
	.
	В данном случае уравнение кривой  имеет вид:
	,  .
	Тогда , , поэтому
	.
	2  С помощью интегральной формулы Коши вычислить по замкнутому контуру С (обход в положительном направлении), если
	,  С:  .
	Решение.  Требуется вычислить .
	Знаменатель подынтегральной функции обращается в ноль в точках  и . Точка  лежит внутри данного контура, а точка  вне его. Для применения интегральной формулы Коши перепишем данный интеграл в виде:
	.
	Здесь  − аналитична внутри и на окружности ,  а точка  находится внутри этой окружности.
	По интегральной формуле Коши,
	.
	3 Применяя интегральную формулу Коши для производных аналитической функции, вычислить интеграл  по замкнутому контуру С, проходимому в положительном направлении, если
	,  С:
	Решение. Требуется вычислить .
	Применим формулу:
	.
	Возьмем , , . Тогда  аналитична внутри              и на окружности , а точка  лежит внутри этой окружности, и
	.
	Тема 5
	Разложение аналитических функций в ряды
	Тейлора и Лорана. Теорема единственности
	Необходимые понятия и теоремы: степенные ряды, область сходимости степенного ряда, ряд Тейлора, ряд Лорана, теорема Тейлора, теорема Лорана, теорема единственности для аналитических функций.
	Задачи
	5.1 Указанные функции разложить в степенной ряд  и найти радиус сходимости полученного степенного ряда.
	1)   ,  ;
	2)   ,  ;
	3)   ,  ;
	4)   ,  ;
	5)   ,  ;
	6)   ,  ;
	7)   ,  ;
	8)   ,  ;
	9)   ,  ;
	10)  ,  .
	5.2 Найти круг сходимости степенного ряда, в этом круге просуммировать данный степенной ряд.
	1)   ;                       6)   ;
	2)   ;                              7)   ;
	3)   ;                                8)   ;
	4)   ;                        9)   ;
	5)    ;                    10)   .
	5.3 Разложить указанную функцию в ряд Лорана в кольце К             и в окрестности точки .
	1)   ,  ;
	2)   ,  ;
	3)   ,  ;
	4)   ,  ;
	5)   ,  ;
	6)   ,  ;
	7)   ,  ;
	8)   ,  ;
	9)   ,  ;
	10)  ,  .
	5.4 Выяснить, существует ли аналитическая функция  в круге , удовлетворяющая заданным условиям.
	1)   ;
	2)   ;
	3)   ;
	4)   ;
	5)   ;
	6)   ;
	7)   ;
	8)   ;
	9)   ;
	10)
	Образцы решения типовых задач
	1 Функцию  разложить в степенной ряд  и найти радиус сходимости полученного степенного ряда, если
	,
	Решение. Требуется разложить функцию  по степеням . Разложим сначала функцию  по степеням .
	.
	Воспользуемся разложением
	.
	Чтобы воспользоваться этим неравенством, необходимо выполнение условия . Оно выполняется в окрестности точки  . В этой окрестности получим разложение
	,  , тогда
	, .
	Поскольку степенной ряд внутри круга сходимости сходится равномерно, то его можно почленно продифференцировать. Получим:
	. Тогда
	, .
	Радиус сходимости можно вычислить и непосредственно:
	.
	2 Найти круг сходимости степенного ряда, в этом круге просуммировать степенной ряд
	.
	Решение. Рассмотрим степенной ряд . Его радиус сходимости совпадает с радиусом сходимости данного ряда и равен 1 (доказать!).
	В круге сходимости этого ряда, т. е. при , имеет место равенство , и ряд можно почленно дифференцировать. Поэтому
	.
	Умножая на z обе части полученного равенства и подставляя в него вместо  z  переменную  –z, получим
	.
	3 Разложить функцию  в ряд Лорана в кольце К и в окрестности точки  если
	,
	Решение.  Представим  в виде:
	.
	Далее разложим функцию  в круге , а функцию  на множестве  по степеням . Имеем:
	,  .
	, .
	Окончательно имеем:
	, .
	Для получения разложения в окрестности точки  сделаем замену , тогда ,  .
	.
	В окрестности точки  получим
	при  ,
	при . Тогда
	, .
	Возвращаясь к переменной , получим искомое разложение в окрестности точки :
	,  .
	4 Выяснить, существует ли аналитическая функция  в круге , удовлетворяющая заданным условиям:
	.
	Решение. .
	Рассмотрим множества  и  из . Они имеют в  предельную точку .
	С одной стороны, , где . Так как на  , то, по теореме единственности,  и на множестве .
	С другой стороны, , где . По теореме единственности,  при .
	Итак, если предположить, что  существует и удовлетворяет данным условиям, то она одновременно равна  и  на . Это противоречие говорит о том, что , удовлетворяющая заданным условиям, не существует.
	Тема 6
	Классификация изолированных особых точек.
	Вычеты. Основная теорема о вычетах
	Необходимые понятия и теоремы: классификация изолированных особых точек, вычет функции относительно изолированной особой точки, вычет в бесконечно удаленной точке, основная теорема        о вычетах, следствие из неё.
	Задачи
	6.1 Найти изолированные особые точки функции , определить их характер  исследовать поведение функции в бесконечности.
	1)   ;                   6)   ;
	2)   ;                   7)   ;
	3)   ;                8)   ;
	4)   ;                   9)   ;
	5)   ;                    10) .
	6.2 Классифицировать изолированные особые точки функции  и найти в них вычеты.
	1)   ;                6)   ;
	2)   ;                   7)   ;
	3)   ;               8)   ;
	4)   ;                 9)   ;
	5)   ;                    10)  .
	6.3  Вычислить  с помощью вычетов.
	1)   ,  С:  ;
	2)   ,  С:  ;
	3)   ,  С:  ;
	4)   ,  С:  ;
	5)   ,  С:  ;
	6)   ,  С:  ;
	7)   ,  С:  ;
	8)   ,  С:  ;
	9)   ,  С:  ;
	10) ,  С:  .
	6.4 С помощью теории вычетов вычислить несобственные          интегралы.
	1)   ;                    6)   ;
	2)   ;                       7)   ;
	3)   ;              8)   ;
	4)   ;               9)   ;
	5)   ;                   10) .
	6.5  С помощью теории вычетов вычислить интегралы от тригонометрических функций.
	1)  ;              6)   ;
	2)  ;             7)   ;
	3)  ;            8)   ;
	4)  ;              9)  ;
	5)  ;                10).
	Образцы решения типовых задач
	1 Найти изолированные особые точки функции , определить их характер, исследовать поведение функции в бесконечности, если
	.
	Решение. Функция  аналитична во всей плоскости С, кроме точек  и .
	Исследуем сначала точку . Пусть . Тогда
	, , .
	Следовательно, точка  является нулём кратности 1 для функции . А значит,  имеет  в точке  полюс первого порядка.
	Разложим в ряд Лорана функцию  в окрестности точки . При  имеем
	.
	Это разложение не содержит отрицательных степеней z. Значит, точка  − устранимая особая точка.
	Исследуем теперь точку . Введем замену переменной  и рассмотрим функцию . Найдем разложение               в ряд Лорана функции  в точке . Имеем при
	.
	Это разложение содержит бесконечное число отрицательных степеней . Следовательно, точка  является существенно особой точкой для функции . А значит, точка  является существенно особой для функции .
	Примечание. – То, что точка  является существенно особой точкой для функции , следует также из того, что  не существует. Действительно,  так как , то, полагая , получим  при .
	А при  имеем
	,
	поэтому  при .
	2 Классифицировать изолированные особые точки функции  и найти в них вычеты, если
	.
	Решение. Данная функция аналитична во всей плоскости С, кроме точки . Рассмотрим функцию  . Она имеет в точке  ноль второго порядка, поскольку ,
	,  ,
	.
	Следовательно, точка  является полюсом второго порядка для функции .
	Вычет функции  относительно полюса  порядка n вычисляется по формуле:
	.
	В нашем случае при  имеем:
	.
	Рассмотрим точку . Это изолированная особая точка. Для нахождения вычета в этой точке разложим функцию  в ряд Лорана в окрестности точки . Для этого разложим функцию  в ряд Лорана в окрестности точки . Имеем:
	.
	Если , то
	.
	Поэтому разложение в ряд Лорана функции  в окрестности точки  имеет вид:
	.
	Отсюда
	.
	Итак, .
	Примечание. – Вычет функции  в точке  можно было найти с помощью следствия из основной теоремы о вычетах. Согласно следствию, если функция  аналитична во всей расширенной плоскости, за исключением конечного числа изолированных особых точек, тогда сумм...
	То есть , где  − все конечные изолированные особые точки функции , точка  тоже является изолированной особой точкой функции .
	В нашем случае  является существенно особой точкой функции , поскольку  не существует. Действительно,
	R,  а .
	На основании следствия имеем:
	.
	Поскольку , то и .
	3  Вычислить  с помощью вычетов, если
	,  С:  .
	Решение. Функция  является аналитической во всей плоскости С, за исключением точек . Внутри данного контура  лежат две изолированные особые точки:   и . Данный  контур  содержится, например,  в круге , в котором функция  является аналитичной, за искл...
	.
	Поскольку , где , , функции  и  аналитичны в точках  и , причем выполняются условия:
	, , , при ,
	то точки  и  являются полюсами первого порядка функции .
	Так как , то
	,  .
	Итак, .
	4 С помощью теории вычетов вычислить несобственный интеграл
	.
	Решение. Так как подынтегральная функция четная и данный интеграл сходится как несобственный, то
	.
	Рассмотрим функцию комплексного переменного . Найдем нули знаменателя. Решая уравнение , получим
	или  ,
	,  ,  ,  .
	Функция  аналитична всюду в верхней полуплоскости и на действительной оси, кроме точек   и . В этих точках она имеет простые полюса с вычетами:
	,
	.
	Применяя формулу
	, имеем
	.
	5 С помощью теории вычетов вычислить интеграл от тригонометрической функции
	.
	Решение. Введем замену переменной , тогда ,
	,  .
	Если , тогда пробегает единичную окружность, т. е. .
	Так как  ,  то . Теперь
	.
	Согласно основной теореме о вычетах, последний интеграл равен , умноженному на сумму вычетов в изолированных особых точках функции  , лежащих внутри контура .
	Решим уравнение  .
	, ,
	,  .
	Поскольку  лежит внутри контура , а  − вне его, то
	.
	Точки  и  являются полюсами первого порядка функции  , поэтому
	,
	.
	Итак,  .
	Тема 7
	Принцип аргумента. Теорема Руше
	Необходимые понятия и теоремы: логарифмический вычет, принцип аргумента, теорема Руше.
	Задачи
	7.1  Найти число корней уравнения  в области .
	1)   , ;
	2)   , ;
	3)   , ;
	4)   , ;
	5)   , ;
	6)   , ;
	7)   , ;
	8)   , ;
	9)   , ;
	10) , .
	7.2 Определить, как расположены по квадрантам корни уравнения .
	1)   ;           6)   ;
	2)   ;           7)   ;
	3)   ;           8)   ;
	4)   ;           9)   ;
	5)   ;          10) .
	Образцы решения типовых задач
	1  Найти число корней уравнения  в области , если
	, .
	Решение. Данное уравнение имеет вид:
	.
	Найдем сначала число корней этого уравнения в круге . Положим ,  . Тогда для всех  на границе этого круга  и выполняется неравенство:
	.
	Следовательно, по теореме Руше (функции  и  удовлетворяют всем условиям теоремы), функция  имеет в круге   столько нулей, сколько и функция . А она  имеет там ровно один нуль.
	Найдем теперь число нулей в круге   (на окружности  корней данного уравнения нет, так как  при ). Возьмем , . Тогда для всех , для которых , выполняется неравенство:
	.
	По теореме Руше, число нулей функции  равно числу нулей функции , т. е. одному.
	Итак, в кольце   исходное уравнение корней не имеет.
	2 Определить, как расположены по квадрантам корни уравнения , если
	.
	Решение. Рассмотрим уравнение . При всех    и  . Отсюда следует, что данное уравнение не имеет действительных корней. Не имеет оно и чисто мнимых корней, т. е. вида , так как ни при одном R выражение  обращаться в ноль не может. Посчитаем количество ...
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