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2 Практикум 
 

2.1 Вектор-функция 
 
Вопросы для самоконтроля 
1  Вектор-функция 
Определение вектор-функции. Годограф векторной функции. 
2  Предел векторной функции.  
Определение предела вектор-функции. Теоремы о пределе суммы, 

произведения вектор-функций, произведения вектор-функции на скаляр. 
3  Непрерывность вектор-функции. 
Непрерывность вектор-функции в точке, на отрезке. Теоремы о 

непрерывности суммы, произведения вектор-функции, произведе-
ния вектор-функции на скаляр. 

4  Дифференцируемость вектор-функции. 
Определение дифференцируемости вектор-функции в точке, на 

отрезке. Теоремы о дифференцируемости суммы, произведения 
вектор-функции на скаляр. Параллельность производной вектор-
функции касательной к годографу. 

 
 
Примеры решения и оформления задач 
 

Пример 1 Доказать, что если 2,1i,a)t(rlim iitt 0





, то имеет ме-

сто равенство:      2121
0




 aa))t(r)t(r(lim

tt
 

Решение. Согласно определению предела вектор-функции в 
точке  t0  должно выполняться равенство: 

0)aa())t(r)t(r(lim 2121
tt 0





 

Рассмотрим модуль разности: 




)aa())t(r)t(r( 2121 


)a)t(r()a)t(r( 2211

2211


 a)t(ra)t(r . 
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Переходя к пределу при  0tt   в обеих частях неравенства, имеем: 























2121tt

aa)t(r)t(rlim
0













2211

0

a)t(ra)t(rlim
tt

 

= 0a)t(rlima)t(rlim 22
tt

11
tt 00









 

Таким образом, 0)aa())t(r)t(r(lim 2121
tt 0





 

Последнее означает, что 2121tt
aa))t(r)t(r(lim

0




  

 

Пример 2 Вычислить ))t(r)t(r(lima 21
tt 0






 , если 


 ktjtit)t(r 32

1 , 


 kt3jtsinitcos)t(r 2 ,  

2
Пt0  . Векторы 



kji ,,   образуют ортонормированный базис. 

Решение.  Найдём )t(r

2 : 

)kt3jtsinit(cos)t(r 2 


= 


 k3jtcositsin     

Поскольку   ))t(r)t(r(lim 21
tt 0




 = 








 )t(rlim)t(rlim 2tt

1
tt 00

, то необ-

ходимо   вычислить 

)t(rlima 1
tt

1
0






  и  )t(rlima 2tt

2
0






 . 

)t(rlima 1
tt

1
0






 = 





 k
2
Пj

8
Пi

4
П)ktjtit(lim

32
32

2
Пt

; 

)t(rlima 2tt
2

0






 = )k3jtcositsin(lim

2
Пt





 =  

=


 k3j
2
Пcosi

2
Пsin =


 k3j0i1 =


 k3i ; 
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1a  
















2
П,

8
П,

4
П 32

;  


2a )3,0,1(  . 

Тогда   

 


21 aaa


 k
2
Пj

8
Пi

4
П 32 

 k3i1 =     

=







 

















 k3
2
Пj

8
Пi1

4
П 32

. 

Ответ:  

a








 

















 k3
2
Пj

8
Пi1

4
П 32

. 

Пример 3  Доказать, что если функции  2,1i),t(r i 


, диффе-
ренцируемы в точке t = 0t , то дифференцируемо скалярное произ-

ведение )t(r)t(r 21


, причем 




))t(r)t(r( 21 


)t(r)t(r 21 )t(r)t(r 21

 . 

Решение. Действительно,  







0

020121

tt
)t(r)t(r)t(r)t(r







0

20121

tt
)t(r)t(r)t(r)t(r









0

0201201

tt
)t(r)t(r)t(r)t(r  

= 

 


)t(r
tt

)t(r)t(r
2

0

011

0

022
01

tt
)t(r)t(r)t(r






. 

 Так как  )t(r 1


 и )t(r 2


 дифференцируемы в точке 0t  и )t(r 2


 
в этой  точке непрерывна, то, переходя к пределу при 0tt  , полу-
чим:      
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0tt
lim








0

020121

tt
)t(r)t(r)t(r)t(r

0tt
lim




 


)t(r
tt

)t(r)t(r
2

0

011  

+
0tt

lim
 0

022
01

tt
)t(r)t(r)t(r






= 


)t(r)t(r 0201 )t(r)t(r 0201


 . 

  Таким образом,  




))t(r)t(r( 21 


)t(r)t(r 21 )t(r)t(r 21

 . 

 
 
Пример 4  Найти производную скалярного произведения век-

тор-функций 


 kt7jt5it3)t(r 32
1 , 


 kt2cosjtsinitcos)t(r 33

2  в точке 
2
Пt0  . 

Решение. Согласно правилам дифференцирования имеем: 




))t(r)t(r( 21 


)t(r)t(r 21 )t(r)t(r 21

 . 


 kt21jt10i3)t(r 2

1  , 


 kt2sin2jtcostsin3i)tsin(tcos3)t(r 22

2 . 

Тогда  




))t(r)t(r( 21 


)kt21jt10i3( 2  

)kt2cosjtsinitcos( 33


 + 


)kt7jt5it3( 32  

)kt2sin2jtcostsin3itsintcos3( 22


 = 

= t2sint14tcostsint15tcostsint9t2cost21tsint10tcos3 3222233  . 

Вычислим значение производной в точке 
2
Пt0  : 



 48 






2
Пt

21
0

))t(r)t(r(  

.
4

)П2120(П
4
П21П5

2
Пsin

8
П14

2
Пcos

2
Пsin

4
П15

2
Пcos)

2
Пsin(

2
П9Пcos

4
П21

2
Пsin

2
П10

2
Пcos3

2
2

32

2
2

33





 

 

Ответ: 
4

)П2120(П  . 

Пример 5  Доказать, что для того, чтобы вектор  )t(r


 имел по-
стоянное направление, необходимо и достаточно, чтобы в интерва-

ле изменения t    )t(r


 и )t(r

  были коллинеарны. 

Решение. Необходимость.  

Пусть )t(r


 имеет постоянное направление. Тогда )t(r


=


 a)t( , 

где 

a  некоторый постоянный вектор.  

)t(r

 =


 a)t( +


 a)t( = 


 a)t( ,  т.е. )t(r

 
 )t(r . 

Достаточность. 

Пусть )t(r


 и )t(r

  коллинеарны. Тогда )t(r


 = )t(r)t(


 . По-

ложим  )t(r


= )t(e)t(


 , где )t(e


=1. 

Дифференцируем последнее равенство 

)t(r

 = )t(e)t(


 + )t(e)t(


   

 или  )t(e)t()t(


 = )t(e)t(


 + )t(e)t(

 . 

Умножив скалярно на  )t(e

 , получим 2))t(e)(t(


 =0. 
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Так  как  )t( 0 ,  то 0))t(e( 2 


и )t(e


=const, т.е. )t(e


=

a .  

Таким образом, )t(r


=


 a)t( . 
Что и требовалось доказать. 
 
 
Пример 6  Указать какие линии задаются: 
а) параметрическими уравнениями 

tcos31x  , 
tsin22y  , П2t0  ; 

б) уравнением в полярных координатах 

                           



cos513

144r . 

 Решение.   
а) параметрические уравнения преобразуют следующим образом:  

tcos31x  , 
tsin22y  ,    

3
1xtcos  , 

2
2ytsin


  . 

Используя основное тригонометрическое тождество, получим: 

9
)1x( 2

4
)2y( 2

 = 1 – уравнение эллипса с центром в точке 

)2;1(C  и полуосями 2b,3a  ; 

б) приведём данное уравнение 



cos513

144r  к виду  





cos

r
1

; 





cos
13
51

13
5

5
144

r . 

Из этого равенства  видно, что 
13
5 <1 , т.е. кривая – эллипс. За-

пишем его каноническое уравнение: 
c

b
13

144 2
 , 

a
c

13
5   и т.к. 

для эллипса 222 bca  , то отсюда получаем систему уравнений: 
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222

2

bca
13

a144b

13
a5c

25c

144b

169a

2

2

2







 

        Таким образом, каноническое уравнение эллипса есть 

.1
144
y

169
x 22

  

Ответ: а) 
9

)1x( 2
4

)2y( 2
 =1;   б) .1

144
y

169
x 22

  

 
Пример 7  Составить параметрическое уравнение циклоиды. 
Решение. Циклоидой называют линию, являющуюся траекторией 

фиксированной точки окружности радиуса R, катящейся по прямой. 
 Указанную прямую примем за ось ОХ декартовой прямо-

угольной системы координат. Предположим, что фиксированная 
точка при начальном положении окружности находилась в начале 
координат, а после того, как окружность повернулась на угол t, за-
няла положение М (рисунок 2). 

 
Рисунок 2 – Циклоиды 

 
Поскольку PKOKOPx  , CNCKMPy   и  

RtMKOK 


, tsinRMNPK  , RCK  , tcosRCN  ,  то  
tsinRRtx  ,  tcosRRy  ,  или )tsint(Rx  ,  )tcos1(Ry  . 

Полученные уравнения являются параметрическими уравне-
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ниями циклоиды. 
Задачи 

1 Доказать, что вектор 


 kajaiaa 321  является пределом 

вектор-функции 


 k)t(zj)t(yi)t(x)t(r  в точке 0t  тогда и 
только тогда, когда его координаты 321 a,a,a  являются пределами 
координатных функций )t(z),t(y),t(x  при 0tt  . 

2 Доказать, что если ,a)t(rlim iitt






0

 i=1,2,3; 


)t(flim
tt 0

, то 

имеют место формулы 

2.1 2121tt
aa))t(r)t(r(lim

0




 ; 

2.2 



 11tt

a)t(r)t(flim
0

; 

2.3 2121tt
aa)t(r)t(rlim

0




 ; 

2.4 















 


2121

tt
a,a)t(r),t(rlim

0

; 

2.5 321321tt
aaa)t(r)t(r)t(rlim

0




 . 

3 Доказать, что вектор-функция )t(r


 непрерывна в точке 0t  
тогда и только тогда, когда в этой точке непрерывны её координат-
ные функции.  

4 Доказать, что если  функции )t(ri


 и f(t), i=1,2,3  непрерывны 

в точке 0t , то в этой точке непрерывны следующие функции: 

4.1 )t(r)t(r 21


 ; 

4.2 )t(r)t(f 1


; 

4.3 )t(r)t(r 21


; 

4.4 






 
)t(r),t(r 21 ; 



 52 

4.5 )t(r)t(r)t(r 321


. 

5 Доказать, что вектор-функция )t(r


 дифференцируема в точ-
ке 0t  тогда и только тогда, когда в этой точке дифференцируемы её 
координатные функции. При этом 


 k)t(zj)t(yi)t(x)t(r 0000 .  

6 Доказать, что если вектор-функции )t(ri


, i=1,2,3 дифферен-

цируемы, то имеют место следующие формулы: 

6.1  









 
)t(r),t(r 21 = 







 


)t(r),t(r 21 + 






 


)t(r),t(r 21 ; 

6.2 ))t(r)t(r)t(r( 321 


= 321 r)t(r)t(r


 + 321 r)t(r)t(r


 + 

+ 321 r)t(r)t(r

 . 

 
7 Вычислить производные в точке  0t  следующих функций: 

7.1 )t(r)t(r 21


, если 


 ktjtit)t(r 32

1 , 


 kt6jtsin9itcos9)t(r 2 ,  

2
Пt0  ; 

7.2 






 
)t(r),t(r 21 , если 


 kjtsinitcos)t(r 1 ,  


 ktjtit)t(r 32

2 , Пt0  ; 

7.3 )t(r)t(f

 , если 4t2t)t(f 23  ,  


 kt9jtsin6itcos6)t(r , 

3
Пt0  ; 

7.4 )t(r)t(r)t(r 321


 , если  


 ktjtit)t(r 32

1 ,            


 kjtsinitcos)t(r 2 ,  


 ktjtit)t(r 32

3 ,  
6
Пt0  ; 
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7.5 ))t(r)t(r( 21 


, если 


 kshticht)t(r 1 ,  


 ktshjchtshtitch)t(r 22

2 , 0t0  ; 

7.6 )t(r)t(r 21


 , если 


 kt5jt2it3)t(r 2

1 ,  

                                      


 ktjt3it2)t(r 32
2  , 1t0  ; 

7.7 






 


)t(r),t(r 21 , если 


 kjtsintcos4itsin5)t(r 2
1 , 


 ktjtit)t(r 32

2 ,
60
Пt  ; 

7.8 2))t(r(


, если 


 kt7jt3it2)t(r 32 ,  .1t0   
 
8 Вычислить: 

8.1  )t(r)t(r)t(rlim 321tt 0




 , если 


 ktjtit)t(r 32

1 , 


 kt7jtsin5itcos5)t(r2 , )kji(t)t(r 3


 , Пt0  ; 

8.2 






 



)t(r),t(rlim 21

tt 0

, если 


 kt4jtsin3itcos3)t(r1 ,  


 ktsin3jtcostsin14itcos3)t(r 22

2 , 
4
Пt0  ; 

8.3  ))t(r)t(r(lim 21tt 0




 , если  


 kshticht)t(r 1 ,  


 ktshjchtshtitch)t(r 22

2  , 0t0  ; 

8.4 )t(r)t(r)t(rlim 321tt 0




 , если 


 ktjtit)t(r 32

1 ,  


 ktjtit)t(r 32

2 , 


 ktji)t(r 3 , 2t0  ; 
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8.5 






 



)t(r),t(rlim 21

tt 0

, если 


 kt4jtsin2itcos2)t(r1 , 


 kt2cosjtsinitcos)t(r 33

2 , 
4
Пt0  ; 

8.6 )t(r)t(rlim 21
tt 0




 , если 


 kt2sinjtcos2itsin2)t(r 22

1 ,  


 k3jtsinitcos)t(r 2 , 

2
Пt0  ; 

8.7 )t(r)t(flim
0tt




, если t3costln)t(f 2 ,                        


 ktcos3jtcostsin4itsin5)t(r 22 , .

4
Пt0   

 
9 Найти частные производные первого и второго порядка от 

следующих функций: 

9.1 










r,r ; 

9.2 


vu rrr ; 

9.3 


2
vr ; 

9.4 






 

vu r,r ; 

9.5 


uv rrr ; 

9.6 


2
ur ; 

9.7 






 
r,rv ; 

9.8 


2r , где )v,u(rr


 . 
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10 Найти производные по t  от следующих функций: 

10.1 






 

r,r ; 

10.2  


 2r ; 

10.3 

rr ; 

10.4 


2r ; 

10.5 















 

r,r,r ; 

10.6 

 rrr ; 

10.7 


2r , где  )t(rr


 . 
 
11  Доказать, что: 

11.1. Если  0


)t(r  для всех   21 t,tt  , то const)t(r 


 в этом 
промежутке; 

11.2 Если 0


vu rr  в некоторой области изменения парамет-

ров u  и v , то в этой области const)v,u(r 


; 

11.3 Если  в некотором интервале const)t(r 


, то 

 rr . Вер-

но ли обратное? 

11.4 Если const)v,u(r 


в некоторой области изменения пара-

метров u  и v , то 


 urr  и 


 vrr ; 

11.5 Для того, чтобы вектор )v,u(r


имел постоянное направле-
ние необходимо и достаточно, чтобы в некоторой области измене-

ния параметров  u  и v   


urr   и  


vrr ; 
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11.6 Если на некотором отрезке  21 t,t  вектор-функция )t(r


 не-

прерывна вместе со своей производной )t(r

 , причём 


rr , но 0


r  

и 0

r , то годограф вектор-функции 


r = )t(r


есть отрезок прямой; 

11.7 Годограф вектор-функции tsinrtcosrrr


 210  есть эллипс, 

если 


1r  и 


1r   неколлинеарны. Что будет в случае их коллинеарности? 

11.8 Годограф вектор-функции  shtrchtrrr 210


  есть ги-

пербола, если векторы   1r


 и 2r


  неколлинеарны; 

11.9 Если на некотором отрезке  21 t,t  вектор-функция  

r = )t(r


 

непрерывна вместе со своими производными )t(r

  и )t(r


 , которые 

отличны от нуля и коллинеарны при всех  21 t,tt  , то годографом 

вектор-функции )t(r


 является отрезок прямой линии; 

11.10 Годограф вектор-функции 2
210 trtrrr


 , где 


210 r,r,r – 

постоянные векторы, есть парабола, если векторы 


1r  и  


2r неколли-

неарны. Что будет в случае коллинеарности векторов 


1r  и  


2r ?  

11.11 Годограф вектор-функции 


 3210 rvrusinrucosrr , 

где  


3210 r,r,r,r – постоянные векторы, причём векторы 


321 r,r,r  не-
компланарны, есть эллиптический цилиндр; 

11.12 Годограф вектор-функции 








 






  3210 rvr

u
1ur

u
1urr , где 



3210 r,r,r,r  – постоянные век-

торы, причём векторы 


321 r,r,r  некомпланарны,  есть гиперболиче-
ский цилиндр; 
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11.13 Годограф вектор-функции  


 3
2

210 rurvsinurvcosur)v,u(rr , где 


3210 r,r,r,r  – постоян-

ные векторы, причём векторы 


321 r,r,r  некомпланарны, есть эллип-
тический параболоид; 

11.14 2

2

t1
t1aх




 ,  2t1
t2by


 – параметрические уравнения ги-

перболы, 1t  ; 

11.15 Уравнения  cosax ,  sinby  и 2

2

t1
t1aх




 ,  

2t1
t2by


  представляют одну и ту же линию. 

 
12 Указать, какие линии задаются: 

а) параметрическими уравнениями; 
б) уравнениями в полярных координатах; 

12.1 а) 1ttx 2  , 1tty 2  ; 
б)  cosar 2 ; 

12.2 а) 3t2tx 2  , 1t2ty 2  ; 

б) 



sin

br ; 

12.3 а) tsinax 2 , tcosby 2 ; 

б) 



cos

ar ; 

12.4 а) 
2t1

ax


 , 
2t1

aty


 ; 

б) 



cos53

16r ; 

12.5 а) tt 33x  , tt 33y  ; 

б) 



cos35

16r ; 

12.6 а) 
ta
tax




 , 
ta

ty


 ; 
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б) tsinbr  ; 

12.7 а) 2

2

t1
t1ax




 , 2t1
t2by


 ; 

б) r ; 

12.8 а)  2

2

t1
t1Rax




 , 2t1
t2Rby


 ; 

б)  
3
П ; 

12.9 а)  1t3x  , 5t2y  ; 
б)   3sin4r ; 

12.10 а) 3tcos3x  , 2tsin3y  ; 

б) 



2cos1

3r ; 

12.11 а) tcos45x  , tsin1y  ; 
б)  4cos2r ; 

12.12 а) t2cos4x  , t2sin3y  ; 

б) 



2cos1

3r ;  

12.13 а) tsin2x  , )tcos1(3y  ; 
б)  2cos2r ;  

12.14 а) tcosx  , )tsin2(3y  ; 

б) 



cos2
2r ; 

12.15 а) tcos4x  , tsin2y  ; 

б) 



sin2
1r , где   П2;0t  . 

13 Записать параметрические уравнения следующих линий: 
13.1 Дана окружность диаметра OA=2a и касательная к ней в 

точке A. Через точку O проведён луч OC и на нём отложен отрезок 
OM, равный отрезку BC, заключённому между окружностью и ка-
сательной. Если луч OC вращается вокруг точки O, то точка M опи-
сывает линию, называемую циссоидой Диоклеса. Уравнение в де-
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картовых координатах имеет вид: 
)xa2(

xy
3

2


 . 

13.2 Концы отрезка AB=a скользят по осям прямоугольной сис-
темы координат. Прямые AC и BC, параллельные осям координат, 
пересекаются в точке C, из которой на AB опущен перпендикуляр 
CM. Линия, описываемая точкой M, называется астроидой. Уравне-

ние в прямоугольной системе координат имеет вид: 3
2

3
2

3
2

ayx  . 
13.3 Прямая x=a  пересекает ось OХ в точке A, произвольный 

луч OB – в точке B. На луче по обе стороны от точки B отложены 
отрезки 1ВМ  и 2ВМ , равные AB. Геометрическим местом точек 

1М  и 2М  является строфоида. Уравнение в декартовых координа-
тах: 0ya)ax)(yx( 22222  . 

13.4 На окружности радиуса a дана точка O, вокруг которой 
вращается луч, пересекающий окружность в переменной точке A. 
На этом луче по обе стороны от точки откладываются отрезки 

a2АМАМ 21  . Линия, описываемая точками 1М  и 2М , называ-
ется кардиоидой. В прямоугольной системе координат уравнение 
кардиоиды имеет вид: )yx(a4)ax2yx( 222222  . 

13.5 Круг радиуса a катиться по прямой без скольжения. Точка 
M жестко связана с кругом и находится на расстоянии d от его цен-
тра (d<a). Линия, описываемая точкой M, называется укороченной 
циклоидой. 

13.6 Окружности 0ax2yx 22  , приняв за параметр угловой 
коэффициент прямой, проходящей через начало координат и точку ли-
нии. 

13.7 Эллипса  1
b
y

a
x

2

2

2

2
 . 

13.8 Параболы  px2y2  . 
13.9 Окружности  0ax2yx 22  , приняв за параметр угол 

между осью OХ и прямой, проходящей через центр окружности. 

13.10 Гиперболы  1
b
y

a
x

2

2

2

2
 . 
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2.2 Сопровождающий трёхгранник кривой 
 
Вопросы для самоконтроля 
1 Касательная кривой. Нормаль плоской кривой. 
2 Касательная поверхности. Касательная плоскость поверхности. 
3 Нормаль поверхности. 
4 Нормаль кривой. 
5 Нормальная плоскость кривой. 
6 Главная нормаль кривой. 
7 Касательная плоскость кривой. 
8 Соприкасающая плоскость. 
9 Бинормаль. 
10 Спрямляющая плоскость. 
11 Единичные векторы сопровождающего трёхгранника.  

Внутренние уравнения кривой на поверхности. 
12 Формулы Френе. 
13 Кривизна. 
14 Кручение. Формулы для вычисления кривизны и кручения. 
15 Натуральные уравнения. 
 
Примеры решения и оформления задач 
 
Пример 1 Написать уравнения касательной и нормали к эллип-

су  1
9
y

25
x 22

  в точке  





 

5
9;4А . 

Решение. Поскольку линия задана неявным уравнением, т.е. 

1
9
y

25
x)y,x(F

22
 , то уравнение касательной имеет вид: 

    0 yx FyYFxX . 
Вычислим частные производные:  

25
x2Fx  ,    

9
y2Fy   

их значения в точке 





 

5
9;4А :  

 
25
8F Ax  ,      

5
2F

Ay  . 
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Уравнение касательной: 

0
5
2

5
9y

25
8)4x( 













  , т.е. 0

25
18

5
y2

25
32

25
x8  , 

 

2
5
y2

25
x8   или 1

5
y

25
x4  , откуда 25y5x4   или  .5x

5
4y   

Уравнение нормали имеет вид: 

yx F
yY

F
xX






 . 

Тогда  

5
2
5
9y

25
8

4x






 , 





 

5
9y

25
8)4x(

5
2 , 

25
36y

5
44x  , 

25
64xy

5
4     или   

5
16x

4
5y  . 

Ответ:  5x
5
4y  ; 

5
16x

4
5y  . 

 
Пример 2 Найти касательную к линии  1tx 2  , параллель-

ную прямой  2x-y+3=0. 

Решение. Найдём tx  и ty .  
t2xt  ,   2

t t3y  . 
Искомое уравнение имеет вид: 

tt y
yY

x
xX






 . 

Тогда 2

32

t3
)1t(Y

t2
)1t(X 


  или t2)1ty()1tx(t3 322  . 

Откуда 1
2
3

22
3 3





ttxty  –  уравнение касательной. 

Так как касательная параллельна прямой y=2+3, то, ввиду ус-
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ловия параллельности двух прямых, имеем: 

2
t32  . Следовательно, .

3
4t   

Тогда уравнение касательной примет вид: 

.
27
49x212

54
64x2y   

Ответ:  .
27
49x2y   

 
Пример 3  Дана поверхность y2xyxy2xz 22  . Соста-

вить уравнения  касательной плоскости и нормали к поверхности в 
точке )11;1;(M . 

Решение. Уравнение касательной плоскости имеет вид: 

).yY(F)xX(FzZ yx   
Найдём частные производные F(x,y)=z. 

1y2x2
x
zFx 

   и  2y2x2

y
zFy 



  

 и их значения в точке )11;1;(M : 

111212
x
z

M









 ; 221212

y
z

M










 . 

Уравнение касательной плоскости 

)1y(2)1x(11z    или 0zy2x  .  
Уравнение нормали имеет вид: 

1
zZ

F
yY

F
xX

yx 








  

Подставляя значения xF  , yF  и координаты точки M, получим 

1
zZ

2
1Y

1
1X





  

Ответ:  0zy2x  ;    
1

zZ
2

1Y
1

1X




 . 

 
Пример 4 К поверхности 11z3y2x 222   провести каса-

тельные плоскости, параллельные плоскости  x+y+z=1. 
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Решение. Здесь  11z3y2x)z,y,x(F 222  . 

Найдём частные производные: x2
x
F 

 ,   y4

y
F



 ,  z6

z
F 

  

Из условия параллельности касательной плоскости и данной 
плоскости следует, что  

 
1
dz
dF

1
y
F

1
x
F







     или     
1
z6

1
y4

1
x2  . 

Присоединяя к этим уравнениям уравнение поверхности 
11z3y2x 222  , найдём координаты точек касания:  

y4x2  , z6x2  ; откуда 
2
xy  , 

3
xz  . 

Подставляя в уравнение плоскости, получим: 

11
3
x

2
xx

22
2    или   6x2  .  

Таким образом, 6x1,2  ,  ,
2
6y1,2      

3
6z1,2  . 

Точки касания имеют координаты: 









3
6;

2
6;6M1  , 







3
6;

2
6;6M 2 . 

Следовательно, уравнения касательных плоскостей имеет вид: 

0
3
6z1

2
6y1)6x(1 











 , 

т.е.  0
6

11zyx   и  0
6

11zyx  . 

Ответ: 0
6

11zyx  , 0
6

11zyx  . 

 
 Пример 5 Составить уравнение касательной, нормальной плос-

кости, бинормали, соприкасающейся плоскости, главной нормали и 
спрямляющей  плоскости винтовой линии: х = a cost , y = a sint , z = bt . 

Решение. Уравнение касательной к кривой, записанной пара-
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метрическими уравнениями, имеет вид: 

,
z

zZ
y

yY
x

xX









  

Найдем x′, y′, z′  

x′ = - a sin t , y′ = - a cost , z′ = b . 

Тогда 





b
btz

tcosa
tsinay

tsina
tcosax  уравнение касательной к винтовой 

линии. 
Уравнение главной нормали  

X=x+



















yx
yx

y
xz
xz

z ; Y=y+



















zy
zy

z
yx
yx

x ; 

Z=z+



















xz
xz

x
zy
zy

y . 

Найдем  .z,y,x   

    ;tcosatsinaxx       ;tsinatcosayy   

  .0bzz   

Подставив значения производных, найдем уравнения главной 
нормали. 




 .tcostsinbatcostsinbabtz

;tsinabtsinatsinay

;tcosatcosabtcosax

или,
tcosa0
tsinab

tsina
0tsina
btcosa

tcosabtz

;
0tsina
btcosa

b
tsinatcosa

tcosatsina
tsinatsinay

;
tsinatcosa

tcosatsina
tcosa

tcosa0
tsinab

btcosax

22

23

32




































































  

 
Отсюда 
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.btz,
tsin

tsinay
tcos

tcosax
или

,btz,
aabtsin

tsinay
aabtcos

tcosax
3232
















   

Уравнение бинормали имеет вид: 

.

yx
yx
zZ

xz
xz
yY

zy
zy
xX
















  

Подставляя значения x, y, z и их производных, получим: 

.
a

btz
tcosab
tsinay

tsinab
tcosax

или

,

tsinatcosa
tcosatsina

btz

tcosa0
tsinab

tsinay

0tsina
btcosa
tcosax

2

























 

Сократив на  a , будем иметь: 

.
a

btz
tcosb
tsinay

tsinb
tcosax 






  

Уравнение нормальной плоскости: 
     
       

.0btbzytcosaxtsina
,0bbtztcosatsinaytsinatcosax

,0zzZyyYxxX





 

Уравнение соприкасающейся плоскости: 

.0
0tsinatcosa
btcosatsina

btztsinaytcosax
,0

zyx
zyx

zZyYxX












 

Сделав необходимые вычисления, получим:    
.0abtazytcosbxtsinb   

Уравнение спрямляющей плоскости: 
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.0
atcosabtsinab
btcosatsina

btztsinaytcosax
,0

yx
yx

xz
xz

zy
zy

zyx
zZyYxX

2




















 

После вычисления имеем .atsinytcosx 0  
 

Ответ:  Касательная:  ;
b

btz
tcosa

tsinay
tsina
tcosax 






  

      главная нормаль: ;btz,
tsin

tsinay
tcos

tcosax





  

      бинормаль: ;
a

btz
tcosb
tsinay

tsinb
tcosax 






  

       нормальная плоскость: ;0tbbzytcosaxtsina 2   
      соприкасающаяся плоскость: ;0abtazytcosbxtsinb   
      спрямляющая плоскость:  .0atsinytcosx   

 
  
Пример 6 Найти единичные векторы касательной, главной 

нормали и бинормали в произвольной точке линии:    
                           .ez,tsiney,tcosex ttt   
Решение. Единичные векторы репера Френе находятся по фор-

мулам: 

.
r,r

r,r
,

rr,r

r,r,r
,

r

r








 








 









 

















 
























 

Найдем первую, вторую производные вектор-функции: 

 

     

  .kejtcose2itsine2tr

;kejtcostsineitsintcosetr

;kejtsineitcosetr

ttt

ttt

ttt
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Вычислим   .tr

   

    .3eetcostsinetsintcoser tt22t22t2 


 Тогда 

 

    

   

    .kjtsintcositsintcos
3

1

k
3e

ej
3e

tcostsinei
3e

tsintcose

r

r
t

t

t

t

t

t
































      

Найдем 






 

r,r : 

 








 

r,r = .k

yx
yx

j
xz
xz

i
xz
xz 












 

 
   

   

    ;e2
tcose2tsine2

tsintcosetsintcose
yx
yx

;tcostsine
tsine2e

tsintcosee
xz
xz

;tcostsine
etcose2
etcostsine

zy
zy

t2
tt

tt

t2
tt

tt

t2
tt

tt


























 








 

r,r =     ;ke2jtcostsineitcostsine t2t2t2


  

    .6ee4tcostsinetcostsincr,r t2t42t42t4 






 


 

 

Найдем 















 

r,r,r . Для этого вычислим 
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.0
tcostsinetcostcose

tcostsinetcostsine

;tsintcose3
tsintcosee
tcostsinee2

;tcostsine3
etcostsine
e2tcostsine

tt

t2t2

t3
tt

t2t

t
tt

tt2













 

Таким образом, 

    .jtsintcose3itcostsine3r,r,r t3t3


















   

Найдем :,

  

   

   

    .k2jtcostsinitsintcos
6
1

ke2jtcostsineitcostsine
e6

1

r,r

r,r

.j
e

tsintcosi
2

tcostsin

jtsintcose3itcostsine3
ee3

1

rr,r

r,r,r

t2t2t2
t2

t3t3
t3



























 








 










































 























     

       Ответ:      ;kjtsintcositsintcos
3

1











  

                     
    .k2jtcostsinitsintcos

6
1

;j
e

tsintcosi
2

tcostsin
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  Пример 7  Вычислить кривизну и кручение кривой 

   .t,tln,t2tr 2


 

Решение.   Для вычисления кривизны воспользуемся формулой 

     

 
.

zyx

xyyxzxxzyzzy
k

2
3

222

222




  

 

Имеем          
.2z,

t
1y,0x

.t2z,
t
1y,2x

2 


      

Подставив эти значения в формулу и проделав необходимые 

вычисления, получим 
  .

t21

t2k 22
      

 Для вычисления кручения воспользуемся формулой 

.

yx
yx

xz
xz

zy
zy

zyx
zyx
zyx

222
















    

Дополнительно найдем  

.0z,
t
2y,0x 3   

Выполнив необходимые вычисления, получим 
  .

t21

t2
22


  

Ответ:  
    .

t21

t2,
t21

t2k 2222 





  

  

Пример 8  Доказать, что смешанное произведение ,


 где 

).l(rr
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Решение. По определению смешанного произведения имеем, 










 , . Находим 











, , (

 ,, – единичные взаимно 

ортогональные векторы, образующие правую тройку). 

Воспользовавшись формулами Френе, имеем 

 . Пере-

множая скалярные векторы 

  и 


 , окончательно получим 

.))(( 


2  
                
Пример 9 Найти натуральную параметризацию кривой и со-

ставить натуральное уравнение }.ct,tln2c,ct{)t(r 1


  
Решение.  Найдем зависимость между параметром и натураль-

ным параметром .  

Имеем  
.dt

t
)1t(cd.е.т

,dt
t

)1t(cdt
t
1

t
21cdzdydxd

2

2

2
4

222
2

3
22222











 





 

Поэтому  

.
t
1tc

t
1tcdt

t
1tc

t

t 0
02

2

0

 














 


  

Полагая, ,t 10   получим .0ctct,
t
1tc 2 





    

Из этого равенства выражаем t  как функцию : .
c2

c4t
22 


  

Итак, уравнение кривой в натуральном параметре имеет вид: 



















.

c4

c2,
c2

c4ln,
c2

c4)l(r
22

22222



  

Вычисляя кривизну и кручение данной кривой как функции 

параметра , найдем ее натуральное уравнение: .
c4
2ck 22 
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Задачи 
 
1 Составить уравнения касательной и нормали к следующим 

линиям: 
1.1  1ty,t2tx 22    в точке );1t(A    
1.2  ;tsinay,tcosax 33   
1.3  ;tsinby,tcosax   
1.4  );tcos1(ay),tsint(ax   

1.5  xsiny   в точке с абсциссой ;
2
   

1.6  0axy3yx 33    в точке ;
2
a3;

2
a3A 






  

1.7  ;1
b
y

a
x

2

2

2

2
  

1.8  ;px2y2    

1.9   cosa2r  в точке A , для которой ;
4
  

1.10 342  xxy  в точках с абсциссами  -1, 0, 1; 
1.11 3xy   в точках с абсциссами 0 и 1; 

1.12 tgxy   в точках с абсциссами 0, ;
4
  

1.13 3242 t
3
1t

2
1y,t

4
1t

2
1x   в точке );0t(A   

1.14 aayx)yx(  222  в точке ;
2
a;

2
aA 






  

1.15 .
t
1t

2
by,

t
11

2
ax 






 






    

 

2 Решить:  
2.1 Доказать, что для любой точки M равносторонней гипербо-

лы 222 ayx    отрезок нормали от точки M до точки пересечения 
с осью Ox равен отрезку OM.        

2.2 В какой точке касательная к параболе 5x6xy 2   пер-
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пендикулярна прямой 08y2x  ? 
2.3 В уравнении параболы cbxxy  2  постоянные b  и c  

определить так, чтобы парабола касалась  прямой 5x3y   в точке 
с абсциссой x =2.  

2.4 В уравнении параболы cbxaxy  2  постоянные a , b  и 
c определить так, чтобы парабола касалась  прямой 1x4y   в 
точке с абсциссой x =1 и проходила через точку );1;0(A  

2.5 Написать уравнение касательной и нормали к линии 
13 23  xxy  в точке ее пересечения с параболой .x3y 2  

2.6 Написать уравнение касательных к линии  

2x1
1y


  в точках ее пересечения с гиперболой .
x1

1y


  

2.7 В каких точках с одной и той же абсциссой касательные к 
линиям 2xy   и 3xy   параллельны? 

2.8 Найти касательную к параболе 2xy  , параллельную пря-
мой .5x4y   

2.9 Найти касательные линии 23 ty,tx  , проходящие через 
точку M(-7;-1). 

2.10 Найти наиболее удаленные от начала координат касатель-

ные астроиде .ayx 3
2

3
2

3
2

  
2.11 В какой точке касательная к параболе образуют с осью Ox 

угол в 45 ? 

2.12 Составить уравнения касательных к линии 
x
1xy   в 

точках пересечения с осью Ox. 
2.13 Составить уравнения нормали к линии в точке с абсциссой 

.
x1

1y,3x 2
      

2.14 Составить уравнения касательной и нормали к линии 
07yx3yxx2 222   в точке A(1;-2). 

2.15 Может ли касательная к параболе 3xy   составлять с осью 
Ox тупой угол? 
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3 Написать уравнения касательной плоскости и нормали к по-
верхности: 

3.1   )yxln(z 22   в точке )00;1;(M ; 
3.2   1zyx 222   в точке )3 2; 2;(M ; 
3.3   22 yx1z   в точке )3;11;(M ; 
3.4   12zxy 32    в точке )22;1;(M ;                 
3.5   3axyz  ; 
3.6   3322 vuz,vuy,vu2x   в точке )75;3;(M ; 
3.7   uvz,vuy,vux   в точке )21;3;(M ; 

3.8   1
c
z

b
y

a
x

2

2

2

2

2

2
  в точке )z;y;x(M 000 ; 

3.9   ;avz,vsinuy,vcosux   

3.10 ycosxsinz   в точке 





 

2
1;

4
;

4
M ; 

3.11 uv3uz,v2uy,ux 32   в точке )43;1;(M ; 
3.12 33 yxz   в точке )92;1;(M ; 

3.13 uz,vsinuy,vcosux   в точке 





 


4

v,2uM ; 

3.14 169zyx 222   в точке )12;4;3(M ; 
3.15 4z3y2x 222   в точке )1-1;3;(M . 
 
4 Решить: 
4.1 Показать, что кривая 2tz,dcty,batx   имеет во всех 

точках одну и ту же соприкасающуюся плоскость.  
4.2 Написать уравнение соприкасающейся плоскости, главной 

нормали, бинормали, спрямляющей плоскости кривой 
20tz,ty,tx 32   в точке )73;9;(M .  

4.3 Составить уравнения главной нормали, бинормали, сопри-
касающейся плоскости кривой zx,xy 22   в точке )11;1;(M . 

4.4 Составить уравнения нормальной плоскости, бинормали, 
соприкасающейся плоскости, главной нормали в точке t = 0 для 
кривой .tz,t1y,tx 32   
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4.5 Для винтовой линии tz,tsiny,tcosx   в точке )00;1;(M  
составить уравнения соприкасающейся плоскости, нормальной 
плоскости, главной нормали, бинормали. 

4.6 Составить уравнения касательной, нормальной плоскости, 
бинормали, соприкасающейся плоскости, главной нормали и спрям-

ляющей плоскости линии tgtz,tcosy,tsinx   в точке .
4

t 
  

4.7  Составить уравнения спрямляющей плоскости, нормальной 
плоскости и соприкасающейся плоскости кривой 32 tz,t3y,t6x   
в точке t = 1. 

4.8  Составить уравнения касательной, нормальной плоскости, 
бинормали, соприкасающейся плоскости, главной нормали и 
спрямляющей плоскости линии 4tz,ty,tx 23   в точке t = 1. 

4.9 Для линии  в точке )111;1;(M  составить уравнения спрям-
ляющей плоскости, соприкасающейся плоскости, бинормали и 
главной нормали.  

4.10 Составить уравнения касательной, бинормали, главной 
нормали и спрямляющей  плоскости линии tgtz,tcosy,tsinx   в 

точке .
6

t 
  

4.11 Написать уравнения главной нормали, бинормали и сопри-
касающейся плоскости кривой 3tz,t1y,tx 32   в точке 

)40;1;(M . 
4.12  Составить уравнения соприкасающейся плоскости, 

спрямляющей плоскости, нормальной плоскости, главной нормали 
и бинормали линии t3z,tsin2y,tcos2x   в точке )00;2;(M . 

4.13 Для линии ,1tz,t2y,t5x 32   составить уравнения 
нормальной плоскости, главной нормали, соприкасающейся плос-
кости, спрямляющей плоскости и бинормали в точке )02;5;(M . 

4.14 Написать уравнения касательной, бинормали, главной 
нормали и спрямляющей плоскости линии t2z,tsin3y,tcos3x   
в точке )3;0;(M  . 

4.15  Составить уравнения спрямляющейся плоскости, главной 
нормали, соприкасающейся плоскости и бинормали линии 

2yx,3zyx 22222   в точке )11;1;(M . 



 76 

5 Найти векторы  

 ,,  репера Френе 

5.1   ;btz,tsinay,tcosax   
5.2   32 tz,t1y,tx   в точке t = 1; 
5.3   4tz,ty,tx 23   в точке t = 1; 

5.4   tgtz,tcosy,tsinx   в точке t = 
4
 ; 

5.5   ttez,tcosty,tsintx   в точке t = 0; 
5.6   ;t2cosz,tsiny,tcosx 33   

5.7   ;
2
tcosa4z),tcos1(ay),tsint(ax   

5.8   ;axz2,ya3x 223   
5.9   32 tz,ty,tx   в точке t = 1; 
5.10 32 tz,t3y,t6x   в точке t = 1; 
5.11 t3z,tsin2y,tcos2x   в точке t = 0;  
5.12 1tz,t1y,tx 32   в точке t = 1; 
5.13 1tz,t4ty,2tx 32   в точке t = 1; 
5.14 tte2z,tcosty,tsintx   в точке t = 0; 
5.15 t2z,tsin3y,tcos3x   в точке t =  . 
 

6 Найти кривизну и кручение кривой 
6.1   ;2tz,ey,ex tt    

6.2   ;
2
tsin4z,tcos1y,tsintx   

6.3   ;ez,tcosey,tsinex ttt   
6.4   ;tz,tlny,t2x 2  
6.5   ;tt3z,t3y,tt3x 323   
6.6   ;t2cosz,tsiny,tcosx 33   
6.7   ;tz,t1y,tx 32   
6.8   ;btz,tsinay,tcosax   
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6.9   ;atz,shtay,chtax   

6.10 ;tz,t2y,
3
2tx 32   

6.11 atz,tsinty,tcostx   в начале координат; 
6.12 ;zx,xy 22   
6.13 ;axz2,ya3x 223   
6.14 32 tz,t3y,t6x   в точке t = 1; 
6.15 .t3z,tsin2y,tcos2x   
 
 

7  Доказать, что если ),l(rr


   то  

7.1  .k5










  


 

7.2  .kk 5










  


 

7.3  Для того, чтобы линия была прямой, необходимо и доста-
точно,  чтобы k = 0.  

7.4  Для того, чтобы линия была плоской, необходимо и доста-
точно, чтобы .0  

 

 8  Проверить, что для линии ),l(rr


  выполняются следую-
щие соотношения: 

8.1  ;12 


r  

8.2  ;kr 22   

8.3  ;kkkr 2224
2




 

8.4  ;0rr 


 

8.5  ;krr 2


 

8.6  .kkrr 
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9 Составить натуральные уравнения кривых: 
9.1   ;tsinay,tcosax 33   

9.2   ;xy 2
3

  
9.3   );tcos1(ay),tsint(ax   

9.4   );t2sintsin2(
3
ay),t2costcos2(

3
ax   

9.5   ;
a
xchay 





  

9.6   );t2cos2(ay),t2sint2(ax   

9.7   ;tsinay),tcos
2
ttg(lnax   

9.8   );cos1(ar   
9.9   );tcostt(sinay),tsintt(cosax   
9.10 .atz,shty,chtax   
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2.3 Евклидовы  и псевдоевклидовы пространства 
 
Вопросы для самоконтроля 
1 Евклидовы координаты. 
2 Скалярное произведение. 
3 Длина линии. 
4 Угол между двумя линиями. 
5 Псевдоевклидово пространство. 
6 Градиент функции. 
7 Производная функции по направлению вектора. Координаты 

в евклидовом пространстве. 
8 Риманова метрика. 
9 Евклидова  метрика. 
10 Псевдориманова метрика. 
11 Векторы в псевдоевклидовом пространстве. Псевдосфера.   
12 Преобразования Лоренца. 
13 Замедление времени. 
14 Сокращение длин. 
15 Кривые в псевдоевклидовом пространстве. 
16 Времениподобная кривая. 
17 Сопровождающий трехгранник времениподобной кривой. 
18 Формулы Френе времениподобной кривой. 
19 Кривизна, кручение времениподобной кривой. 
 
 
 
Примеры решения и оформления задач 
 
 
Пример 1 Вычислить длину дуги линии xsinlny   между точ-

ками, для  которых .
2

x,
3

x 21





  

Решение.  Искомую линию вычисляем по формуле 

.dxy1s
b

a

2   

Поскольку ,
xsin
xcosy,xsinlny   то  
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2

3

2

3

2

3

2

3

22

2

3

2

.3ln
2
1

xcos1
xcos1ln

2
1

1xcos
)x(cosd

xsin
xdxsin

xsin
dxdx

xsin
xcos1s

        Ответ:  .3ln
2
1  

 

Пример 2 Найти угол между кривыми 4y4x,1x
4
5y 222   

в точке их  пересечения. 
Решение.   Найдем точки пересечения данных кривых 











1x
4
5y

4y4x
2

22

   

Откуда 1)y44(
4
5y 2    или  06yy5 2  , .1y,

5
6y 21   

06yx
4
5y 2   , следовательно, 1y  не подходит.    

Таким образом, кривые имеют единственную точку пересече-
ния )10;(M . 

Параметризируем данные кривые  









 2t0
,tsiny

,tcos2x
,4yx 22 .  

.s
,1s

4
5y

,sx
,1x

4
5y 2

2 









    


 j)1s

4
5(is)s(r,jtsinitcos2)t(r 2

21 . 

Тогда 

 }1s
4
5,s{)s(r,tsin,tcos2)t(r 2

21 


 – векторно-параметрические 

уравнения  исходных кривых.  
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,0tcos2x  откуда 
4

t 
  и .0sx   

Вычислим :)s(r),t(r 21


  

,jtcositsin2)t(r1


  

,js
2
5i)t(r2


  i)0(r,i2

2
r 21 






 


 – касательные векторы в 

точке пересечения кривых. 
Тогда угол   между кривыми найдем из соотношения:  

.
)0(r

2
r

)0(r
2

r
cos

21

21











 







 

          

.,1
2
2cos,1)0(r,2

2
r 21 









 


 

Ответ: .  
 
 
Пример 3 Вычислить риманову метрику в полярных координатах. 

Решение. На плоскости полярные координаты и декартовы свя-
заны следующими соотношениями: 

.sinry,cosrx   

Метрика Евклида в декартовых координатах x, y имеет вид 

 .
10
01

)g(,dydxdl ij
222









    

Поскольку   ,dsinrcosdrdx   
,dcosrsindrdy     

.drdr

)cos(sindr)sin(cosdrdcosrdrdcossinr2

sindrdrdcossinr2dsinrcosdrdydxdl

,dcosrdrdcossinr2sindr)dcosrsindr(dy

,dsinrdrdcossinr2cosdr)dsinrcosdr(dx

222

2222222222

2222222222

2222222

2222222
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.
r0
01

)g(илиdrdrdl 2ij
2222









  

Ответ:  .drdrdl 2222   
 

Пример 4  Найти натуральную параметризацию кривой из  ,R3
1  

.ktsinejtcoseie7)t(r ttt


  

Решение.  Найдем  .)t(r),t(r   

.e47e2e49)tcost(sine)tsint(cosee49)t(r

,k)tcost(sinej)tsint(coseie7)t(r

t2t2t22t22t2t2

ttt








Таким образом, )t(r


 времениподобная кривая 

).1e(47e47dte47 tt

0
t

1

0

t2    

Откуда    ).1
47

ln(t 


  

.k1
47

lnsin1
47

j1
47

lncos1
47

i1
47

7)(r





























































 
Ответ:   







































































1

47
lnsin1

47
,1

47
lncos1

47
,1

47
7)(r . 

 
Пример 5 Найти единичные векторы сопровождающего трех-

гранника времениподобной  кривой )(r 


 в точке 0 , вычислить 
кривизну и кручение данной кривой. 

.k
5

2sinj
5

2cosi
5

3)(r
 







  

Решение.  Найдем .)(r),(r),(r 
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.

5
4)(r,k

5
2sin

5
4j

5
2cos

5
4)(r

,k
5

2cos
5

2j
5

2sin
5

2i
5

3)(r
















 

Тогда .
)(r

)(r)(),(r)(










 

.k
5

2sinj
5

2cos)(
 




  

В точке 0  имеем: 

)0;1;0(,
5

2;0;
5

3












. 

Вектор 










)(),()(  

;k
5

2cos
5

3j
5

2sin
5

3i
5

2

5
2sin

5
2cos0

5
2cos

5
2

5
2sin

5
2

5
3

kji

)(




 


















.
5

3;0;
5

2)0( 










 

Поскольку  ]r,r[)(k

 , то найдем ].r,r[


     

;k
5

2cos
55

12j
5

2sin
55

12i
55

8
5

2sin
5
4

5
2cos

5
40

5
2cos

5
2

5
2sin

5
2

5
3

kji

]r,r[
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.
5
4)(k,

5
4r,r 







 


 

Найдем ).(r 


 

.
5
6

16525
25128

25
16

5
2cos

525
128

5
2sin

525
128

]r,r[

r]r,r[)(

;k
5

2cos
55

8j
5

2sin
55

8)(r

2

2



































 

Ответ:  

.
5
6,

5
4k,

5
3;0;

5
2),0;1;0(,

5
2;0;

5
3





















 

 
 
Задачи 
 
1 Вычислить длину дуги линии между указанными точками 

следующих линий: 

1.1   ;
3

x,0x;xcoslny 21
  

1.2   ;,0);cos1(ar 21   
1.3   ;t,0t);tcos1(ay),tsint(ax 21   

1.4   ;2x,0x;
a
xachy 21   

1.5   ;t,0t);t2sintsin2(
3
ay),t2costcos2(

3
ax 21   

1.6   ;
2

t,0t;tsinay,tcosax 21
33   

1.7   ;,0);cos1(a2r 21   

1.8   ;4x,1x;xln
2
1x

4
1y 21

2   

1.9   ;2t,0t;cht2y,t2sh
2
1tx 21   

1.10 ;2t,0t);tt2(a3y,at8x 21
423   
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1.11 ;2x,0x;xy 21
2   

1.12 ;t,0t;btz,tsinay,tcosax 21   

1.13 ;1x,0x;xy 21
2
3

  

1.14 ;t,
2

t;tsinay),tcos
2
tctg(lnax 21   

1.15 .4x,2x;
1e
1elny 21x

x





  

 
 
2 Найти угол между кривыми в точке пересечения: 

2.1  ;j
2
1it)t(r,jtsinit)t(r 21


  

2.2  ;12yx,8xy 22   
2.3  ;x2y,8yx 222   

2.4   ;xy,
x
1y   

2.5   
















;
t5y

tx
,

tty
tx

3  

2.6   ;1y,xsin1y   

2.7   ;xcos2y,xsin2y   

2.8   ;
x
1y,xy 2

3   

2.9   ;x4y,5yx 222   

2.10 ;0y,
)x1(

)1x(y 2 



  

2.11 ;ber,aer    
2.12 ;x4x6y,)2x(y 22   

2.13 ;x54y4,1y
4
x 22

2
  

2.14 ;
)x2(

xy,x8yx
3

222
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2.15 .
)4x(

8y,y4x 2
2


  

 
3  Вычислить риманову метрику: 
     а) в цилиндрических координатах; 
     б) в сферических координатах. 
 
4 Определить, к какому типу (времениподобные, пространст-

венноподобные, изотропные) относятся следующие кривые в 3
1R : 

4.1  а) 


 ktsinejtcoseie3)t(r ttt ;  

       б) 


 ktsinjtcosit)t(r ;  

       в) 


 k)1t(jt5it2)t(r 3 ; 

4.2  а) 


 ktsinjtcosi
2
t)t(r ;  

        б) 


 k
2
tsinj

2
tcosit2)t(r ;  

        в) 


 kt3sinjt3cosit3)t(r ; 

4.3   а) 


 k7j)3t2(it2)t(r 2 ;  

        б) 


 kt9jt
2
3it7)t(r 2 ;  

        в) 


 k
2
tsin6j

2
tcos6it9)t(r ; 

4.4   а) 


 ktsinejtcoseie2)t(r ttt ;  

        б) 


 kt2sinjt2cosit)t(r ;  

        в) 


 k)2t(j53it)t(r 33 ; 

4.5  а)  


 k
2
tsin6j

2
tcos6it2)t(r ; 

        б) 


 kj)4e(ie)t(r t3t3 ; 

        в) 


 kt2j)1t3(it5)t(r 222 ; 
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4.6   а) 


 ktsinejtcoseie
2
1)t(r ttt ;  

        б) 








  ktsinjtcositt

2
1)t(r 3 ;  

        в) 


 kejeie2)t(r ttt ; 

4.7   а) 


 kchtjtisht)t(r ;  

        б) 


 k
3
tsin6j

3
tcos6it5)t(r ;  

        в) 


 kt4j)2e3(ie)t(r tt ; 

4.8   а) 


 ktjshticht)t(r ;  

        б) 


 k
2
tsinj

2
tcosi)tt()t(r 3 ;  

        в) 


 ktsinejtcoseie2)t(r ttt ; 

4.9   а) 


 k)2t2(j)1t2(it2)t(r 333 ; 

        б) 


 kt2sinjt2cosit)t(r ;  

        в) 


 k
2
t3sinj

2
t3cosit2)t(r ; 

4.10 а) 


 k
2
tj2it)t(r

3
3 ;  

        б) 


 k)1t2(j)2t3(it2)t(r 333 ;  

        в) 


 ktjchtisht)t(r ; 

4.11 а) 


 kt2sinejt2coseie)t(r t2t2t2 ; 

   б) 


 kt4j)7t4(it2)t(r 3 ; 

        в) 


 kchtjt
2
1isht)t(r ; 

4.12 а) 


 k
3
tsin6j

3
tcos6it3)t(r ; 
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        б) 


 kt5jshticht)t(r ;  

        в) 


 kchtj)1t(isht)t(r ; 

4.13 а) 


 ktjshticht)t(r ;  

        б) 


 k
2
tsinj

2
tcosi)t2t()t(r 3 ;  

        в) 


 kt3j)t25(i)3t()t(r 22 ; 

4.14 а) 


 ktsinjtcosit
2
3)t(r ;  

        б) 


 kt2sinjt2cosi)1t2()t(r ;  

        в) 


 kt5je2ie3)t(r tt ; 

4.15 а) 


 ktsine2jtcose2ie3)t(r ttt ; 

        б) 


 kt2jt3i)1t()t(r 3 ; 

         в) 


 kchtjtisht)t(r . 
 

5 Найти натуральную параметризацию кривой из 3
1R . Сделать 

проверку. 

5.1   


 ktsinjtcosit
2
3)t(r ; 

5.2   


 ktsine2jtcose2it3)t(r tt ; 

5.3   


 k
2
tsinj

2
tcosit2)t(r ; 

5.4   


 ktsinejtcoseie2)t(r ttt ; 

5.5   


 k
2
tsin6j

2
tcos6it9)t(r ; 

5.6   


 ktsinejtcoseie3)t(r ttt ; 

5.7   


 k
3
tsin6j

3
tcos6it9)t(r ; 
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5.8   


 k
2
t3sinj

2
t3cosit2)t(r ; 

5.9   


 kchtjt
2
1isht)t(r ; 

5.10 


 k
3
tsin6j

3
tcos6it8)t(r ; 

5.11 


 kcht3jtisht3)t(r ; 

5.12 


 kchtisht)t(r ; 

5.13 


 ktsine3jtcose3ie7)t(r ttt ; 

5.14 


 kcht2j)3t(isht2)t(r ; 

5.15 


 kt2j)1t3(it5)t(r 222 ; 
 
6 Найти единичные векторы сопровождающего трёхгранника 

времениподобной кривой )t(r


 из 3
1R  в точке t = 0. 

6.1   








  ktsinjtcosi4

2
t3)t(r ; 

6.2   


 k
2
tsin6j

2
tcos6it9)t(r ; 

6.3   


 ktsinejtcoseie3)t(r ttt ; 

6.4   


 k
2
t3sinj

2
t3cosit2)t(r ; 

6.5   


 ktsinjtcosi
2
3)t(r ; 

6.6   


 ktsinejtcoseie2)t(r ttt ; 

6.7   


 kt2sinjt2cosit3)t(r ; 

6.8   


 k
2
tsinej

2
tcoseie2)t(r 2

t
2
t

2
t

; 

6.9   


 ktsin
2
1jtcos

2
1it2)t(r ; 
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6.10 


 k
2
tsinj

2
tcosi)2t4()t(r ; 

6.11 


 ktsin3jtcos3it5)t(r ; 

6.12 

k

3
tcosj

3
tsinit)t(r ; 

6.13 


 ktsine
2
1jtcose

2
1ie3)t(r ttt ; 

6.14 


 kt2cosjt2sinit9)t(r ; 

6.15 


 ktsinjtcosi)3t()t(r 3 .  
 

7 Найти кривизну и кручение кривой  )t(r


, где  )t(r


 кривая 
из задания 5 . 

8 Используя формулы Френе, вычислить 




, 




, 




  в точ-

ке 0 , если 

r = )t(r


 кривая из задания 6. 
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2.4 Поверхности 
 
Вопросы для самоконтроля 
1 Метрика на поверхности. 
2 Первая квадратичная форма. 
3 Угол между двумя линиями на поверхности. 
4 Площадь поверхности. 
5 Нормальная кривизна. 
6 Вторая квадратичная форма. 
7 Индикатриса Дюпена. 
8 Полная, средняя и главные кривизны. 
9 Формула Эйлера. 
 
 
Примеры решения и оформления задач 
 
 Пример 1 Вычислить  первую и вторую квадратичные формы 

псевдосферы: vcosusinax  , vsinusinay  , 





  ucos

2
utglnaz . 

Решение. Вычислим коэффициенты первой квадратичной формы 
222

1 GdvFdudv2Eduds  , 


 2
urE ,   


 vu rrF ,   



 2
vrG . 

 ucosactgu,vsinucosa,ucosvcosaru 


, 

 0,vcosusina,usinvsinarv 


. 
Отсюда 

;uctga)uctg1(ucosa)uctgvsinv(cosucosa

ucosuctgavsinucosaucosvcosarrE
2222222222

222222222
uu






 

,0vsinvcosusinucosavsinvcosucosusinarrF 22
vu 


 

.usinavcosusinavsinusinarG 222222222
v 


 

Таким образом, первая квадратичная форма псевдосферы 
имеет вид: .udvsinauductga 222222

1   
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Вычислим теперь коэффициенты второй квадратичной формы 

,NdvMdudv2Ldu 22
2   

;
FEG

rrrrmrmL
2

vuuu
uuuu







 

;
FEG

rrrrmrmM
2

vuuv
vuuv







 

;
FEG

rrrrmrmN
2

vuvv
vvvv







 


m – единичный вектор нормали к поверхности, .

r,r

r,r
m

vu

vu
























 

 )2uctg(ucosa,vsinusina,usinvcosar 2
uu 


; 

 0,vcosucosa,ucosvsinaruv 


; 

 0,vsinusina,usinvcosarvv 


; 
Тогда  

;ucosctgua
0vcosusinavsinusina

ucosactguvsinucosavcosucosa
)2uctg(ucosavsinusinavcosusina

rrr 3

2

vuuu 







 

;0
0vcosusinavsinusina

ucosactguvsinucosavcosucosa
0vcosucosaucosvsina

rrr vuuv 






 

 

.usinucosa
0vcosusinavsinusina

ucosactguvsinucosavcosucosa
0vsinusinavcosusina

rrr 23
vuvv 







 

Таким образом,  
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;actgu
FEG

rrrL
2

vuuu 






 

;0
FEG

rrrM
2

vuuv 






 

.usinucosa
FEG

rrrN
2

vuvv 






 

Вторая квадратичная форма псевдосферы имеет вид: 

.udvcosusinaactgudu 22
2   

Ответ:   ,udvsinauductga 222222
1    

.udvcosusinaactgudu 22
2   

 
Пример 2  Найти угол между кривыми vu   на поверхности 

vcosux  , vsinuy  , vz  . 

Решение. Найдём точку пересечения кривых   vu    и  vu  .  
Имеем vu  , следовательно,  0u    и  0v  . Точка )0;0(A  явля-
ется точкой пересечения данных кривых.  

Вычислим коэффициенты первой квадратичной формы по-
верхности.   Для этого найдём: 

 0,vsin,vcosru 


; 

 1,vcosu,vsinurv 


; 
Тогда  

1vsinvcosrE 22
u

2 


 

,0vsinvcosuvcosvsinurrF 2
vu 


 

.1u1vcosuvsinurG 222222
v 


    

Пусть    – угол между этими кривыми. Тогда  

21

21212121

hh
vvdGd)uvddvudd(FuudEdcos 

 ,  
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где  2
111

2
11 vGdvudFd2uEdh  , 

2
222

2
22 vGdvudFd2uEdh  , 

udi  ,  vdi  – дифференциалы функций u  и v взятые из уравне-
ний )t(uu i  и )t(vv i , 2,1i  , соответственно первой и второй 
линий.  

Параметризуем данные  кривые следующим образом 
t)t(u1        t)t(v1   

t)t(u2     t)t(v2   
Очевидно, в точке пересечения 0t  , dtvdud 11  ,  dtud2  ,  

dtvd2  . 
Поэтому, 

2
22222

1 hdt)t2(dt)t1(dth    . 
Таким образом 

.
t2

t
dt)t2(

dt)t1(dtcos 2

2

22

222







  

В точке пересечения 0cos),0t(A   и 
2
П

 . 

 Ответ: 
2
П

 . 

 
Пример 3 Найти выражение для полной кривизны поверхно-

сти, отнесённой к таким координатам, в которых первая квадратич-
ная форма имеет вид 222

1 dv)v;u(Gduds  . 

 Решение. Воспользуемся формулой Гаусса 

















































u
2

uv

v
2

uv
2

vu

vu

vu

22
FEG

GF

FEG

FE

FEG2

1

GGG
FFF
EEE

)FEG(4
1K . 

Поскольку E=1, F=0,G=G(u,v), то  

u

u

u

u

G2
G

G
1

G
G

G2
1K 






























 ; 

Нетрудно заметить, что  
u
G

G2
Gu




 .  
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Таким образом, 2

3

u
G

G
1K




 . 

Ответ:   2

3

u
G

G
1K




 . 

 
Пример 4 Вычислим полную и среднюю кривизны гиперболи-

ческого параболоида:  xy=az. 
Решение. Выразив явно z как функцию переменных x и y , най-

дём коэффициенты первой и второй квадратичных форм. 

a
xyz  .  Поскольку     2

xz1E  ,    yxzzF  , 21 yzG  ,     

2
y

2
x

xx

zz1

zL


 ,     
2
y

2
x

xy

zz1

z
M


 ,     2

y
2
x

yy

zz1

z
N


 ,   то  

2

2

a
y1E  , 2a

xyF  , 2

2

a
x1G  , 0L  , 

222 yxa

1M


 , 0N  . 

Так как  2

2

FEG
MLNK




 ,   
)FEG(2

FM2LGENH 2


 ,   то  

2222

2

)yxa(
aK


 ,     
2
3

222 )yxa(

xyH



 . 

Ответ:   2222

2

)yxa(
aK


 ,     
2
3

)yxa(

xyH
222 

 . 

  
 
Задачи 
 
1 Вычислить первую и вторую квадратичные формы 

поверхностей: 
1.1  vsinRz,vcosusinRy,vcosucosRx  ; 
1.2  );u(z,vsinay,vcosax    

1.3  ;
v
1v

2
cz,usin

v
1v

2
by,ucos

v
1v

2
ax 
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1.4   ;uvz,vuy,vux 2222   
1.5   vsincz,vcosusinby,vcosucosax  ; 

1.6   ;
vu
1uvcz,

uv
uvby,

vu
1uvax












  

1.7   ;
2
vz,usinqvy,ucospvx

2
  

1.8   ;
v
1v

2
cz,usin

v
1v

2
by,ucos

v
1v

2
ax 







 






 






   

1.9   ;uv2z,q)vu(y,p)uv(x   
1.10 ;cvz,usinbvy,ucosavx   
1.11 ;vz,usinby,ucosax   

1.12 ;vz,
u
1u

2
by,

u
1u

2
ax 







 






   

1.13 ;vz,pu2y,pu2x 2   
1.14 ;vsinbz,usin)vcosba(y,ucos)vcosba(x   
1.15 uz,usinvy,ucosvx  . 
 
2 Найти: 
2.1 Угол между линиями u2v   и  u2v   на поверхности, 

имеющей первую квадратичную форму 222 dvduds  . 
2.2 Угол между линиями 1uv   и  u3v   на поверхности 

2uz,vsinuy,vcosux  . 

2.3 Периметр криволинейного треугольника 2av
2
1u  , 1v  , 

расположенного на поверхности, у которой  22222 dv)au(duds  . 
2.4 Под каким углом пересекаются линии  ,0vu    0vu   

на прямом геликоиде  avz,vsinuy,vcosux  . 
2.5 Площадь криволинейного треугольника 1v,avu  , рас-

положенного на поверхности с первой квадратичной формой 
22222 dv)au(duds  . 

2.6 На поверхности с первой квадратичной формой 
2222 udvshduds   длину дуги линии vu   между точками 
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)v;u(M 111  и )v;u(M 222 . 
2.7 Площадь четырёхугольника на прямом геликоиде 

avz,vsinuy,vcosux  , ограниченного линиями 
1v,0v,au,0u  . 

2.8 Угол между кривыми  1v   и  2v
2
1u   на поверхности 

vz,vsinuy,vcosux  . 
2.9 Длины сторон треугольника 0vv0,shvu0   на по-

верхности vz,vsinuy,vcosux  ; 
 

3 Вычислить: 
3.1 На поверхности uvz,vuy,vux 2222   задана линия 

auv  . Вычислить длину дуги линии между точками её пересече-
ния с линиями  2u,1u  . 

3.2 На прямом геликоиде avz,vsinuy,vcosux   заданы ли-

нии c)auuln(v 22  . Вычислим длины дуг этих линий меж-
ду двумя точками )v;u(M 111  и )v;u(M 222 . 

3.3  Площадь поверхности тора 
vsinbz,usin)vcosba(y,ucos)vcosba(x  ,  2v,u0 . 

3.4 Площадь треугольника 0vv0,shvu0   на поверхности 
vz,vsinuy,vcosux  . 

3.5 Дифференциал длины дуги для линий auv,1v,2u   на 
поверхности uvz,vuy,vux 2222  . 

 
4 Указать, какая из приведённых квадратичных форм может 

служить первой квадратичной формой поверхности: 
а)   ;dvdudv4duds 222   
б)   ;dv4dudv4duds 222   
в)   ;dv6dudv4duds 222   
г)   222 dv2dudv4duds  .    
 
5 Вычислить главные кривизны следующих поверхностей: 
5.1  ;avz,vsinuy,vcosux   



 98 

5.2  uvz,vuy,vux 2222   в точке );1v;1u(M   
5.3  xyz   в точке );1;1;1(M  

5.4  z2
q
y

p
x 22

  в точке );0;0;0(M ; 

5.5  vz,pu2y,pu2x 2   в точке );1v;1u(M   

5.6  vz,
u
1u

2
by,

u
1u

2
ax 






 






   в точке  );1v;1u(M   

5.7  
2
vz,usinqvy,ucospvx

2
   в точке );1v;u(M   

5.8  
vu
1uvcz,

uv
uvby,

vu
1uvax








  в точке  );2v;1u(M   

5.9 





 






 






 

v
1v

2
cz,usin

v
1v

2
by,ucos

v
1v

2
ax  в точке 

);2v;u(M   
5.10 vsin3z,usin)vcos32(y,ucos)vcos32(x   в точке  

);0v;0u(M   
5.11  u5z,usinvy,ucosvx   в точке  );1v;0u(M   

5.12  uv2z,q)vu(y,p)uv(x   в точке 
);1v;1u(M   

5.13 uz,usin3y,ucos2x   в точке  );1v;0u(M   
5.14 vsin9z,vcosusin9y,vcosucos9x   в точке 

);0v;0u(M    
5.15 vsin16z,vcosusin9y,vcosucos4x   в точке 

).v;0u(M    
 
 
6 Найти: 
6.1 Полную кривизну поверхности, первая квадратичная форма 

которой имеет вид .dveduds 2u222   
6.2 Полную кривизну поверхности, заданной уравнением 

0)z;y;x(F  . 
6.3 Полную и среднюю кривизну поверхности )y;x(fz  . 
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6.4 Полную кривизну в произвольной точке поверхности 
0)u(,sin)u(z,cos)u(y),u(xx  . 

6.5 Полную и среднюю кривизны поверхности 
uv2z,q)vu(y,p)uv(x  . 

6.6 Полную кривизну поверхности z2
q
y

p
x 22

 . 

6.7 Полную и среднюю кривизны поверхности xyz  . 
6.8 Среднюю кривизну круглого цилиндра, радиус которого 

равен a. 
6.9 Омбилические точки поверхности   

а) 1
c
z

b
y

a
x

2

2

2

2

2

2
 , )0cba(  ; 

б) 1
c
z

b
y

a
x

2

2

2

2

2

2
 ; 

в) 3axyz  . 
 
 
7 Вычислить: 
7.1 Гауссову и среднюю кривизну на поверхности, задаваемой 

уравнением )y(g)x(fz  .  
7.2 Среднюю кривизну поверхности 

ab,0a,bvz,vsinauy,vcosaux   
7.3 Полную и среднюю кривизну винтовой поверхности 

vuz,vsinuy,vcosux  . 
7.4 Полную и среднюю кривизну поверхности 

vsincz,vcosusinby,vcosucosax  . 
7.5 Показать, что средняя кривизна геликоида 

avz,vsinuy,vcosux   равна нулю, вычислить полную кри-
визну. 

7.6 Доказать, что полная кривизна поверхности с первой квад-

ратичной формой 222

22
2

)cyx(
dydxds



  постоянна. 

7.7 Полную и среднюю кривизну поверхности  yxz 2 . 
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2.5 Элементы теории поля. Тензоры 
 
Вопросы для самоконтроля 
1 Скалярные и векторные поля. Производная скалярного поля 

по направлению.  
2 Градиент, дивергенция, ротор. 
3 Примеры тензоров. 
4 Общее определение тензора. 
5 Операции над тензорами (перестановка индексов; сложение, 

умножение, свёртывание). 
6 Кососимметрические тензоры. 
7 Поднятие и опускание индексов. 
8 Внешний дифференциал формы. 
9 Ковариантное дифференцирование. Символы Кристоффеля. 
10 Геодезические линии. 
11 Понятие дифференцируемого многообразия. 
 
 
Примеры решения и оформления задач 
 

Пример 1 Найти поверхность уровня скалярного поля 
43z12y18x16y3x2u 22  , проходящую через точку 

)1;1;1(M  ; 

Решение.  Совокупность поверхностей уровня данного поля 
определяется уравнением 

043z12y18x16y3x2 22  . 
Подставляя координаты точки М в левую часть уравнения, сре-

ди поверхностей встречаем ту, которая проходит через данную точ-
ку. Имеем 4c,c4312181632  .  

Следовательно, уравнение искомой поверхности имеет вид 
047z12y18x16y3x2 22  . 

Выделяя полные квадраты, получаем 

 )1z(12)3y(3)4x(2 22   или )1z(2
2

)3y(
3

)4x( 22





 . 

Итак, поверхностью уровня является гиперболический парабо-
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лоид Z2
2

Y
3

X 22
 , где .1zZ,3yY,4xX   

 
Пример 2  Найти производную поля  222 yxzyxz3yxu   в  

точке  )1;2;1(M  по направлению вектора )1;2;1(a 


. 

Решение.  Частные производные функции u в точке М имеют 
значения 

,14)zyyz3xy2(
x
u

M
22

M



  

 

,8)xyz2xz3x(
y
u

M
22

M



  

 

.14)zxy2xy3(
z
u

M
2

M



  

Единичный вектор, совпадающий по направлению с вектором 

a , равен  

.
2
1;

2
1;

2
1

a

ae 














 

Тогда   .24
2
114

2
18

2
114

e

)M(u







 

Ответ: .24
e

)M(u







 

 

Пример 3  Найти векторную линию векторного поля  

constb,kbjxiya 


, проходящую через  точку  )0;0;1(M . 

    Решение.  Система дифференциальных уравнений векторных 

линий имеет вид: 
b
dz

x
dy

y
dx




. 
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Решаем ее:   
x

dy
y

dx



, 0ydyxdx  , 2

1
22 cyx  , или в пара-

метрическом виде ;tsincy,tcoscx 11    
 

b
dz

x
dy

 , ,tcos
c

tdtcosс
b
dz

1

1   2cbtz,bdtdz  . 

Так как векторная линия проходит через точку )0;0;1(M , то 
легко находим, что постоянные интегрирования ,1c1   .0c2   

Уравнения векторной линии поля  

a , проходящей через точку 

М,  имеют вид btz,tsiny,tcosx  (винтовая линия). 
Ответ: btz,tsiny,tcosx  . 
 
Пример 4  Доказать справедливость следующей формулы: 

.constc,cgradu)cu(grad   
Решение. Согласно определению градиента функции f , имеем  

.k
z
fj

y
fi

x
fgradf














  

Отсюда, 

.cgraduk
z
uj

y
ui

x
uc

k
z
ucj

y
uci

x
uck

z
)cu(j

y
)cu(i

x
)cu()cu(grad





















































        

Таким образом, .cgradu)cu(grad   
 

Пример 5 Показать, что смешанное произведение 

cba  векто-

ров в трёхмерном пространстве задаётся тензором типа )3;0( . 

Решение. Поскольку смешанное произведение обладает свойст-
вом линейности по каждому сомножителю, то оно определяется зада-

нием смешанных произведений базисных векторов  


 lkiikl eeeс .  

Если 


 i
i ea , 


 k

k eb , 


 l
l ec , то lki

iklccba 


. При за-
мене базиса будем иметь:  
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,AAAceAeAeAe`e`e`с` q
l

p
k

h
ihpqq

q
lp

p
kh

h
ilkiikl 


 

,eAe` h
h
ii


    ,eAe` p

p
kk


   


 q

q
ll eAe` – формулы перехода от базиса 



321 e,e,e  к базису 


321 e,̀e,̀e` .  
Таким образом, q

l
p
k

h
ihpqikl AAAcс`  , что и требовалось доказать. 

 
 
Пример 6  Векторное умножение в трёхмерном пространстве 

задаётся тензором типа )2;1( , компоненты l
ikс  которого определя-

ются условиями 










l

l
ikki ece,e . Показать, что тензоры векторного и 

смешанного умножения связаны операцией опускания и поднима-
ния индекса. 

Решение. Имеет место тождество  










c,bacba . В координа-

тах это имеет вид: ,cgc lkh
kl

i
ih

lki
ikl   т.е. h

klihikl cgc  . 
 
 
Задачи 
 
1 Найти:  
   а) линии уровня плоских скалярных полей (рассматриваемых  

только на плоскости xOy); 
   б) поверхности уровня скалярных полей; 

1.1   а) ;
x
yu 2  

        б) ;zyxu 222   
1.2   а) ;yxu 22   

        б) ;zyxu 222   

1.3   а) ;
yx

x2u 22 
  

        б) ;)8z(yx)8z(yxu 222222   



 104 

1.4   а) ;
x

1yx2u 2


  

        б) ;zyxu   
1.5   а) ;yxu 22   

        б) 
z

z4xu
22 

 . 

 
2 Вычислить производную скалярного поля u  в точке M  по 

направлению вектора .a


 

2.1 xzy5xzy7yx5u 222  , )1;1;1(M ,  );8;4;8(a 


 

2.2 ,xzy)x3ln(u 22   )2;3;1(M ,  );2;2;1(a 


 

2.3 ,xzyzxyu 22   )2;1;1(M ,  ;
2
1;

2
2;

2
1a 













 

2.4 ,arctgz)x1ln(yu 2   )1;1;0(M ,  );2;3;2(a 


 

2.5 ),1zln(zyx5u 22  , )2;1;1(M ,  ).52;6;5(a 


 
 

3 Найти векторные линии следующих векторных полей  :a


  

3.1 ;constc),0;cx;cy(a 


 

3.2 );z;y;x(a 


 

3.3 );z2;y;x(a 


 

3.4 );z;y;x(a 222


 

3.5 ).y3;z2;0(a 


 
 
4 Доказать справедливость следующих формул: 

4.1  а) ;
v

ugradvvgradu
v
ugrad 2










   

       б) ;bdivadiv)ba(div
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      в) .a,graduaurot)au(rot 










  

4.2 а) ;gradu)u(f)u(gradf    

      б) ;graduaaudiv)au(div


  

      в) .brotarot)ba(rot


  
4.3 а) ;gradvgradu)vu(grad    

      б) ;constc,graduc)cu(div 


 

      в) .brotaarotbb,adiv









  

4.4 а) ;gradunugradu 1nn    

      б) ;constc,acdiv)ac(div 


 

      в) .0)gradu(rot


  
4.5 а) ;ugradvvgradu)uv(grad    

      б) ;constc,0cdiv 


 

      в) .0)arot(div 


 
 
5 Показать, что тензорами являются: 
     а) вектор; 
     б) ковектор; 
     в) скалярное произведение векторов; 
     г) скалярное произведение ковекторов; 
     д) линейный оператор на векторах (ковекторах); 
 
6 Вычислить компоненты метрического тензора на плоскости в 

полярной системе координат; в 3R  в системе координат: 
     а) цилиндрической; 
     б) сферической. 
 
7 Вычислить компоненты метрического тензора на сфере 2S  в 

сферической системе координат.  
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8 Проверить, что перестановка верхнего и нижнего индексов 
...ik...

...jl...
...ik...

...jl... TT   не есть тензорная операция.  
 
9 Тензор 2-го ранга называется невырожденным, если соответ-

ствующая матрица невырожденна. Показать, что для невырожден-
ного тензора 2-го ранга обратная матрица также будет тензором. 

 
10 Пусть   – кососимметрический тензор в трёхмерном евк-

лидовом  пространстве, где n...12i...ii...i TT
n1n1

 . Доказать: 

    а) 















 ;  

    б)   ; 
    в)   2 ; 
    г)  6  .  

(везде подразумевается суммирование по повторяющимся индек-
сам);   – символ Кронекера. 

 
11 Показать, что скалярное произведение векторов в евклидо-

вом пространстве задаётся тензором типа )2,0( . 
 
12 Пусть 21 ,  – дифференциальные формы степеней p и q  

соответственно. Доказать, что 
21

p
2121 d)1(d)(  . 

 
13 Показать, что коэффициенты ikik b,g  первой и второй квад-

ратичной формы поверхности, заданной параметрически 

















































n,
uu
rb;

u
r,

u
rg);u,u(rr ki

2

ikkiik
2  являются компонен-

тами симметричных тензорных полей типа )2,0( . Здесь 

n  – еди-

ничный вектор нормали к поверхности. 
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14 Пусть дан тензор  i
kCС  типа )1,1( . При помощи операций по-

следовательного умножения тензора С  на себя и «полного свёртыва-
ния» определяется последовательность скаляров ,...CCC,CC,С i

l
l
k

k
i

i
k

k
i

i
i . 

Выразить эти скаляры через корни характеристического уравнения 
матрицы i

kС . 
 
15 Считая, что градиент функции f  есть композиция двух 

операций – взятие частных производных и операции поднятия ин-
дексов – записать градиент функции: 

      а) в полярных координатах; 
      б) в цилиндрических координатах; 
      в) в сферических координатах. 
 
16 Вычислить коэффициент Кристоффеля заданной поверхности. 
 
17 Найти геодезические линии и Гауссову кривизну полуплоско-

сти Пуанкаре, т.е. полуплоскости 0  с метрикой 2

22
2 dduds




 . 

 
18 Дифференциальная форма   называется замкнутой, если 
0d  . При каких значениях постоянных )c,b,a(  форма  

dxdz)xz(ydzdy)zy(xdydx)yx(z cba   будет замкну-
той? 

 
19 Вычислить внешний дифференциал следующих дифферен-

циальных форм: 
     а) ;dzdx)y2z(dydxz 22   
     б) ;xyzdzdyyxdx13 2   

     в) )dxdy
2
1dxdz)(y2x( 3  . 
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