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Рассматривается класс всех конечных групп, силовские подгруппы которых являются K-F-субнормальными. Исследу-
ется условие его насыщенности, а также устанавливается локальный экран в разрешимом случае. 
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Введение 
Рассматриваются только конечные группы. 

Хорошо известно, что группа G  нильпотентна 
тогда и только тогда, когда любая ее силовская 
подгруппа является субнормальной в G.  В 1969 
году T. Хоукс [1] обобщил понятие субнормаль-
ности, введя определение F-субнормальной под-
группы в разрешимой группе. В 1978 году 
Л.А. Шеметков в монографии [2] распространил 
понятие F-субнормальной подгруппы на произ-
вольные конечные группы. Понятие F-субнор-
мальной подгруппы активно изучалось в различ-
ных направлениях и нашло многочисленные 
приложения [3]. В 1978 году O. Кегель [4] ввел 
понятие F-достижимой (K-F-субнормальной, сог-
ласно [3]) подгруппы.  

В работе [5] А.Ф. Васильевым было начато 
рассмотрение следующей задачи. Пусть F – фор-
мация. Что можно сказать о структуре группы 
G,  если все ее силовские подгруппы F-субнор-
мальны в ?G  В статье [6] А.Ф. Васильевым и 
Т.И. Васильевой был введен и исследован класс 
wF  всех групп, силовские подгруппы которых 
являются F-субнормальными.  

В работе [7] изучались свойства класса wF  
всех групп, у которых силовские подгруппы яв-
ляются K-F-субнормальными. В частности, в 
классе разрешимых групп было установлено, что 
если F – наследственная насыщенная формация, 
то и класс wF  является наследственной насы-
щенной формацией.  

В настоящей работе продолжено исследова-
ние свойств класса wF  для непустой формации 
.F  В частности, доказана насыщенность форма-

ции wF  в общем случае (без ограничения раз-
решимости). Кроме того, найдено локальное за-
дание формации wF  в разрешимом случае.  
 

1 Предварительные результаты 
В работе используются стандартные обо-

значения, определения и результаты. Необходи-
мые сведения из теории групп и их формаций 
можно найти в монографиях [2], [3], [9].  

Напомним, что P  – множество всех про-
стых чисел; G  – это класс всех групп; πG  – 
класс всех π -групп, где π  – некоторое множе-
ство простых чисел ( p π=G G  для { }pπ = ); N  – 
класс всех нильпотентных групп; πN  – класс 
всех нильпотентных π -групп; S  – класс всех 
разрешимых групп.  

Класс групп F называется формацией, если 
он является замкнутым относительно фактор-
групп и подпрямых произведений. Формация F  
называется насыщенной, если она является на-
сыщенным классом, т. е. если из G N/ ∈F  и 

( )N Ф G≤  всегда следует, что G∈ .F  Формация 
F называется наследственной, если F вместе с 
каждой группой содержит все ее подгруппы. Че-
рез GF  обозначается F-корадикал группы G,  
т. е. наименьшая нормальная подгруппа из G,  
для которой G G/ ∈ .F F   

МАТЕМАТИКА

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



А.С. Вегера 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 3 (20), 2014 54 

Определение 1.1 [3, c. 236]. Пусть F – не-
пустая формация. Подгруппа H группы G назы-
вается F-субнормальной в G (записывается 
H F-sn G ), если либо H G= ,  либо существует 
цепь подгрупп 0 1 nH H H … H G= < < < =  такая, 
что 1i iH H −≤F  для 1i … n= , , .  

Определение 1.2 [3, с. 236]. Пусть F – не-
пустая формация. Подгруппа H группы G назы-
вается K-F-субнормальной в G (записывается 
H  K-F-sn G ), если существует цепь подгрупп 

0 1 nH H H … H G= ≤ ≤ ≤ =  такая, что либо 

1i iH H− ,�  либо 1i iH H −≤F  для 1i … n= , , .    
Через ( )Gπ  обозначается множество всех 

простых делителей порядка группы G. Подгруп-
па H  группы G  называется π -подгруппой, если 

( )Hπ  содержится в некотором множестве π  
простых чисел.  

( )pO G  – наибольшая нормальная p-подгруп-
па группы G,  где p∈ .P   

( )O Gπ  – наибольшая нормальная π -под-
группа группы G,  где π ⊆ .P   

( )Syl p G  – множество всех силовских p-под-
групп группы G  для некоторого p∈ .P  Тогда 

( )

Syl( ) ( )Syl p
p G

G G
π∀ ∈

= ∪  – это множество всех си-

ловских подгрупп группы G.  
Пусть X  – произвольный класс групп. То-

гда будем обозначать ( ) ( )
G

Gπ π
∀ ∈

= .∪
X

X   

Определение 1.3 [9, с. 16]. Пусть 1F  – класс 
групп, 2F  – формация. Корадикальным произве-
дением 1F  и 2F  называется класс  

2
1 2 1( )G G= ∈ | ∈ .D FF F FG  

Определение 1.4 [3, с. 95]. Пусть 1F  и 2F  – 
формации. Тогда 1 2 1 2 2 1( ) ( )× = ∩D DF F F F F F  назы-
вается прямым произведением формаций 1F  и 2 .F  

Функция {f : →P формации} называется 
локальным экраном. Через ( )LF f  обозначим 
класс всех групп, у которых для любого главного 
фактора H K/  группы G  и для каждого просто-
го числа p,  делящего H K| / |,  выполняется 

( ) ( )GG C H K f p/ / ∈ .  Формация называется ло-
кальной, если существует локальный экран f та-
кой, что ( )LF f= .F   

Экран f формации F называется внутрен-
ним, если ( )f p ⊆ F  для любого ( )p π∈ .F  Внут-
ренний экран f формации F называется макси-
мальным внутренним, если для любого ее внут-
реннего экрана h имеет место включение 

( ) ( )h p f p⊆  для любого .p∈P  

В работе [6] исследован класс групп w ,F  
определяемый следующим образом.  

Определение 1.5. Пусть F – непустая фор-
мация. Класс групп ( ( ) ( )w G Gπ π= ∈ | ⊆F FG  и 

Syl( ) - ).H G H sn G∀ ∈ : F  
В дальнейшем будем использовать следую-

щие свойства класса w .F   
Лемма 1.6 [6, лемма 1.4]. Если F – наслед-

ственная формация, то wF  – наследственная 
формация.   

Теорема 1.7 [6, теорема B]. Если F – наслед-
ственная насыщенная формация, то wF  – на-
следственная насыщенная формация.   

В работе [7] изучается следующий класс 
групп.  

Определение 1.8. Пусть F – непустая фор-
мация. Класс групп  

( Syl( ) K- -sn ).w G H G H G= ∈ | ∀ ∈ :F FG  
Лемма 1.9 [7, лемма 11]. Если F – наследст-

венная формация, то wF  – наследственная фор-
мация.   

Для дальнейших рассуждений нам понадо-
бятся следующие результаты.  

Теорема 1.10 [3, с. 95]. Пусть 1F  и 2F  – фор-
мации и 1 2( ) ( )π π∩ =∅.F F  Обозначим 1 1( )π π=F  
и 2 2( )π π= .F  Тогда 

1 21 2 ( ( ) ( )G G O G O Gπ π× = ∈ | = × ,F F G  

где 
1 1( )O Gπ ∈ F  и 

2 2( ) )O Gπ ∈ F  – формация. Более 

того, если 1F  и 2F  – наследственные насыщен-
ные формации, то 1 2×F F  – также наследствен-
ная насыщенная формация. 

Лемма 1.11 [10, лемма 2.1]. Пусть F – фор-
мация, H  K-F-sn G, p – простое число и ( )p π∉ .F  
Тогда ( ) ( )p pO H O G≤ .    

Лемма 1.12 [10, лемма 2.2]. Пусть F – фор-
мация, группа G HA= ,  где H  – ( )π F -подгруп-
па, A  – ( )π ′F -подгруппа и H  K-F-sn G.  Тогда 
H G.�  

Теорема 1.13 [11, лемма 3.1.1]. Пусть F – 
наследственная формация. Если подгруппа H  
K-F-субнормальна в G,  то H M∩  K-F-субнор-
мальна в M для любой M G≤ .    

Лемма 1.14 [11, лемма 3.1.9]. Если F – наслед-
ственная формация, H G≤ ∈ F  и все компози-
ционные факторы группы G принадлежат ,F  то 
H F-sn G тогда и только тогда, когда H K-F-sn G. 

Лемма 1.15 [9, лемма 4.13]. Пусть G – груп-
па. Если N G,�  N  и G N/  – разрешимы, то G 
разрешима.   

Лемма 1.16 [2, лемма 4.5]. Пусть f  – ло-
кальный экран формации F. Группа G  тогда и 

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



О локальных свойствах формации всех групп с K-F-субнормальными силовскими подгруппами 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 3 (20), 2014 55

только тогда принадлежит ,F  когда 
( ) ( )pG F G f p/ ∈  для любого ( )p Gπ∈ .    
Пусть F – локальная формация и h  – ее 

максимальный внутренний локальный экран. 
Обозначим через h∗  – локальный экран такой, 
что ( ) ( Syl( )h p G H G∗ = ∈ | ∀ ∈S  : ( ))H h p∈  для 
любого простого p.   

Теорема 1.17 [6, теорема D]. Пусть F – раз-
решимая наследственная насыщенная формация, 
h – ее максимальный внутренний локальный эк-
ран, ( )π = .F P  Тогда ( )w LF h∗= ,F  где h∗  – мак-
симальный внутренний локальный экран форма-
ции w .F    

Лемма 1.18 [2, теорема 3.3]. Локальная фор-
мация F имеет единственный максимальный 
внутренний локальный экран f, причем f удовле-
творяет следующему условию: ( ) ( )pf p f p=N  
для любого простого p.   

Лемма 1.19 [2, лемма 3.9]. Если H K/  – 
главный фактор группы G  и ( )p H Kπ∈ / ,  то 

( )GG C H K/ /  не содержит неединичных нор-
мальных p-подгрупп, причем ( ) ( )p GF G C H K≤ / .    

 
2 Насыщенность формации wF  
Лемма 2.1. Пусть F – наследственная фор-

мация, группа G w∈ F  и ( ) ( )Gπ π⊆ .F  Тогда ка-
ждый композиционный фактор группы G  при-
надлежит F. 

Доказательство. Рассмотрим композици-
онный ряд 0 11 nA A A G= ... = .� � �  Тогда фактор 

1i iA A −/  является простой группой для любого 
1i … n= , , .  Обозначим произвольный фактор 

1i iA A−/  через H. Из леммы 1.9 следует, что iA w∈ .F  
Так как wF  – гомоморф, то 1i iH A A w−/ ∈ .� F  
Пусть Syl( )P H∈ .  Если P H= ,  то H pα| |= ,  где 
p∈ .P  Так как H  – простая группа, то H p| |= .  
По условию ( ) ( ) ( )H Gπ π π⊆ ⊆ .F  Поэтому, 
H ∈ .F  Пусть теперь P H≠ .  Так как подгруппа 
P K-F-sn H и H – простая неабелева группа, то 
существует цепь 0 1k kP P P P H−= ≤ ... ≤ < =  и 

1k kP H P −= ≤ .F F  Так как H H ,�F  то 1H = .F  
Следовательно, H ∈ .F   

Следующая теорема устанавливает связь 
между классами wF  и w .F   

Теорема 2.2. Пусть F – наследственная 
формация. Тогда w wπ ′= × ,NF F  где ( )π π= F  и 

\π π′ = .P�    
Доказательство. Докажем, что для любой 

группы G wπ ′∈ × FN  следует, что G w∈ .F  Пусть 
G wπ ′∈ × .FN  Тогда существуют такие подгруппы 

A π ′∈N  и B w∈ F  в G,  что G A B= × .  Рассмот-
рим произвольную силовскую подгруппу P G≤ .  
Возможны два случая. Пусть P A≤ .  Так как A  – 
нильпотентная группа, то P A.�  Тогда имеем 
цепь подгрупп P A G.� �  Следовательно, по 
определению, P K-F-sn G. Рассмотрим второй слу-
чай. Пусть P B≤ .  Так как B w∈ ,F  то P F-sn B.  
Из B G,�  следует P K-F-sn G. Поэтому произ-
вольная силовская подгруппа P K-F-sn G. Таким 
образом, G w∈ .F   

Докажем теперь, что для любой группы 
G w∈ F  выполняется G wπ ′∈ × .FN  Согласно 
теореме 1.10, необходимо доказать, что группа 
G  представима в виде ( ) ( )G O G O Gπ π′= × ,  где 

( )O Gπ π′ ′∈N  и ( )O G wπ ∈ .F   
Пусть G w∈ .F  Пусть n  – число всех силов-

ских p-подгрупп группы G,  где p π ′∈ .  Рассмот-
рим iP  – произвольную силовскую ip -подгруп-
пу группы G,  где ip π ′∈  и 1i … n= , , .  Тогда по 
лемме 1.11 подгруппа ( ) ( )

i ii p i pP O P O G= ⊆ .  При 

этом порядок ( )
ip iO G P| |≤| |,  поэтому ( )

ii pP O G= .  

Следовательно, iP G.�  Рассмотрим произведе-
ние 1 2 nA PP …P= .  Ясно, что A  является нор-
мальной нильпотентной подгруппой группы G.  
Так как A| |  и G A| : |  взаимно просты, то A  – 
π ′ -холлова подгруппа группы G.  Следователь-
но, ( )A O Gπ ′=  и A π ′∈ .N   

По теореме Шура-Цассенхауза [8] подгруп-
па A имеет дополнение в G, то есть существует 
подгруппа B  порядка G A| : |  такая, что G AB=  
и 1A B∩ = .  Пусть H  – силовская подгруппа из 
B.  Рассмотрим подгруппу HA.  Так как F – на-
следственная формация и H K-F-sn G,  то по 
лемме 1.13 подгруппа HA H H∩ =  является 
K-F-субнормальной в HA.  По лемме 1.12 под-
группа H HA.�  Тогда ( )GA N H⊆ .  Обозначим 
через m – число всех силовских p-подгрупп 
группы G,  где ( )p Bπ∈ .  Так как любая под-
группа порождается своими силовскими под-
группами, то 1 2 mB H H … H=< , , , >,  где Syl( )iH B∈  
и 1i … m= , , .  При этом ( )G iA N H⊆  для любого 

1i … m= , , ,  то есть для любых a A∈  и i ih H∈  
следует, что a

i ih H∈ .  Рассмотрим произвольный 
элемент 1 2 mh h …h  из группы B.  Тогда 

1 2 1 2 1 2( )a a a a
m m mh h …h h h …h H H …H= ∈< > .  Следо-

вательно, ( )GA N B⊆ .  Таким образом, ( )GN B G= .  
Тогда B G.�  Так как B| |  и G B| : |  взаимно 
просты, то B  – π -холлова подгруппа в G. Сле-
довательно, ( )B O Gπ= .  Итак, G A B= × =  

( ) ( )O G O Gπ π′= × .   
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Так как F – наследственная формация, то 
согласно лемме 1.9 класс wF  – наследственная 
формация. Значит, B w∈ .F  Тогда из леммы 2.1 
следует, что каждый композиционный фактор B  
принадлежит .F  Пусть S  – произвольная силов-
ская подгруппа из B.  Так как S K-F-sn B, то по 
лемме 1.14 подгруппа S F-sn B. Тогда B w∈ .F   

Итак, w wπ ′= × .NF F   
Следствие 2.3. Если F – наследственная на-

сыщенная формация, то wF  – наследственная 
насыщенная формация.   

Доказательство. Согласно лемме 1.9 класс 
групп wF  является наследственной формацией. 
По теореме 2.2 класс групп w wπ ′= × .NF F  Заме-
тим, что π ′N  – насыщенная формация. И wF  – 
насыщенная формация согласно теореме 1.7. То-
гда по теореме 1.10 прямое произведение двух 
насыщенных формаций также является насы-
щенной формацией.  

 
3 Локальный экран формации wF  
Для дальнейших рассуждений сформулиру-

ем и докажем две следующие леммы.  
Лемма 3.1. Пусть F – разрешимая форма-

ция. Если в группе G∈G  существует разреши-
мая F-субнормальная подгруппа, то G  – разре-
шимая группа.   

Доказательство. Пусть H  – разрешимая 
F-субнормальная подгруппа некоторой группы 
G.  Тогда существует цепь подгрупп 

0 1 nH H H … H G= < < < =  такая, что 1i iH H −≤F  
( 1 ).i … n= , ,  Так как 1 0H H≤F  и 0H  разрешима, 
то 1H F  – разрешимая подгруппа. Так как фактор-
группа 1 1H H/ ∈F F  и по условию ⊆ ,F S  то 

1 1H H/ F  – разрешимая группа. Следовательно, по 
лемме 1.15 группа 1H  разрешима. Аналогично 
для любого i  получаем, что из 1i iH H −≤F  следу-
ет разрешимость iH F  и i iH H/ F  и, следователь-
но, разрешимость группы iH  (где 2i … n= , , ). 
Таким образом, nH G=  – разрешимая группа.  

Лемма 3.2. Пусть F – разрешимая форма-
ция. Тогда wF  и wF  – разрешимые формации.   

Доказательство. Пусть G w∈ .F  Так как 
любая силовская подгруппа группы G  разреши-
ма и F-субнормальна в G,  то согласно лемме 3.1 
группа G  разрешима. Следовательно, wF  – раз-
решимая формация.  

Пусть теперь G w∈ .F  По теореме 2.2 груп-
па G wπ ′∈ × .FN  Так как формации π ′N  и wF  
разрешимы, то группа G  разрешима.  

Лемма 3.3. Пусть iF  – формация и if  – ее 
локальный экран, где 1 2i = , .  Если 1 2( ) ( )f p f p⊆  
для любого p∈ ,P  то 1 2⊆ .F F    

Доказательство. Пусть 1G∈ .F  Тогда по 
лемме 1.16 фактор-группа 1( ) ( )pG F G f p/ ∈  для 
любого ( )p Gπ∈ .  Так как по условию 

1 2( ) ( )f p f p⊆ ,  то 2( ) ( )pG F G f p/ ∈  для любого 

( )p Gπ∈ .  Тогда по лемме 1.16 группа 2G∈ .F   
Лемма 3.4. Пусть ( )LF f=F  – локальная 

формация, где f – ее разрешимый локальный эк-
ран. Тогда F – разрешимая формация.   

Доказательство. Осуществляется провер-
кой соответствующих определений.  

Согласно теореме Гашюца – Любезедер –
Шмида любая насыщенная формация является 
локальной, и наоборот. Поэтому в силу следст-
вия 2.3 возникает задача о нахождении локаль-
ного задания формации w .F   

Пусть F – локальная формация и h – ее мак-
симальный внутренний локальный экран, кото-
рый существует и единственен по теореме 1.18. 
Обозначим через h∗  – локальный экран такой, что  

( ) ( Syl( )h p G H G∗ = ∈ |∀ ∈G : ( )H h p∈  и H K-F-sn G) 
для любого простого p. Следующая теорема ус-
танавливает локальный экран wF  для разреши-
мой наследственной насыщенной формации .F   

Теорема 3.5. Пусть F – разрешимая наслед-
ственная насыщенная формация, h  – ее макси-
мальный внутренний локальный экран, ( )π π= ,F  

\π π′ = .P�  Тогда ( )w LF f= ,F  где f  – макси-
мальный внутренний локальный экран формации 
wF  такой, что  

если ;
( )

( ) если
p

p

p
f p

h p pπ

π
π∗

′, ∈⎧⎪= ⎨ ∩ , ∈ .⎪⎩

N

N S
 

Доказательство. Пусть формация ( )LF f= .X  
Покажем, что w = .XF  Вначале докажем, что 
w ⊆ .XF   

Напомним, что 1( )LF fπ ′ = ,N  где 

1

если
( )

, если
p p

f p
p

π
π
′, ∈ ,⎧

= ⎨∅ ∈ .⎩

N
 

По теореме 1.17 2( )w LF f= ,F  где  

2

, если
( )

( ) еслиp

p
f p

h p pπ

π
π∗

′∅ ∈⎧⎪= ⎨ ∩ , ∈ .⎪⎩N S
 

Так как 1( ) ( )f p f p⊆  и 2 ( ) ( )f p f p⊆  для 
любого p∈ ,P  то по лемме 3.3 следует, что 

π ′ ⊆N X  и w ⊆ .F X  А так как любая формация-
замкнута относительно прямых произведений, то 

wπ ′ × ⊆ .FN X  Тогда по теореме 2.2 формация 
w ⊆ .XF   
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Докажем теперь, что w⊆ .X F  Предполо-
жим, что w⊆ ./X F  Пусть G – группа наименьше-
го порядка из \ w .X F  Покажем, что ( ) 1Ф G = .  
Предположим обратное. Тогда ( )G Ф G G| / |<| | .  
Таким образом, ( )G Ф G w/ ∈ .F  Так как wF  – 
насыщенная формация, то G w∈ .F  Получили 
противоречие. Итак, ( ) 1Ф G = .   

Пусть N – минимальная нормальная под-
группа группы G.  Предположим, что существу-
ет минимальная нормальная подгруппа K группы 
G  такая, что K N≠ .  Тогда G N G| / |<| |  и 
G K G| / |<| | .  Следовательно, G N w/ ∈ F  и 

G K w/ ∈ .F  Ясно, что 1N K∩ = .  Так как X  – 
формация, то ( )G N K G w/ ∩ ∈ .� F  Получили 
противоречие. Итак, группа G  имеет единствен-
ную минимальную нормальную подгруппу N  и 
G N w/ ∈ .F   

Так как G∈ ,X  то по лемме 3.4 группа G  
разрешима. Тогда N  является элементарной 
абелевой p-группой. В этом случае G NM= ,  где 
M  – максимальная подгруппа G  и 1N M∩ = .  
Ясно, что ( )GN C N≤ .  Предположим, что 

( )GN C N< .  Так как ( )GC N M G= ,  то 
( ) 1GC N M∩ ≠ .  Тогда ( )GD C N M M= ∩ .�  Так 

как G NM= ,  то рассмотрим произвольный эле-
мент g nm=  группы G,  где n N∈ ,  m M∈ .  
Очевидно n m gD D D D= = = .  Следовательно, 
D G.�  Но при этом, 1N D∩ = .  Получили про-
тиворечие, так как N  – единственная минималь-
ная нормальная подгруппа в G.  Следовательно, 

( )GN C N= .   
Пусть N – π ′ -группа. Так как ( )G LF f∈ = ,X  

то ( ) ( )G pG C N f p/ ∈ = ,N  где p π ′∈ .  Согласно 
лемме 1.19 фактор-группа ( )GG C N/  не содер-
жит неединичных нормальных p-подгрупп. Сле-
довательно, ( ) 1GG C N/ .�  То есть, ( )GG C N= =  

N= .  Так как группа N G=  – элементарная абе-
лева p-группа, где p π ′∈ ,  то G π ′∈ .N  Согласно 
теореме 2.2 группа G w∈ .F   

Пусть N – π -группа. Так как ( )G LF f∈ = ,X  
то ( ) ( ) ( )G pG C N G N f p h p π

∗/ = / ∈ = ∩ ,N S  где 

p π∈ .  По лемме 1.19 ( )G N h p π
∗/ ∈ ∩ .S  Тогда 

любая силовская подгруппа из G N/  является 
K-F-субнормальной. Так как  

( )G N π π/ ∈ ⊆ ,FS S  
то по лемме 1.14 следует, что любая силовская 
подгруппа из G N/  является F-субнормальной. 
Следовательно, G N w/ ∈ .F  С другой стороны, 

( ) ( )GG C N G N h p∗/ = / ∈ .  Отсюда G w∈ .F  То-
гда по теореме 2.2 группа G w∈ .F   

Таким образом, доказано, что G w∈ .F  По-
лучили противоречие. Значит, w⊆ .X F   

Итак, w = .XF   
Заметим, что по построению локальный эк-

ран  f  является максимальным внутренним.  
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